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I. §. Bevezetés 
A Wightman-függvények különféle analitikus kiterjesztéseit fogjuk tanulmá-
nyozni. Retardált függvényekre sok analóg kiterjesztés bizonyítható [1], ezeket 
nem vizsgáljuk. 
Az analitikus tulajdonságok két szempontból fontosak. / . Lehetővé teszik a 
lineáris program kiépítését. Ennek lényege az, hogy a függvények holomorfitási 
tartományait meghatározzuk és Cauchy-integrál képletére emlékeztető módon, a 
függvényeket kerületi értékeikből állítjuk elő [2]. A lineáris program a nemlineáris-
sal kiegészítve támaszkodik az összes axiómára. A nemlineáris program [3] az 
aszimptotikus teljességre támaszkodik, ez a vákuumértékek közt nemlineáris integ-
rálegyenletekre vezet. Mindkét programban nagy technikai nehézségek lépnek fel. 
2. Az analitikus tulajdonságok, mint hasznos segédeszközök is jelentősek. Valóban, 
az axiómatikában kimondott fizikai tételeket az analitikus tulajdonságok segít-
ségével lehet bizonyítani. 
Az előző dolgozatokból kiindulva [4], a Wightman-függvények következő ki-
terjesztéseihez jutunk el: 1. kiterjesztés a permutált csövekbe és azok egyesítésébe 
(2. §), 2. kiterjesztés a kiterjesztett permutált csövekbe és azok egyesítésébe (3—4. §). 
Megvizsgáljuk a kiterjesztett permutált csövek valós regularitási helyeit, a Jost-
pontokat is (4. §). 
A felhasznált tételeket (a mérsékelt disztribúció Laplace transzformáitjárói, 
valamint a sokváltozós komplex függvényekről) a Függelékekben foglaltuk össze. 
A következő részben fizikai alkalmazásokkal foglalkozunk. 
2. §. Analitikus kiterjesztés a permutált csőbe 
Láttuk, hogy a vv^(x) disztribúció transzláció invariáns, így wl(x0...x„) = 
= - =
 xí~xí+í [4]- Továbbá a megfelelő Wku ill. W* Fourier transz-
formáltak mérsékelt disztribúciók és 
K{qü-qn) = {2nYb{q, + . . . + ? „ ) # £ ( ? „ . . . "£ (1) 
о 
Tekintsük Laplace transzformáltját (3. Függelék), í£( l¥ p ) = 
= ,^(exp(Im(<7, z)JVp)), részletesen 
* w ( z ) - ( 2 л ) - 4 < " + 1 } / e ' 1 « ' z > , P ( q ) d q 0 . . . d q n , (2) 
П 
(q, z) = £ (<7i, Zi). 
о 
* Érkezett 1955. má rc . 13. 
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A következő lényeges állítást látjuk be: 
T. wp,„(z) ül. K(0P holomorf a z — (zj) ill. С = (zp 0 ) — zp ( J + 1 )) változóban a 
permutált csőben. V_ = V° a múlt kúp belseje. 
Az állítás a spektrum feltételen múlik. Először szemléletesen nézzük (2), (3)-at. 
A spektrum feltételből láthatóan z £ Tp, С £ Tp„-re lm (<7, z)— — <», ha — a 
W tartójában, ezért itt exp (—i(q, z)) egy .S^-beli függvénynek tekinthető, (3) a 
С változót tartalmazó véges disztribúció. (3) C-ban folytonos és (zp(i) — zp(i + 1))-ben 
holomorf, így Г
р>„-Ьеп C-ban holomorf. Deákkor wPiP(z)-re is igaz az állítás (A ho-
lomorfitásra nézve: 1. Függelék.) 
A pontos bizonyítás Schwartz Laplace transzformáltra vonatkozó tételén alap-
szik (3. Függelék). Ez közvetlenül alkalmazható; a jelölés megfeleltetése: ,v— q, 
p-*iz, Г + —i Tv\ analóg (3)-nál. A lényeg tehát az, hogy a Fourier transzfor-
mált tartója az előre kúp, így Г-t hátrakúpok szorzataként kell választani, hogy 
£P(ÍVp)-nek értelme legyen. Ekkor az állítás automatikusan igaz. (Pontosabban 
először mindig TPt„-re és (3)-ra következik, abból (2)-re.) 
IL Fla lm (zp(i) — zp( ; + 1)) V_ kompakt részhalmazában van, akkor irp p(z) a 
Re z polinomja alatt marad. Sőt a spektrum-feltétel miatt wp>p(z) még erősebben 
is megszorítható. Minthogy Wv mérsékelt disztribúció, további megszorítás adódik 
vrP p(z)-re: a valós tengely közelében p(z) polinomnál nem nőhet gyorsabban. 
Mindezeket a korlátozásokat a 3. Függelékekben tárgyaljuk részletesen. 
Tulajdonképpen ezek a tulajdonságok indokolják, hogy csak renormálható 
elméletek Wightman-függvényei tárgyalhatók megfogalmazásunkban. Valóban, nem-
renormálható elméletekben, pl. a koordináta rendszer origójában polinomnál erő-
sebb növekedések lépnek fel. Egy ilyen elméletben tehát a Wightman-függvény 
nem lehet mérsékelt disztribúció az ^ - té ren . 
III. Fordított tulajdonság: Ha ii'p>p(z) valamilyen z-ben a Tp csőben holomorf 
függvény, akkor Imz— 0 (a Tp-ből) határértéke disztribúcióként létezik, azaz 
f f &-re 
ill. 
Tp = {z\ I m ( z p ( i ) - z p U + 1 ) )6K_; / = 0, ..., n - \ ) 
T„,n = {Cl I m ( z p l 0 - z P ( i + 1 ) ) € F _ ; / = 0, . . . , « - ! ) p.n 
( 4 ) 
lim 
p-0 
x + iy£Tp 
( 5 ) 
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Ha wPiP(z) kielégíti a 11. alatti feltételeket is, akkor a w£,P(/) „kerületi érték" mér-
sékelt disztribúció és tartója a lezárt előrekúpban, V + , van. Természetesen, ha 
ivJjiP(z)-t (2)-vel definiáljuk, akkor kerületi értéke Wightman-disztribúció. 
Az elsó' állítás Schwartz-tételének második részével azonos, a többi pedig a 
Il-ben felsorolt tételek (3. Függelék) megfordításainak kombinálása. 
A spektrum feltételből adódó kiterjesztés után a lokális kommutativitásból 
adódót vizsgáljuk. 
Legyen P, P' két permutáció és P'= T(l-; í + 1 ) [4]. Tekintsük a megfelelő per-
mutált csöveket: Tp , Tp.. Ha Tp-ben az lm zp ( j )~~Im z p ( i + 1 ) cserét hajtjuk végre, 
akkor a Tp-be írt feltételekhez jutunk. Ezért a két cső lezárásai egy alacsonyabb 
dimenziós csőben, T(S(P, i)), érintkeznek 
Ha z £ T(S(P, ;')), akkor u'PiP(z) és wPiP-(z) így / ( z ) = H'í p(z) — uPiP (z) disztribúció 
Re (zp( i ) — zp ( i + 1 ))-ben, de analitikus függvény a többi változóban, /(z)-hez úgy 
jutot tunk, hogy teljesen analitikus u'p, wp. függvények kerületi értékeit vontuk ki 
Tp ill. Tp.-ből a „ha tár cső" egy pontjához tartva. Ha T(S(P, i))-ből z-*x, akkor 
/ ( * ) - / ( * ) = < p ( x ) - wp,p-(x) (disztribúció .v-ben). Ha /(x)-et egy g(xp(i)~xpU+1}) 
próbafüggvénnyel kiintegráljuk és g = 0 (xp(i) — x p ( i + 1 ) ) 2 ^ 0-ra, akkor a lokális 
kommutativitás miatt 0-t kapunk, ezért /(z)-t ugyancsak g-vel kiintegrálva is 0-t 
kapunk ( z é T ( ő ( T / ) ) . Tehát 
IV. < P ( Z ) = M ' £ I P . ( Z ) , feltéve, hogy ( х
р ( г ) - х Р ( ; + 1 ) ) 2 < 0 és I m z Ç S ( P , /)• 
Ennél sokkal több is igaz: 
V. A u'J
 p(z)-k egyetlen u p (z) holomorf függvényt alkotnak, mely holomorf 
a valós X pontok, ahol (xp(i) — xp(i+1)) térszerű, komplex környezetének és T p U T p . 
konvex lezárásának közös részében. Röviden: a Laplace transzformáltnak a per-
mutált csövek egyesítésébe analitikus kiterjesztése van. Ilyen módon akárhány per-
mutált cső egyesítésébe is kiterjeszthetjük wp>p(z)-t. 
Az állítás az „edge of wedge"-tételből (4. Függelék) közvetlenül adódik. 
Ugyanis wPiP(z) ill. wp,p'(z) Tp ill. Tp.-ben holomorf és térszerű (xp(i) — xp(i+1))-re 
kerületi értékeik megegyeznek, ekkor azonban az említett tétel éppen az V. állítást 
biztosítja. 
VI. Fordított tulajdonság: Ha np(z) rendelkezik az V. tulajdonsággal, vala-
mint a 111-nak is eleget tesz, akkor kerületi értéke, wPiP(x), mérsékelt disztribúció, 
mely a spektrum feltételt és a lokális kommutativitást teljesíti. 
Ugyanis Tp ill. Tp-ben uj(z) éppen < p ( z ) ill. w*p.(z). Az (xp(i)-xp(i+1))-et 
térszerűen tartva, tartsunk z-vel T(S(P, i))-be, akkor wpp(z) = \vpp,(z), ahonnan 
z—x-szel a lokális kommutativitás feltétele adódik. 
VII. A ívj(z) kiterjesztés további tulajdonságai. Disztribúció értelemben 
A j o b b (bal) oldal folytatása wIfl'p (z„...z0) (wPiP(z%...z*)*) analitikus Tp í(Tp)-ban, 
de TpI — Tp. Ezért az „ék szélére" vonatkozó tétel szerint a két folytatás egymással 
T(S(P, 0) = {z\ lm zeS(Pj)} 
S(P,i)= S(P', i) = {x|xp(i) = x p ( i + 1 ) , 
xpü) — xPÜ+i) € ; y V /'}• 
(6) 
Wk„,p(x)*= Wip[p(xn . . . x 0 ) . (7) 
1» 
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megegyezik. Tovább folytatva a permutált csövek uniójába, nyerjük 
... z*)* = H'j^Ov••-(,)• (8) 
((8) Гр-ban teljesül, de akkor az identitás tétel (1. Függelék) miatt az egyesítés-
ben is). Ugyanígy látható be 
w*(z0...z„) = wPpl(zP m . . .zP { n ))a(P, k) : (9) 
(8) és (9)-ből 
m>£(z*)* = w~k (z)a(I,k). (10) 
Ha —k = k (valós tér) 
wî(z*)* = « { ( Í M U ) . ( I I ) 
На Pk = k, Рц = ц, akkor 
>U (z) = w* (zP(0) ... zP(n)) <j(P,k), (12) 
(pl. egy skalár térre). 
A Lorentz-kovarianciát kifejező egyenlet is átvihető az unióba való kiterjesz-
tésre, 
wk„(z) = 2Sk(A-Xwkv(Az + c), ЛеЬ\(Д), (13) 
V 
ahol Az + c — (AXj+a) + i(Ayj + b), Zj —Xj + iy,-, с = a + ib. Ugyanis (13) fenn-
áll kerületi értékekre, Tp-bői z—л-ге; mindkét oldal z-ben holomorf £/{Гр}-Ьеп 
(а Гр-к invariáns halmazok!), így az ék széle-tétel miatt (13) igaz. Fordítva, ha 
iVp(z) holomorf és (13)-at teljesíti, akkor kerületi értéke is. 
Ha (13)-ban A — l , akkor a wp(z) függvényről látjuk, hogy a = zj — zj+l 
változók holomorf függvénye. 
Analóg tulajdonságai vannak Wp()p kiterjesztésének is. 
3. §. Kiterjesztés a komplex Lorentz-transzformációk segítségével 
A (13) transzformációs törvényből kiindulva Hall, Wightman és Bargman 
jutott először újabb analitikus kiterjesztésre [5]. Mindenekelőtt azonban a komplex 
Lorentz transzformációra szögezzünk le néhány alapvető megállapítást. 
Komplex Lorentz csoporton értjük Ç = (Ç°, . . . , Ç3) komplex lineáris, a Ç2 = 
= (С0)2 — CkCKt invariánsul hagyó transzformációinak összességét. Jele L(C). L(C)-
nek két komponense van L(C) = L+ (C) + PL+ (C). L+(C) az összes olyan komp-
lex A-t tartalmazza, melyekre d e t z l = l. A másik komponensnél a determináns 
— 1. L és L+ (C)-t analitikus parametrizációval a következőképpen láthatjuk el: 
Valós/komplex A^-ra a A = (E+ R)(E — R)*1 egy valós/komplex Lorentz transz-
formáció, feltéve a |Aftl-k elég kicsik és 
R 
0 A4 a5 A6 
0 Ág 
A5 - АЗ о К 
s ^ 
' 1 o v 
1 
, E = 1 
,0 1 , 
(14) 
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Fordítva, ha A elég közel van az egységelemhez (E-hez), akkor R = (A — E){A + E)~l, 
ahol Л valós/komplex Lorentz-transzformáció, (14) alakú és Ak valós/komplex. 
Az állítás verifikálható. 
о о 
A-t /l-lai ekvivalensnek hívjuk, ha A = AXAA2 és Ax, A2Ç.L\(R). Jost mutatta 
meg [5, 6], hogy A mindig ekvivalens a következő normál alakok egyikével 
МЛ<Р,Х) = 
COS (p 
i sin <p 
0 
0 
i sin (p 0 0 
cos cp 0 0 
0 cos X i sin X 
0 — j sin X cos X 
(15) 
M 2 ( T ) = ± 
0 
1 
ÍT 
T IX 
X -X 1 0 
ix —ix 0 1 
<p, x> x valós. 
Most kimondjuk a Bargman—Hall—Wightman tételt, egyenlőre az előző §-tóI 
független alakban; azután a tételt н£>р(г)-ге alkalmazzuk. 
Ha a w„(Cx ... C„) függvények egyértékűek és holomorfok a T„= {Ci lm C,-€ V+ ; 
7 = 1 , . . . ,«} csőben és minden / l£í,£(/?)-re 
(16) „ ( 0 - 2S(A-%WV(A0, 
ahol 5(/1) egy végesdimenziós és egyértékű ábrázolása L+ (Л)-пек (kétértékűre 
ív = 0!), akkor /. w„(Ç) egyértelműen és holomorf módon kiterjeszthető a kiter-
jesztett csőbe, azaz а Г„' = {/1Ç|Ç Ç T„, Л
 + (С)} tartományba. 2. a kiterjesztés 
kielégíti (16)-ot, de A£L+(C). 
T'n-t úgy kapjuk, hogy minden A £ L+ (C)-vel képezzük a A Tn halmazok egye-
sítését. 0(Л)/1£Е+(С)-ге egyértelmű analitikus kiterjesztése a /1 £L|(J?)-hez i r -
tózó 5(Л)-пек, ugyanis S(A), AÇ.L l(R) Aik polinomja, lévén, hogy wM(Ç) volta-
képpen tenzor jellegű mennyiség — így kiterjeszthető. 
A bizonyítás több részből áll. 
1. A£L+{C) és í€7„'-re definiáljuk (16) jobboldalával a 
2S(A-X%WMQ = K(0 
függvényt, de AC mindig £ T„ (erre definiált и\,). fV„ yl^-tÓl 
(17) 
és A-tól függ. Ha 
A£L + (C) rögzített, akkor С egy részében változhat T^-nek, itt JVM analitikus £-ban; 
ugyanis fix Л-ra a baloldal AC£T„ analitikus függvénye és АС С analitikus függ-
vénye, de analitikus függvény analitikus függvénye maga is analitikus. Egy másik 
Л-val T'n másik részhalmazában ugyanez a helyzet. 
2. A 7j,'-be való kiterjesztés egyértelmű. Ha Tn két különböző Ci és £2 pontjá-
ból két különböző Ax és Â2-vel közös Ç€7j,'-höz folytatunk, akkor a (17) definíció 
szerint ugyanazt a függvényt kaptuk. Az utóbbi feltétele (17)-ből 
(18) 
ahol a közös С 
Z SiA-Х^Лг) = 2S(A, 
V V 
Л
х
Чг = V C . Î Л , 2 € £ + ( С ) ; Ci, U í T n . Másként 
= (Л2л- (19) 
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ez éppen a (16) feltétel komplex Л-га. Alább majd megmutatjuk, hogy teljesül 
(4. pont). 
3. (17) kielégíti a (16) tulajdonságot, hiszen ££Г
п
'-ге, Л, AX£L+(C)-re, de 
Л £ £ Г „ , fennáll 
wMi 0 = = Z ^ ) ^ ^ - 1 ) ? * ^ ) ) = 
V V ft (20) 
V 
Az első egyenlőség (17)-ből következik, ha baloldalán Л — AAf 1 , £ — 
4. Legnehezebb belátni azt, hogy (16) fennáll, ha Л £ £ + ( С ) és Л ( 6 Г „ . 
Utóbbi fixált £-ra egy DA tartományt választ ki, ha tehát /1С DA, akkor Ç£F„-re 
Л £ £ T „ . Tekintsük (16) jobboldalát fix é-ra, mint egy Fç(/1) függvényt. Ha FAA) 
konstans Da-n, akkor (16) fennáll. 
Először Fç(H) lokális értelemben való konstansságát látjuk be. Ha ££ Tn, 
akkor az F £ F + ( C ) egységelem kis környezetében minden Л olyan, hogy AÇ £ F„; 
egy TV, E körüli részkörnyezetben viszont analitikus parametrizáció vezethető be 
(lásd fenn). Л £ A a (z^ ... 7.6) analitikus függvénye ; }.k a Xk = 0 kis környezetébe 
esik. Л£ is analitikus (á^-ban, így Л £ А с / )
л
- Ь а п FÇ(Л) analitikus (2fc)-ban. Mint-
hogy N tartalmaz egy valós környéket (mely ( / t ) -ban egy valós környéknek felel 
meg) és ott F^(A) állandó, az identitás tétel (1. Függelék) miatt F^(A) A-ben is 
állandó. 
Az előbbi argumentáció minden Л 6 DÁ kis környezetében megtehető, mint-
hogy а Л A halmazban ugyanaz a parametrizáció választható, mint A-ben. így min-
den Л £ £ )
л
 kis környezetében FAA) állandó. Ha DA összefüggő volna, akkor F és 
Л££>
л
 közé végesszámú átfedő „ k ö r t " lehetne elhelyezni, úgy, hogy az első /utolsó 
középpontja El A. Ekkor Fj(z1) az egész DA-n állandó. 
5. DA összefüggő; azaz, ha A £ DA, akkor van oly Л ( f )6D A folytonos görbe 
Û S i ë l , mely E = Л(0)Л és Л = Л(1)-е1 összeköti. Másszóval, ha Ç£F„ és A££7j , , 
akkor e két pont folytonos A(t)ÇÇ.T„ görbével köthető össze, O ^ í S l . Tudjuk 
azt, hogy Л £ Т + ( С ) a normálalakkal állítható elő, Л = Л1М1 ) 2Л2 . Elég azt belátni, 
hogy az Mx és M 2 normálalakok összefüggő halmazt alkotnak. ((16) valós Л-val 
teljesül.) 
Pl. M2(t) esetén: legyen n — 1, С = f + ''/, >]fV+, '((r) = Ç(т) + /V/(т) = 
= M2{T)£. Innen 
|?°(т) = + + 
(»7(т))2 - (п), + 2т(5»(Ч°-Ч1)-Ч3(«°-«1))- (21) 
Azok а г értékek, melyekre C W E F j egy r = 0 - t tartalmazó intervallumot alkotnak. 
Ha w > l , akkor az egyes őfe-ból adódó т-intervallumok közös részét kell venni. 
Hasonlóan, ha £ és Л (£Г„ és Л М
г
 alakú, akkor A{t) = Mx{t(p, képezve, 
Л( / )С€Т
л
. Nem verifikáljuk. 
Alkalmazzuk a fenti tételt az előző § függvényeire. 1Vp( ) p T p n -bői egyértelmű, 
holomorf módon terjeszthető ki a T'Pi„ = {ЛС|££ГР1„, Л £ Е + ( С ) } kiterjesztett 
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csőbe. Egyúttal wPzP(z) is kiterjesztődik 7j,-ből egyértelműen és holomorf módon a 
n = {Az\(A(zP(0-zP(l+1)))en, „} 
kiterjesztett permutált csőbe. Láthatóan T'P = {Az\z£Tp, / l é L + ( C ) } . 
Megmutatható, hogy ha (16) A^L^ (R)-rt teljesül, nem jutunk r„'-nél nagyobb 
analiticitási tartományhoz. 
-Hall és Wightman idézett dolgozatukban még a következő tételt is bebizonyí-
tották : Legyen az f ( z ) n komplex négyesvektor változós komplex függvény ana-
litikus a 
Tn = {z = (zj) = tfj-irij)\rij£V+i j= 1, ...,»} 
csőben és invariáns LT(Ä)-rel szemben, f(z) = / ( /Íz) . Ekkor f a (zj-zk) skalárszor-
zatok függvénye és analitikus abban a komplex tartományban, amelyben a skalár-
szorzatok változnak, amikor z T^-ben fut. 
4. §. Jost-pontok 
Az előző §-ban előforduló Tn, Tp, Гр,„ csövekben valós pontok nem talál-
hatók. A kiterjesztett csövek , TPi„, TP) azonban szerkezetüknél fogva tartal-
maznak valós (regularitási) helyeket, más néven Jost pontokat. Vizsgáljuk meg pl. 
a Tjí valós pontjait. Ha n = 1, akkor könnyű látni, hogy í €2" í , valósságából követ-
kezően térszerű vektor. Jost ezzel kapcsolatban megmutatta [5], hogy a ..., g„) 
valós pontok akkor és csakis akkor esnek Г„'-Ье, ha g l f ..., gn konvex burka csak 
n n 
térszerü vektorokat tartalmaz, vagyis a UJSO , alakú vektorokra 
; = i í 
n 
(^ÁjP,) 2 < 0 minden Я; választásra. 
I 
A feltétel szükséges. Legyen ..., е
л
)£Г„' és valós, akkor van olyan A £ L + ( C ) 
n П 
és С = £—iri, hogy ( e i ) = (TÇ;). = l-re vizsgáljuk r 1 
1 1 
I 2hoí\ = (22) 
• [ j ? = valós. 
n a n 
ígv és Hí ortogonális vektorok. De r\t 6 V+ és V+ konvex, ezért 2^i4t i l í 
időszerű. Tehát < 0 , (22) negatív. 
Az elegendőség azt jelenti, hogy ha (g l s ..., gn) valamilyen valós pont és 
n / n \ 2 
; , - 0 , ^ i > 0 - r a < 0 , akkor (g,) Jost-pont. Tekintsük a gk, ..., gn né-
gyesvektorok által kifeszített konvex térszerű К kúpot. КГ) V
 + = Kf] V_ = 0. 
A V+ és /fi l l . F_ és К konvex halmazokat egy (a) ill.(^) síkkal teljesen el lehet válasz-
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tani. (a) a V+ ill. (ß ) а V_ érintősíkja, (a) ill. (ß) egyenlete: a £ = a p ç " = 0 ill. =-
= ß^=0, ahol <x2 = ß2 = 0, otß<0 és az illesztősíkban van. Ha ÇÇ.V+ ill. К vagy 
V_, akkor а £ > 0 ill. а £ < 0 . Hasonlóan, ha ill. К vagy V+, akkor / ? £ > 0 
ill. Normáljuk а, ß-t <xß = —2-vel és válasszunk speciális koordinátarend-
szert: a = (l , 1 ,0 ,0) . /? = ( - 1 , 1 ,0 ,0) . Ekkor bármely £€K- ra 
— 0, azaz ^ э - ^ 0 ! . Tehát Hajtsuk végre a 
(/fp) 
0 - i 
i 0 
0 0 
о 0 
0 
0 
-1 
0 
0 
0 
0 
1 
ÍQl ( iá 
-Wh 
Qh -tel 
Ql -el 
Ml — л
3  
V Qh J 
(23> 
komplex Lorentz-transzformációt, akkor — Im (7lß)£ K+, tehát (Лд)£Т
п
, ahon-
nan (e,.)€ r „ . 
Ezzel a valós analiticitási pontokat Г„-Ьеп áttekintettük. Megjegyezzük, hogy 
nincs kizárva a T'„-n kívülre való analitikus folytathatóság, azonban valós regulari-
tási helyek T'„-n kívülre nem eshetnek. Egy valós pont akkor és csakis akkor esik 
„-be, ha 
Z W Of 
1 I 
о д - ^ о , 2 4 : > O , 
1 
(24) 
Ci — zr(i)~zP(í+i)> Tp „. 
Egy Az valós pont akkor és csakis akkor esik Tp-be, ha 
Z á(zP(í) -p(i+1)) -o, / . s o , 2 Д > o , (25) 
(25) (24)-ből következik. Tehát T'P Jost pontjai teljesen térszerűek, azaz akármelyik 
komponens akármelyiktől, (25) következtében térszerűen van elválasztva. 
Végezetül foglalkozzunk a permutált kiterjesztett csövek egyesítésébe való 
analitikus kiterjesztéssel. Első feladatunk a permutált kiterjesztett csövek kapcsola-
tát megvizsgálni. Legyen a T'„ = {C = (Ci, C„) = Л_1С'1C'ETj,} c s ő permutáltja 
+ P(J,J+1)rn = {( = \ ï f P { h j + 1)Tn}. T„-bői P(J,J+1)T„-be a 
a - t i = a h9*j-l,j,j+l 
C j - i - t j - i = Cj-i+Cj 
c ; - c ; = - c ; 
Cí+i — Cy+i = Cj'+i + C; 
(26) 
transzformációval jutunk el. С és С is (26)-tal vannak összekötve. A (26) transzfor-
máció hátterét jól 'látni, ha C'-t C ' = (z0 — z1, ..., Zj-i — Zj, z} — zJ+1, zi+l — zj + 2, ...) 
alakba írjuk és a Zj—-z j+1 cserét hajtjuk végre. Tp és Tp. ill. a kiteijesztett csövek 
közt ugyancsak (26) kapcsolat áll fenn. 
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А T'„ П P(JJ+1)rn-ben van egy valós környék (1. Függelék értelmében). Tekint-
sük ugyanis a 
valós pontot. Egyszerűen látható, hogy С Jost pont 7^-ben. De í a PUj + 1)T'„-nek 
is pontja, minthogy a 
Másrészt С kis valós környezete is a két cső közös részébe eső Jost pontokból áll. 
Ugyanez a tulajdonsága van meg T'F és T'P. közös részének is. 
Tudjuk, hogy w*p(z) ill. n*,p.(z) analitikusan folytatható T'P ill. T'P-be. A (17) 
definíció következtében a folytatások T'PC\T'P. Jost pontjaiban megegyeznek. (Ha 
z' = Az£TP, z^T'p valós, akkor z ' valós része térszerű.) így az „edge of wedge" 
tétel miatt TpUTp-ban közös analitikus folytatás létezik. Ily módon n'p p(z) ki-
terjeszthető az összes T'P egyesítésébe is. Tomozawa mutatta meg, hogy a kiterjesz-
tett csövek uniójába való kiterjesztés egyértelmű [7]. 
Könnyű látni, hogy ha egy függvény analitikus (J{Tp}-ben és az előző §-
okban megfogalmazott tulajdonságokat is kielégíti, (III., (20)), akkor kerületi 
értéke, mint mérsékelt disztribúció a Lorentz kovarianciát, a Wightman-függvények 
tartó tulajdonságát, és a lokális kommutativitás feltételét is kielégíti. A kiterjesz-
tett csövekben analitikus függvényekből tehát eljuthatunk a Wightman függvé-
nyekhez. Másrészt a 7)>-beli ív-függvényeket elég megadni T'P egy valós környékén, 
a komplex függvénytan szerint ebből már az egész Tp-ben is egyértelműen előállít-
ható tv. Mármost a Jost pontok valós környéket képeznek. Ezért jelentősek szá-
munkra. 
Ugyanis a Jost pontok imaginárius része 0, a valós rész pedig egy nyílt halmaz-
ban változik, hiszen ha s( kis szám, |е, |< 1, akkor (g,)-vel (ß , ( l +e,)) is Jost pont. 
Verifikálható, hogy a Jost pontok összefüggő halmazt alkotnak. 
На л ^ З , akkor a fentinél még erősebb állítás igaz. л S 3-ra már a közös idő-
komponenssel rendelkező valós (x 0 , . . . , x„) pontok is valós környéket képeznek 
T'„-ben, így elég itt megadni Щ.х0), 1F(x0xt), Wix^x^}, W(xQ, ..., .r3)-at, hogy 
az egész kiterjesztett csőben megszabjuk azokat. 
A most ismertetett analitikus kiterjesztések segítségével bizonyította Tomozawa 
1963-ban a lokális kommutativitás globális természetéről szóló tételt [8]. Ha az 
Ax(x), Bp(y) tenzor vagy spinor operátorokra teljesülnek az axiómák, de a loká-
lis kommutativitás helyett [Aa(x), Bß(y)]± = 0 a térszerű (,v— y) pontok összessé-
gének egy részhalmazában, akkor az előbbi egyenlet akármelyik (,v— y) térszerű 
távolságra is igaz. Tehát, pl. a távoli, térszerűen fekvő pontokra megkövetelt lokális 
kommutativitás közeli térszerűen elválasztott pontokra is igaz. 
További alkalmazásokat a következő részben tárgyalunk. 
C» = ( 0 , M , 0 ) h*j-\,j,j+l 
Cj-i = (a,b, 0,0) 
Cj = (0,0,e,0) 
Cj+i = C-a, 3,0,0) 
(27) 
(28) 
p 
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1. Függelék 
Többváltozós holomorf függvények [9j 
Jelöljük C"-nel az и-dimenziós komplex euklidesi teret. A (h'1; ..., w„)£C" 
pont egy környezetében definiált / k o m p l e x értékű függvényt ir = (ir1, ..., iv„)-ben 
holomorfnak nevezzük, ha van egy 
2 C"i - *n(Zl - Wl)kl ••• Wn)k" (1) 
k,...k„ = 0 
hatványsor, mely w valamilyen környezetében f-hez konvergál, w környezetén 
értjük a |z£ —Wj| < Rt (i— 1, . . . ,n) feltételekkel definiált ponthalmazt. 
Belátható, hogy ha (1) konvergál z-nél, akkor minden olyan £-ra, melyre 
\Cj — Wj\ S \Zj — Wj\—s (j= 1, ..., n), abszolút és egyenletesen konvergens. А с 
együtthatók / deriváltjaival azonosak. 
A holomorfitás eldöntésében Hartog-tételét használhatjuk: ha / (z ) minden 
Z; változóban holomorf, akkor az összes változóban (1) értelemben is holomorf 
és viszont. 
C" tartományain ( ü ) fogjuk érteni a C"-ben található nyílt összefüggő halmazo-
kat. Egy halmaz nyílt, ha akármelyik pontja körül van egy, a halmazba eső környe-
zet a fenti értelemben; és összefüggő, ha bármely két pontját a halmazban futó 
z(í), O ^ í S l folytonos görbével összeköthetjük. 
Többször használjuk az identitás tételt: ha az / j é s / , holomorf D c C ' - b e n és 
D valamelyik pontjának egy környezetében / i = / 2 , akkor a teljes D-n / = f , . E té-
tel élesebb formában is kimondható. 
C"-ben egy valós környéken értjük azon z pontok halmazát, melyre l m zx, ..., 
Im z„ minden pontra ugyanaz és a Re z 1 ; ..., Re z„-ek halmaza R" egy nyílt halmaza. 
Az identitás tétel fennáll, ha / i = / 2 - t csak D egy valós környékén követeljük 
meg. 
2. Függelék 
Konvolúció; 0'c és Ом terek [10] 
Ha f g í í f , akkor konvolúciójukon értjük az 
( f * g) (x) = J ' f ( x - Og(0 dC ( 1 ) 
függvényt, f^g^ST. A konvolúciót kiterjeszthetjük, g helyett disztribúcióra is. 
Ha f ^ y , S СУ*, akkor S*f jelentse ( S * / ) ( * ) = ( S ( y ) , f ( x - y ) ) és 
(S * / ) (h) = (SJ * h) f{x) = f i - x ) (2) 
лея. 
( 5 ^ / ) ( x ) - e t az S regularizációjának hívjuk. 
Legyen fd£f és azt akarjuk, hogy ( S(y), f i x + y)) £ У legyen. A meg-
felelő S-eket az 0'c с У* térben levőknek mondjuk. Pl. 1 6 У*, de 1 $ 0'c. exp ( i r f ) ç 
de nem eleme á^-nek. így az összes У-elem disztribúcióként 0'c-ben van. 
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Legyen S,T£SP*, f £ £ f . S*T-n értjük az 
( S * T , f ) = (T(x), (S(y)J(x+y))) (3) 
disztribúciót. Ha (S(y),f(x+y))£9> azaz S£0'c, akkor S*T£SP*. Az S£0'c az 
S^f££P-sel ekvivalens, S£6?*, f£SP. S%f egy akárhányszor deriválható függ-
vény. 
Legyen T££d*, milyen / függvényekre lesz fT££f*2 
Világos, hogy ha q> £ У, akkor a feltétel f(p £ S f . Az ilyen /-eк egy 0M függvény-
osztályt képeznek. Nyilván SfcOM. Pl. l£0M,l$SR. Fennáll: ha f£0M, akkor 
í/(.\')| S Mt(l +x2)'. На/Т£У*, akkor a deriváltja is, innen ШАт^Р*. Tehát 
VOX,7 
ha f£0M, akkor \Dpf{x)\ ^\Pp(x)\, P-ve 1 x egy polinomját jelöltük. 
Ha f£SP, S£íf*, akkor S^f£0M. Ez S£0'c-re triviális, azonban általánosan 
is belátható, hogy S^f polinommal majorálható. (Pl. S szerkezetébó'l.) 
Ha f £ S f , T££f *=rfT£0'c (0'c definíciójából). 
A Fourier transzformáció a konvolúciót szorzatba viszi, az 0'c minden elemét 
egy 0M-beli függvénybe viszi. Ugyanis 
w (S * / ) ] ( A ) = ( S * f ) ( f h ) = (5, /* = 
=(S, = {SFS, (3Pf)h) = (4) 
= (tFf)(áFS, h), f,h£<? 
A jobboldal Oj-ben van, Fourier transzformáltja, S ^ f £ 0 M . 
' Ha f £ Z f , Т£У*, akkor P ( f T ) = (&rf)*(&rT). 
3. Függelék 
Mérsékelt disztribúciók Laplace-transzformáltja 
A következőkben ,jFf(x)-<tx\ / exp ( — ixy)f{y)-t értjük (2лх->-х!). 
Tekintsük azt a T disztribúciót, amelyre e~íxT£Sf*. Ez néhány í£R"-re elő-
fordulhat. Pl. ha n= \ és 
r = (1) 
l o x < 0 ' { > 
akkor a megengedett £-k l + Ç S 0-t elégítik ki. Pl. Г = 1 € . ^ * - г а nincs de 
Г = 1 £ @ * - г а igen. 
Tétel: Legyen T£S>* és Г
т
 azon £-k halmaza, melyekre е~^ х Т£У*. Г
г
 kon-
vex halmaz. Ugyanis, ha £}£Г
Т
, akkor minden £ = + 0É1 , 0 < í < l , -
gyel képzett e~(xT is £ SP*. Ez világos, minthogy az 
а ( х , 0 = е-х*1е-х*0+е~х*1 (2) 
függvény 0M-ben van és az 
e-^T = a{x, Oe~xS°T+a(x, £)e~xflT (3) 
jobboldala 5^*-ban van. 
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Jelöljük Г
г
 belsejét Tj-lal. Г" egy konvex nyílt halmaz. Az előbbi bizonyítás-
hoz hasonlóan látható be, hogy ha £ а П, tetszés szerinti К kompakt részhalmazá-
ban van, e~ixT£Oc, sőt a £ -+e~ i x T függvény akárhányszor deriválható £ szerint. 
A Td2>* disztribúció Laplace transzformáltján értjük az 
J?(T) = UrT (4) 
disztribúciót. Ha T egy függvény, akkor 
(&(Т)(п),т) = Imein j'T(x)e-^+"»dx. (5) 
Az előzőkből láthatóan, ha £еКсГ°
т
, akkor i f ( Г ) € О
м
, vagyis SP(T) = 
= G(£,n) az rç-ban akárhányszor deriválható és 
+ iD. — P M - (6) 
A Pk(n) polinom JCval változik. C a ( szerint is akárhányszor deriválható. 
Jelöljön Г egy konvex nyílt halmazt J?"-ben, és jelölje SP*(T) azoknak a T 
disztribúcióknak a terét, melyekre e~ixT^£P* minden га. На Td£P*(F), 
akkor е~*хТеО'
с
. FP(T)-1 (4)-gyel értelmezzük. 
Tétel: На Т££Р*(Г), akkor SC(T) a p= ( p j ) = (Çj + inj) változó holomorf 
függvénye а Г + iR" csőben és ha £ kompakt részhalmazban változik, akkor (6) 
áll fenn. 
Csak a holomorfitást kell belátni. Ez £P(T) p-beli folytonosságból és pj-ben 
fennálló holomorfitásából következik. Az utóbbi azért igaz, mert 
A i f =(T(k\-ke~+'">) = - i - - F£. (7) 
oçj с nj 
Nem nehéz látni a fordított tételt sem : Ha F(p) holomorf а Г + iR" csőben és 
minden Aie Г kompakt részhalmazra kielégíti (6)-ot, akkor létezik egy diszt-
ribúció úgy, hogy e~ixT(iSP* minden ££Г-га és £P(T)= F(p). 
Még az alábbi tételeket használtuk ki [11]: 
1. Tegyük fel e~^T(j>)Ç.SP*. Ha T tartója az ap>A féltérben 
van, akkor Г az összes Ç + ta típusú pontot tartalmazza, £ € Г , i ê 0 . 
n 
2. Az előbbi jelölések mellett legyen ç,p = é s Г a 6 V+ kúp (7= 1, ...,/?). 
_ J = 1 
Tegyük fel, T tartója а V
 + , akkor minden ^ÇT-ra van oly P. polinom, hogy 
I&(T)(Ç+a + in): \P((a + in) (8) 
minden aÇ/ '-ra. Megfordítva, ha Г holomorf a Г + iR" csőben (ГаК+ kúp) és 
minden {ÇT-ra kielégíti (8)-at, akkor F egy Г-ban levő tartójú disztribúció Laplace 
transzformáltja. 
3. Ha T££P* és £Р(Т) minden £€T-ra létezik akkor 
lim / > ( Г ) (Ç + i n ) f W n = T , f ) . ( 9 ) ' 
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Megfordítva, ha ü?(F) konvergál V+ 0-ra Sf*(r\)-ban, akkor £f(T) egy mér-
sékelt disztribúció Laplace-transzformáltja. 
4. Legyen T, е " р { Г£ í £ F - r a ( 0 £ V+). Akkor Г minden К kompakt rész-
halmazához van oly Pk(t]) polinom és r egész, hogy 
\#(T)(ti; + in)\ ^ 0 < í < 1 (10) 
minden t]-ra és ££F-ra . Megfordítva, ha F holomorf a Г + iR" csőben és kielégíti 
<10)-et, akkor F=£f(T) és Г £ ^ * . 
4. Függelék 
Az „ék széle"-tétel 
Eredetileg Painlevé bizonyította egy komplex változóra és folytonos kerületi 
értékekre. A diszperziós relációk kapcsán Bremmermann, Oehme és Taylor, majd 
pedig Dyson mondta ki igen általános formában [12]. Nem ellentétes kúpokra 
Epstein bizonyította [13]. 
E tételnek a diszperziós relációk elméletében az a jelentősége, hogy kissé szé-
lesebb holomorfitási tartományt enged meg a szokásosnál. 
Painlevé tétele: Tegyük fel I. j\{f2) a felső (alsó) félsík egy nyílt Dk (D2) tarto-
mányában holomorf, 2. Dk és D2 kerülete tartalmazza az a < x < ú inter-
vallumot, 3. /I(X + Í>) ( f 2 ( x — iy)) határértéke fk(x) (f2(x)), Ű < Л<b-re folytonosan 
léiezik és 4. / i ( x ) = / 2 ( x ) ű < x - = ú - r e . Ekkor / i ( x ) és f2(x) a < x < ú - n holomorf; 
és ugyanaz a holomorf függvény. 
Painlevé tétele többváltozós komplex függvényekre is átvihető, sőt disztri-
bució kerületi értékekre is megfogalmazható. 
Jelölje Rn (R„) az előre (hátra) csövet. Ç £ Rn (Rn), ha ImÇj £ V+ (V-);j=l,..., n. 
Tétel: Legyen F ( 0 ill. 6 ( 0 analitikus R„ ill. R„-ban. Valós ^-re disztribúcióként 
létezzen 
Lim F ( 0 = F ( 0 (1) 
Lim G(í) - 6 ( 0 
és £ = 0 •••>") nagyságú valós környezetében legyen F ( 0 = G(0-
с 
Ekkor F ( 0 és 6 ( 0 egyetlen analitikus # ( 0 függvény, mely analitikus £ = 0 komplex 
(j=l,...,ri) környezetében, valamint R„ és R„-ban. R„-ben H=F, 
Í„-ban H=G. 
Ezt a tételt Epstein nem ellentétes kúp konfigurációkra is bebizonyította. 
Esetében a közös függvény holomorf az origó egy komplex környezetének és az 
egyesített kúpok konvex lezárásának közös részében. 
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DISZLOKÁCIÓK KONTINUUM ELMÉLETE III.* 
STACIONÁRIUS DISZLOKÁCIÓK 
KOVÁCS ISTVÁN és CHATEL PÉTER 
ELTE, Kísérleti Fizikai Tanszék 
1. Bevezetés 
Cikksorozatunk I. részében [1] kvalitatív képet adtunk a kristályos anyagok 
képlékeny viselkedéséért felelős diszlokációk geometriai és mechanikai tulajdon-
ságairól. Az I. rész 4. §-ában olyan modellt írtunk le, amely rugalmas kontinuum-
ban is értelmezhetővé teszi a diszlokáció fogalmát. Ahhoz, hogy e modell alapján 
eljuthassunk a diszlokációk matematikai leírásához, a rugalmas kontinuum alap-
egyenleteit kell erre az esetre megoldanunk. A II. részben [2] az ehhez szükséges 
ismereteket foglaltuk össze, és az 5. §-ban megadtuk a rugalmas, izotróp kontinuum 
alapegyenleteinek általános megoldását. 
Jelen dolgozatban az említett eredményeket alkalmazzuk az I. részben leírt 
modellre, és levezetünk néhány általános formulát a diszlokációk elmozdulás-
és feszültségterére, valamint energiájára vonatkozóan. Meghatározzuk diszlokáció 
hurkok vonalmenti feszültségét, amelynek értelmezéséhez az irodalomban eddig 
nem ismert úton jutunk el. Végül a kapott általános eredmények néhány alkalmazá-
sát mutatjuk be. 
2. Diszlokációk elmozdulás- és feszültségtere 
Az I. rész 4. §-ában adott definíció alapján tetszőleges zárt görbe mentén elő-
állíthatunk diszlokációt oly módon, hogy az anyagot felvágjuk valamely kiszemelt 
görbe által határolt felület mentén, és a felület negatív normálisú oldalát ó-vel 
(a Burgers-vektorral) elmozdítjuk a pozitív 
normálisúhoz képest. (A felület normálisát 
úgy definiáljuk, hogy a görbe körüljárása a 
normális irányából nézve pozitív legyen, ld. 
1. ábra). Miután az így keletkezett üregeket 
kitöltöttük, ill. átfedéseket megszüntettük, 
az anyagot a vágási felület mentén újra 
összehegesztjük. Ezen utolsó művelet után a 
diszlokációt — a vonal közvetlen környezetét 
kivéve — mindenütt „ jó anyag" veszi körül, 
ezért azt várjuk, hogy az ily módon létreho- | 
zott diszlokáció tulajdonságai függetlenek a 
vágási felület választásától. A következőkben 
ezt a sejtést matematikai úton igazolni fogjuk :
 L á b r a : z á r t g ö r b e m e n t é n f e k v ö 
levezetjük az ún. Burgers-formulát [3] (2.1 §) diszlokáció létrehozása 
* Érkezet t 1965. V. 14. 
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és a Peach—Koehler-formulát [4] (2.2 §). Az előbbi a diszlokáció körül kialakuló 
elmozdulásokat, az utóbbi pedig a feszültségeket adja meg a diszlokáció-vonalra 
vett vonalmenti integrálok formájában. Ezek a vonalintegrálok nem tartalmaznak 
a vágási felületre vonatkozó paramétereket, ezért valóban igazolják, hogy a disz-
lokációk tulajdonságai csak a Burgers-vektortól és a görbe alakjától függenek. 
2.1. A Burgers-formula 
Térfogati erők hatásától mentes, ő felületekkel határolt rugalmas kontinuum 
elmozdulásterét a II. (46) formula írja le: 
UjO) = ф [amk(7')UJm(7- г') +и1(7')СШт UJlnJ(r-'?')]dSk. (1) 
s 
Itt az r ' pont bejárja az összes zárt felületet, amelyek a testet határolják, vagyis 
a test külső határfelületét és a testben esetleg jelenlevő üregek felületét. a m k (T ' ) az 
ezen felületeken alkalmazott külső feszültségeket, u f T ' ) pedig a felületeken a külső 
kényszer által előidézett elmozdulásokat adja meg. UJm(r ) a rugalmas kontinuum 
alapegyenleteinek Green-függvény tenzora, amely a II. (41) egyenletnek tesz eleget. 
Az (1) képlet segítségével meghatározzuk végtelen rugalmas közegbe ágyazott 
zárt diszlokáció-hurok elmozdulásterét. Mivel a képlet csak olyan tartományokat 
ír le, amelyekben az elmozdulás folytonos és egyértékü függvénye a helynek, ki 
kell rekesztenünk az S vágási felületet egy S0 zárt felülettel. Határesetben ez a zárt 
felület mindkét oldalról végtelen pontosan megközelítheti az S vágási felületet, és 
az S0 felületre vett integrál — a normálisvektorok ellentétes irányítottsága miatt 
— két S felületre vett integrál különbségébe megy át, amelyekben az integrandusok 
a megfelelő oldalról vett határértékek. A Green-függvény és a feszültségek folyto-
nosak a felületen, az lr(T) elmozdulásvektor ugrása pedig éppen a b Burgers-vek-
torral egyenlő, tehát 
u f f ) = lim < j ) [ o m k ( f ' ) U j j f - T ) + ufT)Ctk4mUjmJ(7-f')~\dS'k = 
So-SSo 
= bJclklmUjm<l(T~-p')dSf (2) 
s 
A továbbiakban izotróp testek leírására szorítkozunk, ezért a rugalmas állandók 
II. (16) kifejezését és az Ujm Green-függvény tenzor II. (43) alakját helyettesítjük 
(2)-be : 
UjÇr) = bij [tôtkô,„ + ц(0п0ктА-ôimôkï)~\(ARjlm + BRMlôjm)dSÎ = 
s 
= /
Л
 f[AAŐikR ,kkj + 2Af iR t j ik + B/.ôin R kkJ + В/л(őjkRikki + btjR nnk)]dSk. (3) 
s 
Itt R a vizsgált r helyvektorú pont és az integrálásnál a felületet befutó ~r ' pont 
közti távolság: R = Y(r, — r, ')(r ; — r/). Ha(3)-ba behelyettesítjük az A és В állandók 
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értékét, a következő alakra jutunk: 
UjO) R
 n„kdSÍ + I (R nnidS'j - R. mjdSl)-
s s 
- ~ b, J (RJlmdS- Rj„„ds;). (4) 
s 
Célunk az, hogy Uj(r)-1 vonalintegrálok formájában fejezzük ki. Ezt a Stokes-tétel 
segítségével érjük el, amelyet a következő általános alakban használunk fel: 
j>Tdlk= J EtjkTtjdSh (5) 
G S 
ahol T tetszőleges indexű tenzorfüggvény. A baloldali integrált az 5 felületet hatá-
roló zárt G görbe mentén kell képezni. Szorozzuk meg az (5) egyenlet mindkét 
oldalát eUm-mel és a jobboldalon álló szorzatot bontsuk Kronecker-delták szorza-
taira a II. (1) képlet alapján: 
j)eklmTdlk = J' e,jkeUmTjdS, = f(ôilôJm-ôimôJl)TjdSt= / (Г, KdS,-T.,dSJ. (6) 
G S S S 
Ez lényegében a Green-tétel általános alakja, amelynek segítségével a (4) egyenlet 
jobboldalán álló második és harmadik integrál T-*biR,nn illetve Г — m e g -
feleltetéssel vonalintegrállá alakítható. Figyelembe kell venni, hogy az integrálás 
a vesszős koordináták szerint történik és ezért a (6)-ban szereplő deriválásokat 
azok szerint kell elvégezni. Mivel az integrandusok (r ; — r / ) függvényei, a végered-
ményt átírhatjuk a vesszőtlen koordináták szerinti deriváltakra: 
UjCr) = ^J R,„„kdSÍ+^éf>ekijR.nndlí j)ekinRJndlí. (7) 
S C , G 
Mint látni fogjuk (2.2. §), a jobboldal első tagja is átalakítható vonalmenti integ-
rállá, de közvetlenül is megmutatható, hogy értéke független az adott G görbére 
fektetett S felület alakjától. Az R „nk derivált ugyanis a következőképpen alakítható 
át : 
*mkdsí = = _ 2 * | í = _ 2 í / f i i ( 8 ) 
ahol nk a vizsgált 7 pontból a dS felületelem felé mutató egységvektor k-adik kom-
ponense, dQ pedig az elemi térszög, amelyben a dS felületelemet az 7 pontból látjuk. 
(8) szerint a (7) jobboldalán álló első integrál értéke arányos az ü térszöggel, amelyet 
az 7 pontban az 5 felület kitölt — ez valóban független az S felület alakjától, és csak 
a G határgörbére jellemző adat. Ha ezt figyelembe vesszük és a másik két integrálba 
is behelyettesítjük R deriváltjainak megfelelő értékeket, továbbá a permutációs 
tenzorokkal kijelölt vektoriális szorzatokat átírjuk vektor-jelölésmódba, végleges 
2 Fizikai Fo lyó i ra t XIV/1 
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alakjában áll előttünk a Burgers-fornuila : 
G G 
Képezzük ennek alapján az elmozdulásvektor integrálját egy olyan С zárt 
görbére, amely átfogja a G diszlokáció-görbét (1. 1. ábra). A (9) kifejezés utolsó két 
tagja a G görbe pontjaitól eltekintve mindenütt egyértékü, folytonos függvénye a 
helynek, ezért körintegráljuk eltűnik, tehát 
(10> 
с с 
Figyelembe véve, hogy az ábra szerinti körüljárásnál фЛ2 = — 4л, (10)jobboldala 
с 
éppen a Burgers-vektort adja : 
( f ) d u = b . ( I I ) 
с 
Eredményünk a Burgers-vektor és a Burgers-kör fogalmának általánosítása 
rugalmas kontinuumra (Id. I. 2.1. §). Az eredeti definíció ezeket a fogalmakat csak 
kristályrácsban értelmezte, (11) alapján viszont azt mondhatjuk, hogy bármely, 
a kontinuumban felvett zárt С görbe b Burgers-vektorú diszlokációt fog körül, 
ha a körintegrál értéke b. На а С görbére fektetett felületen nem halad át diszlo-
káció, a körintegrál értéke nyilván zérus, mert If akkor mindenütt egyértékü, foly-
tonos függvénye a helynek. A fenti definíció nem alkalmazható, ha а С görbét úgy 
választjuk, hogy áthalad az anyag olyan tartományán, ahol az elmozdulásvektor 
nincs értelmezve (a diszlokáció centrumán). Mint látni fogjuk, kiépíthető a kon-
tinuumehnéletnek egy általánosabb formája, amelyben ez a probléma elkerülhető. 
2.2. A Peach—KoeMer-formula 
A Burgers-formula alapján Peach és Koehler [4] nyomán eljuthatunk a disz-
lokációhurok környezetében fellépő feszültségek vonalintegrál formájában történő 
előállításához. Ennek érdekében a következőképpen fogunk eljárni: a (7) egyenlet 
mindkét oldalát deriválva előállítjuk az s t J = + u j t i) deformációs tenzort, 
majd ebből az izotróp testekre vonatkozó II. (17) összefüggést felhasználva a a tj, 
feszültségtenzort is megkapjuk. 
Deriváljuk a (7) egyenlet jobboldalának első tagját, és alkalmazzuk rá a Green-
tétel (6) alakját a T—R,„nk megfeleltetéssel: 
^ jR,nnki dSk = — kuR.nnkdl'i + g^y R,nnkkdSl. 
S G S 
Itt figyelembe vettük, hogy a deriválásnál a vesszős és vesszőtlen változók felcseré-
lése (— l)-gyel való szorzást jelent. A jobboldal második tagja az R,nnkk = — 8n-S(R)< 
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azonosság figyelembevételével elhagyható, mert az integrál értéke csak a diszloká-
cióvonalon különbözik zérustól, ott pedig már említett okokból nem alkalmaz-
hatjuk a rugalmas kontinuum alapegyenleteit, tehát a belőlük levezetendő Peach— 
A 
Koehler-formulát sem. Bevezetve II. (18) alapján a v =
 ( Poisson-féle szá-
2{Á + Ц) 
mot az Uji derivált a következő alakban írható: 
UJ,I = g - § ( - E k i i b j R , m k d l í +ZKIJBIR,N„ICU'K — T-L ekinbiRJnldlí). 
G 
Ebből a deformációs tenzor: 
Ф {I tSkiJ^biR-l~bl R->> + е"»(b< R.J-bJR.)].« - j '
 y skin
biR,,„;} dlí. 8тг 
G 
A biR!m-bmRti = bsRr(ôisômr~ômsôir) = bsRretimsssr átalakítással a szögletes 
zárójelben leírt tagok a 
bsR,r(EtilEtsr£kij + EtijEtsrEkil) = bsR,rElsr(stilSkij + E f i f i k i l ) 
= bsR, retsr (23,к0и - ôtjôlk - ôtlôjk) = 
= bsR, r (2eksrô,j - £Jsrôlk - slsrőJk) 
rövidebb alakra hozhatók. Ezzel a deformációs tenzor: 
IL = ^ Ф BS RPP J SKSR Ô,J - - - EJSR —Y ELSR <5J - | 2 V EKINBIR, 
G 
Inj dlí. (12) 
A feszültségtenzor számításához szükség van az eH összeg, a térfogati dilatáció 
kifejezésére : 
E
n = ф^Д.грр
 E
ksrdl'k-BlsrdllekinbiR! u„dlk j • 
G 
Az összegező indexek átjelölésével és összevonással nyerjük: 
_ bs 1 — 2v 
• j)RrPPdlí (13) 
11. (17) értelmében (12) 2/;-szörösét és (13) A<5J(-szeresét összeadva kapjuk a feszült-
ségtenzor keresett alakját: 
a j , = ^ R,rpp(Esrjdlí + Ssridlj) + j 4 v Bksr(R,rij - bijR,rpp)dlí } . ( 1 4 ) 
G 
Ez a Peach—Koehler-formula. A Burgers-formulához hasonlóan jelentősége abban 
áll, hogy nem tartalmaz a diszlokáció konstrukciójánál látszólag nagy szerepet ját-
szó vágási felületre jellemző egyetlen paramétert sem. 
2* 
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3. Diszlokációk energiája 
A diszlokációk elmozdulás- és feszültségterének ismeretében meghatározhat-
juk a diszlokációk környezetében felhalmozott rugalmas potenciális energiát. Ezt 
nevezzük a diszlokáció sajátenergiájának. 
A II. rész 4. §-ában tárgyaltuk a deformált testekben felhalmozott energiát. 
Megmutattuk, hogy ha a térfogati erők hatása elhanyagolható a deformációs energia 
felületi integrál formájában adható meg (II. 30): 
P = ^ o j l u j d S l . (15) 
Az (1) integrálhoz hasonlóan az integrálást a testet határoló összes felületre kell 
végezni. Végtelen kiterjedésű izotróp közegbe ágyazott diszlokáció-hurok energiá-
jának meghatározásánál a Burgers-formula levezetésénél alkalmazott gondolat-
menetet követve a következőképpen alakítjuk át a zárt felületre vett integrált: 
Es = j Hm (j) aj, uj dS, = ~ b j j an dsi • (16) 
So S 
A (16) kifejezés (2)-höz hasonlóan látszólag függ az S vágási felület választásától. 
A (14) Peach—Koehler-formulában adott feszültségek felhasználásával (16)-ot 
kettős vonalintegrállá alakítjuk át, és ezzel megmutatjuk, hogy ez a függés valóban 
csak látszólagos. 
Alakítsuk át (14) második tagjában skrs szorzóját a következőképpen: 
Я , r l j — b , j R r p p = R,rmn(bimÔjn—ÔljÔmn) = 
R.rmrfiijmfiinl • 
Ezt felhasználva helyettesítsük (14)-et (16)-ba: 
f , _ pbsb 
j / ' o 8л 
S G 
~ R.rpp (eSrj dli + esrl dl'j ) + — 
bksr ijm inl , rrnn dlk 
dS,. 
A jobboldal első tagja eltűnik, mert £jrsbsbj a —{bxb) vektorszorzat r-ik kompo-
nense; a második tag T-*Rpp, a harmadik pedig T-^R rm megfeleltetéssel az (5) 
Stokes-tétel segítségével vonalintegrállá alakítható: 
Es = ^ ' ( f ) ( f ){- jRppdlsdl'j + £ksreijm R.rmdli dl'k | . (17) 
G G 
Ezen általános energiaformula segítségével megmutatható, hogy síkgörbe mentén 
fekvő diszlokáció esetén, ha a Burgers-vektort egy a görbe síkjára merőleges b-1-
és egy abban fekvő ő" komponensre bontjuk fel, akkor a teljes sajátenergiát 
E , = + (18) 
adja meg, ahol E f és Ej' az ugyanazon görbe mentén fekvő bA illetve ftll Burgers-
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vektorú diszlokációk sajátenergiája. A bizonyításhoz írjuk a b = b^ + b\I felbontást 
(17)-be: 
E, = 
ФТ+К)(Ь, + M ) 
871 H - 2 R dls dl i 1 1 - V 8krsEijm E.rmdlidlk 
= E : -E2 + 
ybjb) 
4 я # ~2 E.ppdlsdlj + j v 8krs8ijm R, rm dli dl к 
Itt a második lépésben kihasználtuk, hogy a szögletes zárójelben levő tenzor 5-ben 
és y-ben szimmetrikus. Válasszuk a koordinátarendszerünk z tengelyét a diszlokáció 
síkjára merőlegesen, az .v-tengelyt pedig a A'1 komponenssel párhuzamosan. Ekkor 
A^ = (0, 0 , A^ ) , 
a" = (Ali, о, 0), 
dl = (dlx dl2, 0). 
Ezek alapján egyszerűen belátható, hogy a sajátenergia legutolsó kifejezésében fel-
lépő integrál eltűnik. Ugyanis az első tagban bj~dls = 0, másodikban pedig a per-
mutációs tenzorok y = l és / = 1 , 2 miatt csak akkor nem tűnnek el, ha m = 3; r = 1,2. 
Mivel az ezen indexekhez tartozó R
 13 és R 23 egyaránt (z —z')-vel arányos, a z = 0 
síkban az integrandusnak ez a tagja is eltűnik. Ezt az eredményünket felhasznál-
juk köralakú diszlokációhurok energiájának számítására. 
3.1. Köralakú csúszási hurok energiája 
Csúszási huroknak (slip loop) olyan diszlokációhurkot nevezünk, amely a 
Burgers-vektort tartalmazó síkban fekszik. 
Legyen a görbe síkja a z = 0 sík és mutasson a Burgers-vektor az x-tengely 
irányába. Ekkor a (17) kiszámításához szükséges vektorok a 2. ábra alapján: 
b = (b, 0,0), 
di = (dx, dy, 0) = (cos », sin », 0)•<//, (19) 
ahol У az érintővektornak a Burgers-vektorral bezárt szöge. Ebből tetszőleges alakú 
csúszási hurok sajátenergiája: 
' (20) 
^ £É\dxdx' 1 dydy'X 
= 8тГ J T { R 1 — v R J ' 
Az utolsó lépésben felhasználtuk az R
 pp = +2/R és i? 33(z = 0 )= 1/R azonossá-
gokat. A dl ívelemhez tartozó dx, dy megváltozások (19) előállítását felhasználva 
eredményünket olyan alakra hozhatjuk, amelyből értelmezhető az egységnyi hosz-
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szú ívelem E energiája; 
Az egységnyi hosszúságú ívelem energiájának ez a kifejezése azonban nem szár-
maztatható egyértelműen (21)-ből, mert az teljesül akkor is, ha egy tetszó'leges 
differenciálható ф függvény gradiensének és az érintó'irányú egységvektornak a 
skalárszorzatát E'-höz hozzáadjuk. Ennek a határozatlanságnak nyilván az az oka, 
hogy végtelen közegben véges diszlokációszakasz nem létezhet, tehát értelmetlen 
feladat egy ilyen szakasz feszültségterét és az abban felhalmozott energiát keresni. 
Nem lehetséges tehát általánosságban a „vonalegység energiáját" megadni mint 
az ívelem és a Burgers-vektor által bezárt szög függvényét. Ez leolvasható (22) 
alakjából is: E ' a görbe egyenletének funkcionáljaként adott. Bizonyos esetekben 
— például egyenes diszlokációnál — azonban a görbe szimmetriatulajdonságai 
alapján egyértelműen definiálható a vonalegységre vonatkoztatott energia, ezért 
lehet az egységnyi hosszúságú él- vagy csavardiszlokáció energiájáról beszélni. A kö-
vetkezőkben általában is használni fogjuk a vonalegység energiája kifejezést, azon-
ban fizikai tartalmát illetően a fentieket mindig szem előtt kell tartanunk. 
Számítsuk ki r sugarú köralakú diszlokáció esetében a (22) által definiált E ' 
mennyiséget. A 3. ábra alapján az integrálban szereplő mennyiségeket a következő-
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képpen írhatjuk át polárkoordinátákba : 
R2 = r2+r'i_2rr' cos (a—ß) 
x ' = r c osa ; j ' = r s i n a ; 
dx' = — r si na da. ; dy' = r cosa da. 
На elvégezzük még az a—ß = n — 2(p [cos (a — ß) = 2 sin2 (p — 1], valamint a 
A2 = 4rr'/(r + r') helyettesítéseket, továbbá kihasználjuk, hogy sin2 cp 7r-ben peri-
3. ábra: Kör alakú diszlokáció hurok számításához 
odikus függvény, akkor a következő kifejezésekre jutunk : 
л/2 
Г dx 4r sin ß (' (2 sin2 œ — 1 ) da 4r sin ß 
j 7 = " 7 + 7 , / 7 г = (23 ) 
0 
л / 2 
£ dy' 4r cos ß Г (2 sin2 w — 1 ) der 4r cos ß 
Ф у
 =
 J n-kHin^ = ( m m - W - n (24) 
0 
ahol К és E az első- ill. másodfajú elliptikus integrált jelenti. Az integrandus szin-
gularitása miatt az integrálást természetesen nem végezhetjük pontosan a diszlo-
kációvonal mentén, a diszlokáció centrumában a Peach—Koehler-formula, amely-
ből energia-formulánkat származtattuk, egyébként sem alkalmazható. Ezért a 
vesszős koordináták szerinti integrálást egy a diszlokáció-üreg felületén haladó 
r'<r sugarú körre végezzük. Az elliptikus integrálok tulajdonságai alapján meg-
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mutatható, hogy ha r' = r — r0, ahol /-„«r a diszlokáció-üreg sugara, akkor 
я / 2 
2 sin2 <p— 1 1 8r 4л Г 
v + p j 
Felhasználva még, hogy 
sin ß = — cos 9 és cos ß = sin 9 
a köralakú csúszási hurok egységnyi hosszúságú ívelemének energiája a következő 
alakú: 
Érdemes megjegyezni, hogy E ' szögfüggésére ugyanezt az eredményt kapnánk, ha 
minden dl ívelemet dl cos 3 hosszúságú csavar- és r//-sin 9 hosszúságú éldiszlokáció 
eredőjének tekintenénk. 
A (25) energiát integrálva a körre, megkapjuk a diszlokációhurok teljes saját-
energiáját: 
H i n — - 2 1 . (26) 
Eredményünk megegyezik az irodalomban ismert és más úton levezetett ki-
fejezésekkel [5, 6, 7]. 
3.2. Prizmatikus hurok 
Prizmatikus huroknak (prizmatic loop) a Burgers-vektorra merőleges síkban 
fekvő diszlokációhurkot nevezzük. Ha tehát a görbe síkja az (лу) sík, a Burgers-
vektor: 
b= (0, 0. b). 
(17) alapján a teljes sajátenergia: 
/;/r 
УУ xxdydy'-R
 yydxdx'-R xydxdy'-Ryxdydx'). 
Figyelembe véve, hogy R
 xx+Ryy = 1/7?, ez a következőképpen alakítható át : 
8я(1 — v) JJ 
E - 0? 
8я(1 
д_ 
ду 
( ф л . Ж \dy 
\§R.y<w] dy 
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Az utóbbi két integrál értéke zérus, mert teljes differenciálok zárt görbe mentén 
képzett vonalintegráljai, így a sajátenergia és az abból az eló'bbihez hasonló módon 
származtatható hosszegységre vonatkoztatott energia: 
E, = ^ d M 51 
\dxdx' dy dy' | 
8я(1 — v) J I j П R + R 1 (27) 
E
 8тг(1 — V 
Az itt szereplő elliptikus integrálok azonosak a (21) és (22) egyenletekben szerep-
lőkkel, így az r sugarú köralakú prizmatikus diszlokáció esetére (23), (24) és (25) 
alapján £" és Es a következőképpen adható meg: 
E' = — -т-^гг-—с (in — — 2) , (29) 
4л(1 — v) ( г, 
•in 
( з о ) 
ь 
Eredményünk szerint a vonalegység energiája független а У szögtől, ami prizmati-
kus diszlokációnál várható is, hiszen a diszlokáció síkjában nincs kitüntetett irány. 
Felhasználva a síkgörbékre kapott (18) általános kifejezést tetszőleges (bx,by,b.) 
Burgers-vektorú köralakú diszlokáció-gyűrű sajátenergiáját megadhatjuk (26) és 
(30) alapján: 
b 
E s
 2 ( 1 - v ) 
4. Diszlokációkra ható erő 
Az I. rész 5.1. §-ában foglalkoztunk a diszlokációra ható erő fogalmával. 
Ezen erő meghatározásánál a diszlokáció elmozdulása során végzett munkából 
indulunk ki. A folyamatban a külső feszültségek a diszlokáció feszültségterével 
szemben végeznek munkát, tehát a külső feszültségek és a diszlokáció feszültség-
terének kölcsönhatási energiáját megváltoztatják. А II. rész 4.2. §-ában meghatá-
roztuk két független deformáció kölcsönhatási energiáját (II. (32)): 
Ek = j'afksidV. (31) 
V 
Ha itt e/í-val a diszlokáció által okozott deformációk tenzorát, стЦ-vel pedig а <т-£' 
külső feszültségeket azonosítjuk, a (31) kifejezés II. (28)-hoz hasonlóan felületi 
integrállá alakítható: 
Ek = <|>oH>u,dSk. 
S'o 
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На az S0 felülettel mindkét oldalról végtelen pontosan megközelítjük az S vágási 
felületet, a Burgers-formula levezetésénél alkalmazott gondolatmenettel írhatjuk: 
Ek = lim (fe-jkk>u,dSk = b,J'a^dSk. (32) 
s
o~>s s„ s 
Ezen eredményünk segítségével meghatározzuk a dl diszlokációszakasz ú.v-szel 
való elmozdítása során végzett munkát, és ezt Fs-őxs skalárszorzat alakjába írva 
megkeressük az Fs erőkomponenseket. A (32) képlet szerint, amíg az elmozdulás 
olyan kicsiny, hogy eközben a diszlokációvonal által súrolt területen a\k' állandó-
nak tekinthető, a kölcsönhatási energia megváltozása arányos a felület megválto-
zásával. A dl szakasz őx elmozdulásával járó felületváltozást a két vektor vekto-
riális szorzataként írhatjuk fel: 
SEk = blaß) ekrsdlrôxs = Fs öxs. 
Tetszőleges Őxs elmozdulásokra ez az egyenlőség csak akkor teljesülhet, ha a dl 
diszlokációszakaszra ható erő 
dFs = tt^b^dl,. (33) 
Eredményünket vektori írásmóddal következőképpen írhatjuk [4]: 
dF = О fk)-b)Xdl\ 
5. Diszlokációhurok egyensúlyi alakja 
Eddigi meggondolásaink során hallgatólagosan stacionárius diszlokációkat tár-
gyaltunk, és nem foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy mi stabilizálja az adott 
görbe mentén fekvő diszlokációt. A 2. §-ban leírt módon tetszőleges görbe mentén 
létrehozhatunk diszlokációt; a Burgers- és a Peach—Koehler-formula bármilyen 
diszlokációvonal körül kialakuló elmozdulás- és feszültségteret megadja. Az 1. 
rész 3. §-ában láttuk azonban, hogy a diszlokációk mozgásra képesek, tehát adott 
külső feszültség esetén nyilván az energetikailag legkedvezőbb görbe alakot ve-
szik fel. Foglalkoznunk kell tehát azzal a kérdéssel, hogy mi tünteti ki az energe-
tikailag legkedvezőbb görbét, és milyen erők kiegyenlítődése hozza létre az egyen-
súlyt. 
5.1. Az egyensúlyi feltétel 
Feladatunkat variációs módszerrel oldjuk meg. Legyen a görbe egyenlete 
xk=xk(u), paraméteres alakban adott. Az egyensúlyi görbének bármely ôxk(u) 
megváltoztatására a külső erők által végzett munka és a sajátenergia megváltozá-
sának algebrai összege zérus. 
Képezzük először a (17) energia kifejezés variációját. írjuk át e célból az in-
tegrálokat az и paraméter szerinti integrálokra: 
Es = ф ф | - j R,
 ppxsx'j + | EkrssiJm R.rmXiXÍ J dudu. (34) 
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(Az и paraméter szerinti deriválást ponttal jelöltük.) Mindkét integrált ugyanarra 
a görbére kell képezni, ezért a variálást a vesszős és a vesszőtlen koordináták szerint 
egyaránt el kell végeznünk. Mivel (34) a kétféle koordinátában szimmetrikus ki-
fejezés, a két esetben kapott eredmény az összegező indexek és integrációs változók 
alkalmas átjelölésével azonos alakra hozható, így elegendő például a vesszőtlen 
koordináták szerint végezni a variációt és a végeredményt kettővel szorozni: 
ÔES (APPbxsdlj+RppnSxnxscIl'j) + 
+ 8»„8ym(Ä rmôXidli +R rm„ôxnxidli^ du. 
A dxs.-ot tartalmazó tagokban parciális integrálást haj tunk végre, és a kapott ered-
ményből kiemeljük <5x;-et: 
ŐES = ?M<J)<j)|i R,ppn(öxsxn-Sxnxs)dl'j + 
+ J l_v hr Aij,,, R.rm» (<5x„x; - ô;X„)f//( I du = 
= - ^ ф ф { ] RppnViiK-Wdl', + 
+ %rs eljm rmn (à„, ~ Ôn ôqn) dl'k | ^X, d!q = 
= ~ 4 ~ ' ф ф | 2 R,PPnEtnsdl'j + J ' - ekrs£ijn,z,inК.гтЖ Ifí„,<5x,í//4 = 
= -bj$ofEuilôxldlq. (35) 
Az utolsó lépésben felhasználtuk a Peach—Koehler-formulát, és az E.snjbjbs = 0 
azonosságot, a f t azt a feszültséget jelöli, amelyet a diszlokációhurok egy pontján 
a hurok többi része létrehoz. A o f t feszültségek, amint azt a (35) formulából is 
leolvashatjuk, éppen a diszlokációvonal pontjaiban szingulárisak. Ezt mindeddig 
nem vettük figyelembe a számításainkban: valahányszor a vágási felület mentén 
képzendő integrálokat Stokes tételének segítségével vonalmenti integrállá alakí-
tottuk át, a vonalintegrálokat a diszlokációvonal mentén jelöltük ki, és a továbbiak-
ban az így kapott szinguláris mennyiségekkel számoltunk. Az energia konkrét 
kiszámításánál az ebből adódó nehézségeket úgy kerültük el, hogy a kettős integrál 
egyik változója szerint egy feltételezett r0 sugarú üreg határán fekvő görbe mentén 
képeztük az integrált. Ez az eljárás a t r f t feszültségek számításánál azonban nem 
vezet egyértelmű eredményre, mert mint arról akár a (35) formula segítségével, 
akár közvetlen szemlélet alapján meggyőződhetünk, az üreg átellenes falain ellen-
tétes előjellel divergáló feszültségek jelentkeznek. A probléma egzakt megoldását 
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természetesen az üreg falán kielégítendő határfeltételek figyelembevétele jelentené. 
A határfeltételek az ún. képfeszültségek bevezetését teszik szükségessé, melyek az 
ellentétes előjellel divergáló feszültségeket kikompenzálják. 
A képfeszültségek meghatározásával járó matematikai nehézségek elkerülé-
sére Brown [8] gondolatmenetét követve definiáljuk a diszlokáció sajátfeszültségét: 
2 (<> + r o + ^ _ r o ) . (36) 
Itt ±r0 a Peach—Koehler- formula által megadott o f t feszültség értékét jelöli 
a diszlokációvonalon levó'T ponttól a főnormális mentén ±r0 távolságra fekvő pon-
tokban. Látható, hogy a (36) definícióban az e két pontban ellentétes előjellel 
divergáló feszültségek nem jutnak szerephez. Nyilvánvaló, hogy az energia kifejezé-
sében fellépő logaritmikus szingularitások esetében E | + r o = E\ - r o tehát a (35) 
formulára vezető számításaink kezdetén választhattuk volna a szingularitások ugyan-
ilyen módon történő elkerülését. Ez esetben a sajátenergia variációjában a (35) 
divergens integrál helyett a (36) sajátfeszültség jelenik meg: 
SE, = -b^afEtql8Xldl4. (37) 
A diszlokációgörbe Óx, megváltozásakor végzett munkát a (33)-ban adott erő 
segítségével számítjuk: 
ÔL = ET^bjjxr^ŐXIDLG. 
Utóbbi eredményünket (37)-te! összevonva megkapjuk az egyensúly feltételét: 
ÔL-ÔES = §{of + of}etqlbjôxldli = 0. 
Az integrál bármely őx,-re csak akkor tűnhet el, ha az integrandus eltűnik, vagyis 
az egyensúlyi görbét az tünteti ki, hogy minden ívelemére teljesül a 
{of + of}etqlbjdlq = 0 (38) 
egyenlőség. Ezt összevetve az erő (33) kifejezésével eredményünk könnyen értel-
mezhető: egyensúlyban a diszlokációhurok bármely ívelemén a külső- és saját-
feszültségekből eredő erők egyensúlyt tartanak. Ez az eredmény, amely nyilván-
valóan a diszlokációra ható erő definíciójának következménye, mint látni fogjuk, 
alapvető szerepet játszik a vonalmenti feszültség értelmezésében. 
5.2. A vonahnenti feszültség 
Az előző §-ban megvizsgáltuk, hogy mi tünteti ki azon görbéket, amelyek 
mentén adott külső feszültség mellett a diszlokációhurok energiája minimális. Nem 
foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy milyen mozgással juthat valamely diszlokáció 
az egyensúlyi állapotba. Mint azt az I. rész 3. §-ában láttuk, a diszlokációk mozgása 
nem minden irányban történik azonos mechanizmussal. Míg a csúszómozgás során 
a kritikus csúsztatófeszültséget meghaladó feszültségek munkája csak a diszlokáció 
energiáját növeli, addig a kúszómozgás során ponthibák keltéséhez is szükségei 
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energia befektetés. Ha ehhez nem áll elegendő termikus energia rendelkezésre, és 
a (38) feltétel által kitüntetett egyensúlyi görbealak elérése csak nem-konzervatív 
mozgással lehetséges, akkor az egyensúlyi görbealak nem valósul meg. 
A következőkben csak csúszási hurkokkal 
foglalkozunk, ahol ez a probléma nem 
merül fel. 
Az egyensúlyi feltételből következik, 
hogy ha nincs külső feszültség, akkor nem 
létezik egyensúlyi görbealak, mert a disz-
lokációhurok bármely kiszemelt íveleme 
a sajátfeszültség hatása alatt olyan irány-
ban mozdul el, hogy a diszlokációhurok 
felülete csökkenjen, és ez végül arra vezet, 
hogy a diszlokáció egyetlen pontra zsu-
gorodik és megsemmisül. 
Ezt a jelenséget egy vízcsepp felületi 
feszültségének analógiájára értelmezhet-
jük úgy is, hogy a diszlokációvonal min-
den ívelemének végpontjain érintőirányú 
feszítőerők működnek. Ezt az erőt nevez-
zük vonalmenti feszültségnek. 
Jelöljük a vonalmenti feszültséget 
Г-vel, és vizsgáljuk meg milyen erőhatást 
eredményez egy Q görbületi sugarú diszlokáció ívelemre. A dl ívelem két végén 
ható T feszítő erők eredője (4. ábra) a görbületi középpont felé mutat, és nagysága 
, , . dcp dl dF = 2 / s i n —1 = T—. 
2 о 
4. ábra: Vonalmenti feszültség definíciójához 
Az egységnyi szakaszra ható erő tehát 
F = (39) 
A vonalmenti feszültség fogalmát Mott és Nabarro [9] vezette be, és a felületi 
feszültség analógiájára a vonalegység energiájával azonosította. De Wit és Koehler 
[10] két végén rögzített diszlokációszakasz csúszási síkban felvett egyensúlyi alakját 
tanulmányozva arra az eredményre jutottak, hogy a vonalmenti feszültséget 
T = £(#) + d
2E(f}) 
db2 (40) 
kifejezés adja meg (5 az érintő és a Burgers-vektor által bezárt szög.) Megmutatható, 
hogy általában (40) második tagja nem elhanyagolható az elsőhöz képest, sőt azzal 
azonos nagyságrendű. 
A (38) egyensúlyi feltétel alapján egyszerűen kifejezhető a csúszási hurok vonal-
menti feszültsége. Válasszuk a koordinátarendszerünket ismét úgy, hogy a disz-
lokációgörbe az (xy) síkban feküdjék, a Burgers-vektor pedig az x-tengellyel pár-
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huzamos legyen. Ekkor (38) és (39)-ből 
T = — ujj' bg = o(&bQ. (41) 
Fejezzük ki aís'-et a Peaeh—Koehler-formula és (36) segítségével: 
dy 
, « _ l l b 
713
 " 8л 
(42) 
A + és — indexek a normálison elhelyezkedő, a diszlokációvonaltól +r0 ill. — r0 
távolságra levő pontokban képzett integrálokat jelentik. (42)-t (41)-be helyettesítve 
explicit formulát adhatunk meg a vonalmenti feszültségre: 
dy' (43) A»' ) í / v ' ' Л - ^ Ф Ц r R 
Eredményünk semmilyen feltételezést vagy közelítést nem tartalmaz. Ez azért 
lényeges, mert az irodalomban a vonalmenti feszültséget vagy a vonalegység ener-
giájával, vagy a (40) alatti kifejezéssel azonosítják. A 3.1. §-ban mondottak értelmé-
ben azonban E nem definiálható egyértelműen, így a vonalmenti feszültség (40), 
vagy ahhoz hasonló megadása sem egyértelmű. Ezt világosan mutatja az a tény, 
hogy a (40) összefüggés a 3.1. §-ban említett ф függvény speciális és esetenként 
különböző megválasztása mellett egyezik meg (43)-mal. Ezt a következőképpen 
láthatjuk be. 
Vezessük be a 
Ф = (Ф
Х
,Ф
У
, 0) 
vektort, amelynek komponensei definíció szerint 
A diszlokációhurok sajátfeszültsége valamint teljes sajátenergiája (21) és (41) alap-
ján kifejezhető Ф-vel: 
< r « = - ( r o t Ф)
ж
 (44) 
Es= - b- (р(Ф,Л). (45) 
Legyen adva a diszlokáció vonal paraméteres egyenlete x=x(&) , у = у{») alakban, 
ahol » a Burgers vektor és az ívelem által bezárt szög: (A következőkben a S sze-
rinti differenciálást ponttal jelöljük.) A görbe egy pontjában az ~n érintőirányú egy-
ségvektor komponensei 
n = (cos sin •&, 0), ezzel dl = ndl. (46) 
(22)-höz hasonlóan (45)-ból megadhatjuk a vonalegység energiáját, de vegyük 
figyelembe, hogy (45) integrandusa megváltoztatható egy tetszőleges ф differenciál-
ható függvény gradiensének hozzáadásával, hiszen <\)il/ikdlk—0, ezért 
ЕГ = ^ = - j [(Ф, n) + (n, grad ФУ]. 
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Felhasználva, hogy >í = —n, egyszerűen adódik, hogy 
Е' + Ё' = -Ь- [2щФ, + 2щf H-Щ(Ф
г
 + f
 ;)] . (47) 
Válasszuk ф-t úgy, hogy teljesüljön a 
2 7 . f i + п,(Ф, +ф,д = -2
в
щп
к
Ф
кЛ
 (48) 
egyenlet, ahol g = ух2+уг a görbületi sugár. Ezt (47)-be helyettesítve, és figye-
lembe véve, hogy 
7<r>i = щ(Ф
ик
хф) = дп1пкФик  
a következő kifejezést kapjuk: 
Е' + Ё' = ~
 2 \2дщпкФик-2дп(пкФк,[\ = - дЬп,пк[Фик-Фк>,], 
Beírva ide nt (44) előállítását és az 
~n = (—sin b, cos b, 0) 
vektor megfelelő komponenseit: 
Е'+Ё' = e^(0li2-$2jl)(n1n2-n2n1) = í)ú(0li2-$2il) = — gb(rot Ф).. 
Ezt összevetve (41)-gyel és (44)-gyel állításunk igazolását kapjuk. A 1// függvényt 
meghatározó (48) egyenletnek nem minden esetben van megoldása. A (22) alatt 
definiált vonalegység energia és a (40) összefüggés alkalmazása akkor és csak akkor 
vezet exakt eredményre, ha (48) megoldása 1/1= konst. Ez annyit jelent, hogy a 
(40) képlet az általános esetben nem alkalmazható. Megmutatható azonban, hogy 
a végtelen hosszú egyenes diszlokációk határesetében (40) helyesen adja a vonal-
menti feszültséget. 
Állításunk bizonyítására a (48) egyenletet használjuk fel; kimutatjuk, hogy a 
<?->-°° határesetében ф = konst. megoldása az egyenletnek. Mivel a .9 paraméter 
egyenes diszlokáció esetében nem alkalmas a görbe leírására a g — 0° határátmenet 
elvégzése előtt kifejezzük a $ szerinti deriváltakat x és y szerinti parciális derivál-
takkal: 
2 п
к
щ дф,
и
 + в\п
к
п, (Ф
к
, + ф,
 ш
) + 2и,й* (ф*.
 f + ф1 J = - 2nkni Фк<, 
А д-*оа esetben a baloldal második tagja adja meg az egyenlet asszimptotikus 
alakját : 
Ф komponenseinek második deriváltjaiban az integrandus minden esetben R~3-
nal arányos. Ez viszont végtelen egyenes esetén x'-nak és y'-nak egyaránt páratlan 
függvénye, vagyis a megfelelő integrálok eltűnnek, tehát 1/1-re a következő egyen-
letet kapjuk: 
aminek а ф = konst. megoldása. 
32 KOVÁCS I . ÉS C H A T E L P. 
5.3. Köralakú csúszási luirok vonalmenti feszültsége 
Az alábbiakban a (42) képlet segítségével meghatározzuk köralakú csúszási 
huiok sajátfeszültségét, majd abból (43) alapján a vonalmenti feszültséget. 
A feszültség meghatározásához képeznünk kell a (23) és (24) integrálok 
y, ill. X szerinti parciális deriváltjait, amelyeket az r és ß polárkoordináták szerinti 
deriváltakkal fejezhetünk ki: 
8 X,dx' cos2 ß 
^ J T - R s i n
2 / ! ^ dr 
d x j R 
[(2 -k2)K-E] ahol I0 = Г (r + r )k2 
dy' sin2 ß 
cos2 ß Ôf0 
ôr 
Helyettesítsük a deriváltakat (42)-be: 
гт
ы>
 - -
TJ1 '1 — 
ßb 
8л (1 - v ) 
cf 
dr - V cos 2ß -- -
h dl0 
dr 
Az r szerinti parciális deriváltakat az elliptikus integrálokra vonatkozó 
E dE(k) 
dk 
E-K 
Y 
dK(k) 
dk к l - k 2 
összefüggések segítségével számítjuk [8], majd a kapott eredményben k-t kifejez-
zük r és r'-vel és a tagokban különválasztjuk a (r ' — r) - 1-nel arányos járulékokat: 
T(d) _ 
'13 — 
yb 
4л(1 - v) 2 — v — 
2 r'2 
v cos2ß 1 
r + r' 
К + 2Г+„,[ v cos 2ßE + 
2— v(l —cos2ß) „ 
H
 7 —E 
A sajátfeszültség (36) definíciója értelmében ezen kifejezés r — r'— r0 ill. r' — r = r0 
helyettesítéssel adódó értékeinek számtani közepét kell képezni, aminek során 
nyilván az utolsó tag járuléka kiesik, a többi tagból pedig a sajátfeszültség követ-
kező alakja adódik: 
yb 
U io 
8яг(1 — v) 
(2 - v - 3v cos 2/1)In — + 8v cos 2ß 
Mivel a görbületi sugár állandó, (41) alapján egyszerűen kapjuk a vonalmenti fe-
szültség explicit alakját: 
T = ra^b = -
yb2 
8л(1 — v) (2 — v + 3v cos 2#)ln 
8r 
-8v cos 28 (49) 
(A ß polárszög helyett a Burgers-vektor és a diszlokáció-vonal érintője által bezárt 
9 szöget hoztuk be.) 
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Hasonlítsuk össze eredményünket a (40)-ből erre az esetre számítható kifeje-
zéssel. A (25) felhasználásával a következő' eredményre jutunk: 
A kétféle módon számított (49) és (50) eredmények nemcsak zérus körintegrálú 
tagokban különböznek egymástól, ami arra enged következtetni, hogy a (48) egyen-
letnek ebben az esetben nincs megoldása. A logaritmikus tag együtthatója azon-
ban egyezik a két esetben, és mivel nagy r értékekre ez adja a lényeges járulékot, 
ez azt mutatja, hogy minél nagyobb a görbületi sugár, annál pontosabban közelíti 
meg (40) a vonalmenti feszültség tényleges értékét. 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A KVANTUMMECHANIKÁRÓL II.* 
M. BORN, W. HEISENBERG, P. JORDAN 
A dolgozat I. részében Heisenberg alapfeltevéseiből kiindulva kiépített kvan-
tummechanikát általánosítjuk tetszőleges számú szabadsági fok esetére. A pertur-
bációelméletet kifejtjük nem-elfajult rendszerekre és az elfajult rendszerek egy ki-
terjedt osztályára, és megmutatjuk kapcsolatát a hermitikus alakok sajátértékeinek 
elméletével. A nyert eredményeket felhasználjuk az impulzus- és az impulzusmo-
mentum-tétel levezetésére, valamint kiválasztási szabályok és intenzitásképletek le-
származtatására. Végül az elmélet alapfeltevéseit egy üreg sajátrezgéseinek statisz-
tikájára alkalmazzuk. 
Bevezetés 
A jelen dolgozat megkísérli azon általános kvantumelméleti mechanika to-
vábbi kiépítését, amelynek fizikai és matematikai alapjait a szerzők két korábbi 
dolgozatukban1 fejtették ki. Lehetségesnek bizonyult a mondott elméletet több 
szabadsági fokú rendszerekre kiterjeszteni2 (2. fej.) és a „kanonikus transzformációk" 
bevezetésével a mozgásegyenletek integrálásának feladatát ismert matematikai 
kérdésfeltevésekre visszavezetni; ezen kanonikus transzformációk elmélete segít-
ségével egyrészről a klasszikus perturbációehnélettel messzemenő hasonlóságot mu-
tató perturbációelméletre jutottunk (1. fej. 4. §), másrészről kapcsolatot találtunk 
a kvantummechanika, valamint a végtelen sok változós kvadratikus alakok mate-
matikailag oly nagymértékben kifejlesztett elmélete között (3. fej.). — Mielőtt azon-
ban rátérnénk az elmélet ezen további fejleményeinek ismertetésére, megkíséreljük 
fizikai tartalmának pontosabb körvonalazását. 
A javasolt elmélet kiindulópontját az a meggyőződés képezte, hogy a nehéz-
ségeken, melyekkel a kvantumelméletben éppen az utóbbi években lépten-nyomon 
találkozunk, mindaddig lehetetlen úrrá lennünk, amíg az atomok és elektronok 
mozgásának mechanikája számára az elvileg megfigyelhető mennyiségek között 
fennálló összefüggéseknek a klasszikus mechanika rendszeréhez hasonlóan egy-
szerű és egységes rendszere nem áll rendelkezésre. A megfigyelhető mennyiségek 
között fennálló kvantumelméleti összefüggések ilyen rendszerének az eddigi kvan-
tumelmélettel szemben minden esetre szükségszerű fogyatékossága, hogy nem adható 
neki közvetlen szemléletes geometriai értelmezés, hiszen az elektronok mozgása nem 
írható le a tér és az idő számunkra megszokott fogalmai segítségével; az új elmélet-
nek jellemző vonása lesz, hogy épp annyira jelenti az eddigi kinematika megváltoz-
tatását, mint az eddigi mechanikáét; fontos előnye lesz azonban ennek a kvantum-
mechanikának, hogy a kvantumelmélet alapposztulátumai e mechanika tökéletesen 
organikus részét képezik, hogy tehát pl. a diszkrét stacionárius állapotok létezése 
az új elmélet számára éppoly természetes, mint mondjuk a sajátrezgések diszkrét 
* ZS. f. Phys. 35. 557, 1926. 
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frekvenciáié a klasszikus elmélet számára (vö. 3. fej.). Szem előtt tartva éppen a 
kvantumelmélet és a klasszikus elmélet között fennálló alapvető, a kvantumelméleti 
alapposztulátumok adta különbségeket, úgy látszik számunkra, hogy a forma-
lizmus, melynek kidolgozására a fent idézett két dolgozatban és a következőkben 
kísérletet tettünk, amennyiben helyesnek bizonyulna, olyan kvantummechanikát 
képez, mely annyira hasonló a klasszikus mechanikához, amennyire azt egyáltalán 
bárki is remélhette. Itt csak az energia- és az impulzustétel érvényességére és a moz-
gásegyenletek alakjára emlékeztetünk (1. fej. 2. §). Az új és a klasszikus elmélet e 
hasonlóságának felel meg az is, hogy ezen elmélet mellett nyilván nem lehet szó 
valamiféle önnnálló korrespondencia-elvről; inkább maga az elmélet fogható fel 
mint a korrespondencia Bohr-féle gondolatának egzakt megfogalmazása. Az el-
mélet további fejlesztésének fontos feladata lesz ezen korrespondencia jellegének 
pontosabb vizsgálata, és az átmenet leírása, mely a szimbolikus kvantumgeomet-
riából kiindulva elvezet a szemléletes klasszikus geometriához. Tekintettel erre a 
kérdésre, az új elmélet különösen lényeges vonásának látszik számunkra, hogy 
abban az atomok folytonos és vonalas színképei egyenjogúan lépnek fel egymás 
mellett, azaz: egy és ugyanazon mozgásegyenlet megoldásaiként adódnak és mate-
matikailag szoros kapcsolatban állnak egymással (vö. 3. fej. 3. §); ebben az elmélet-
ben nyilvánvalóan értelmét veszíti a „kvantált" és „kvantálatlan" mozgások között 
tett különbség, minthogy itt nincs szó olyan kvantumfeltételről, mely meghatározott 
mozgásokat választ ki nagyszámú lehetséges megoldás közül; ezen feltétel helyét 
egy kvantummechanikai alapegyenlet foglalja el (1. fej. 1. §), melynek érvénye 
minden lehetséges mozgásra kiterjed és amely szükséges ahhoz, hogy a mozgás-
probléma egyáltalán határozott értelmet nyerjen. 
Noha azon elméletnek, amelynek kifejtésére itt kísérletet teszünk, matemati-
kailag egységes jellege és egyszerűsége alapján szeretnénk arra következtetni, hogy 
az az atomszerkezet problémái esetében már a valóságos viszonyok lényeges voná-
sait tükrözi vissza, tisztában kell lennünk azzal, hogy az elmélet még nem adhatja 
meg a kvantumelmélet elvi nehézségeinek megoldását. A klasszikus elmélet sugár-
zási visszahatásának megfelelő erők beépítése az elméletbe még nem tör-
tént meg, és ami a csatolás problémája és az itt vizsgált kvantummechanika között 
fennálló kapcsolatot illeti, csak egyes határozatlan körvonalak rajzolódtak ki 
(vö. 1. fej. 5. §). Ennek ellenére úgy látszik, mintha a kvantumelmélet ezen elvi 
nehézségei az új elmélet szemszögéből tekintve másként festenének mint eddig, és 
mintha a remény ezen problémák majdani megoldására az eddiginél megalapo-
zottabb volna. Gondoljunk pl. az ütközési folyamatok kérdésére. Azokra az elvi 
nehézségekre, amelyek az eddigi elméletben útját állják a kvantumelmélet alap-
posztulátumai és az energiatétel érvénye egyesítésének a nagy sebességű ütközések 
esetében, különösen Bohr3 mutatott rá az utóbbi időben. Az itt vizsgált elméletben 
mind az alapposztulátumok, mind az energiatétel a kvantummechanikai egyenletek 
matematikai folyományaként adódnak és így a Frank—Hertz-féle ütközési kísér-
letek eredményei az elmélet természetes következményének látszanak; ennélfogva 
remélhetjük, hogy az ütközési problémáknak a jövőben a kvantummechanika 
alapján elvégzendő tárgyalásában éppen az organikus kapcsolat folytán, mely az 
alapposztulátumok és ezen mechanika között fennáll, az említett fajtájú nehézségek 
nem merülnek fel. 
Az anomális Zeeman-effektus kérdéskomplexuma az itt vizsgált elmélet szem-
szögéből tekintve egyelőre aligha mutat más képet mint eddig. Az „aperiodikus" 
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és „periodikus pályák" benső kapcsolata, mely ezen elmélet alapfeltevéseiben benn-
foglaltatik, maga után vonja ugyan, hogy a Larmor-tétel általános érvényét nem 
vehetjük bizonyosra (4. fej. 2. §); míg az oszcillátor esetében a tétel érvényességének 
előfeltételei teljesülnek, a mag vonzásával összetartott atom esetében ez nem áll 
fenn minden további nélkül. Mégsem valószínű, hogy ez a szempont az anomális 
Zeeman-effektus értelmezéséhez vezethet; inkább várható, hogy a kvantummecha-
nikának a Zeeman-effektus esetében ugyanazon nehézségekkel kell megküzdenie, 
mint az eddigi elméletnek; Uhlenbeck és Goudsmit egy rövid közleménye4 azon-
ban az anomális Zeeman-effektus problémakörében új korszakot nyitott meg. 
Ezek a szerzők azt a feltevést teszik, hogy az elektronnak magának mechanikai és 
mágneses momentuma van (melyek viszonya kétszer akkora, mint az atomok ese-
tében), hogy tehát tulajdonképpen anomális Zeeman-effektus egyáltalán nincs is; 
ez a feltevés megszünteti a statisztikus súlyokkal kapcsolatos nehézségeket és kvali-
tatív magyarázatot szolgáltat valamennyi, a multiplettszerkezettel és a Zeeman-
effektussa! összefüggő jelenségre; a kérdést, vajon ily módon kvantitatív értelmezését 
nyerjük-e ezeknek a jelenségeknek, minden esetre csak a kvantummechanika mód-
szereivel elvégzett pontosabb vizsgálat alapján válaszolhatjuk majd meg; úgy lát-
szik, hogy a 4. fej. egyes eredményei ezt a reményt a későbbi kvantitatív értelmezés 
lehetőségére vonatkozóan a Zeeman-effektus esetében megerősítik. 
Végül megkíséreltük egy ismert statisztikus probléma tárgyalását az elmélet 
szolgáltatta új módszerekkel. Ismeretes, hogy egy (tükröző falakkal körülzárt) 
üreg sajátrezgéseit az eddigi módszerek alapján kvantálva olyan eredményekre 
jutunk, amelyek bizonyos hasonlóságot mutatnak a fénykvantumok elméletének 
feltevéseivel, és amelyek lehetővé teszik a Planck-féle képlet levezetését. Az üreg-
sugárzás ilyen félklasszikus tárgyalása mellett azonban, amint arra Einstein5 rá-
mutatott. hibás értéket kapunk valamely résztérfogatban foglalt energia közepes 
négyzetes ingadozására. Ezt az eredményt a kvantumelmélet eddigi módszereivel 
szemben különösen súlyos ellenvetésnek kell tekintenünk, minthogy egyrészről itt 
az elmélet már a harmonikus oszcillátor egyszerű esetében felmondja a szolgá-
latot, másrészről az említett nehézség tetszőleges mechanikai rendszer, pl. egy 
kristályrács sajátrezgéseinek statisztikájával kapcsolatban ugyancsak fellépne. Azt 
találtuk, hogy az itt körvonalazott elmélet kinematikája és mechanikája alapján 
elvégezve a megfelelő számítást, helyes érték adódik a négyzetes ingadozásra, vala-
mint kiadódik a Planck-féle képlet is, amit kétségtelenül az itt javasolt kvantum-
mechanika fontos támaszának kell tekinteni. 
I. § Alapelvek. I. Valamely a kvantumelméleti mennyiség — mely lehet a koor-
dináta vagy az impulzus vagy e kettő valamely függvénye — az 
mennyiségek összességével, vagy akár elhagyva a rendszerhez tartozó minden meny-
nyiség esetében azonos (csak az n és m indexektől függő) e2"iv<nm)' tényezőt, az 
1. fejezet. Egy szabadsági fokú rendszerek 
(1) 
a(nm) 
mennyiségek összességével reprezentálható. 
Beszélhetünk tehát az (egyébként végtelen) a „mátrix"-ról. 
(2) 
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II. A kvantumelméleti mennyiségek összeadását és szorzását a mátrixokra 
érvényes műveleti szabályoknak megfelelően definiáljuk. 
III. Legyen adott a mátrixok összeadása és szorzása segítségével definiált 
f (x 1 ; x 2 , . . . ,x s ) függvény, ahol x l5 x2 , . . . , x s kvantumelméleti mennyiségeket jelen-
tenek. Az f függvény kétféle, az x mennyiségek valamelyike (mondjuk xa) szerint 
képezett differenciálhányadosát vezetjük be: 
a) Az elsőfajú differenciálhányadost 
definiálja, ahol a szám és 1 az 
1 - ( U > <5 
Í L
 = r m
 f ( * i + a l , x 2 , . . . , x s) - f ( x b x 2 , •••, x,) 
( 3 ) 
{1, ha n = m, 0, ha п т ^ т 
képlettel definiált egységmátrix. 
b) A másodfajú differenciálhányados definíciója:6 
ôï 
cx. 
( ntn ) : dD(í) 
dxfmii) ( 4 ) 
itt L>(f) az f mátrix átlósösszegét jelenti. 
A jelölésben a kétféle differenciálást a törtvonal segítségével különböztetjük 
meg [az aj differenciálhányados esetében vastag, a b) esetben vékony törtvonalat 
alkalmazunk]. 
Az I. részben kizárólag a másodfajú differenciálás került felhasználásra, mint-
hogy az lehetővé teszi a kvantummechanika variációs elvének egyszerű megfogalma-
zását és ezért természetesnek látszik. Némely számítás esetében azonban az első-
fajú differenciálhányados kényelmesebben alkalmazható. Általánosságban meg-
jegyezhető, hogy a differenciálhányados bevezetése a kvantummechanikában némileg 
mesterkélt és hogy a (6) bal oldalán álló operációk képezik a klasszikus elmélet 
differenciálhányadosának természetes analogonját. A kanonikus egyenletek meg-
fogalmazása szempontjából fontos megállapítani, hogy az energiafüggvény esetében 
a differenciálás (3) és (4) alatt definiált két faja azonossá válik.7 
IV. A számolás a kvantumelméleti mennyiségekkel a szorzás kommutatív 
törvényének érvénytelensége folytán bizonyos értelemben meghatározatlan marad-
na, ha nem írnánk elő pq qp értékét.8 Eztér megköveteljük a 
p q - q p 
2 ni 
1 ( 5 ) 
alapvető kvantummechanikai összefüggés teljesülését. Ezen összefüggés korres-
pondenciaszeríí fizikai jelentéséről a későbbiekben még beszélünk majd. Fontosnak 
látszik, hogy itt rámutassunk az (5) egyenlet az egyetlen az itt tárgyalt kvantum-
mechanika alapegyenletei között, melyben előfordul a h Planck-féle állandó. Ki-
elégítő vonás, hogy a h állandó már itt ilyen egyszerű alakban lép fel az elmélet 
alaptörvényeiben; ezen kívül (5)-ből látható, hogy az ú j elmélet а Л = 0 határeset-
ben átmehet a klasszikus elméletbe, amint azt fizikailag meg kell követelnünk. 
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Az (5) egyenletből még levezethetünk egy később fontosnak bizonyuló össze-
függést. 
Legyen f(pq) valamely függvénye p-nek és q-nak. ekkor fennáll: 
г f ô f h f q
~
q f = 
f r ô f h p f - í p = — 
oq 2л / 
(6) 
Tegyük fel ugyanis, hogy ezek az egyenletek teljesülnek a <p és \\i függvényekre. 
Ekkor f + v|/-re és çp-v|/-re is teljesülnek. Ez 9>Ti|/-re triviális: ç>-i|/-re könnyű szá-
mítással kapjuk: 
gp\|/q-qçn|/ = 9?(v}/q-qv(/) + (qpq -q?>)\|/ = 
í 0*1/ dq> . ( Ii ft^vl/) Ii 
1 dp dp J 2m öp 2л/ 
hasonlóan végezhető el a számítás pç>\|/ çnj/p-re. 
A (6) összefüggés p-re és q-ra teljesül, teljesül tehát bármely f függvényre is, 
mely formálisan p és q hatványai szerint kifejthető. 
2. § Kanonikus egyenletek, energiatétel és frekvenciatétel. Legyenek adottak a 
H(pq) energiafüggvény és a megfelelő 
őh . дн 
4 = - ç - (7) 
dq öp 
kanonikus egyenletek. A 
v(nm) + v(mk) = v(nk) (8) 
kombinációs elvből következik, hogy v előállítható a 
W — W 
v(nm)= "
 h "' (9) 
alakban. 
Vezessük be most a W kvantumelméleti mennyiséget, melyet „term-mennyi-
ség"'-nek nevezünk és a 
Í W„, ha n = m, 
л u 
0, h a m 
képlettel definiálunk; W tehát átlós mátrix. 
Ekkor valamely a kvantumelméleti mennyiségre írható: 
9 777 
á = - — ( W a - a W ) . (10) 
h 
Az à deriváltat ténylegesen (vö. I. rész) az 
à (nm) — 2niv (nm) a (nm) 
képlettel definiáltuk. 
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Az elméletnek, melyet itt kiépíteni törekszünk, alappillérei közé tartozik az 
( ! j ц 
v(nm) =—"- ; H„ = W„ + const 
A két tétel bizonyítása céljából (6)-ot és (10)-et helyettesítsük be a (7) egyen-
letbe. 
llv módon kapjuk: 
VVq-qW = H q - q H | 
W p - p W = H p - p H I " " 
vagy másképpen 
( W - H ) q - q ( W H) = 0, 
( W - H ) p - p ( W - H ) = 0. 
A W —H mennyiség eszerint p-vel és q-val, következésképpen p és q bármely függ-
vényével s ezek között speciálisan H-val is felcserélhető: 
( W - H ) H H ( W - H ) = 0. 
Innen (10) értelmében következik: 
H = 0 . (12) 
Ezzel az energiatételt igazoltuk és lát juk, hogy H átlós mátrix: H(nm) = ô„,„H„. 
A (11) összefüggésekből közvetlenül adódik a frekvenciafeltétel is: 
q(nm)(Hn — HJ = q(nm)(Wn — ÍVJ, (13) 
azaz 
U
' J H m = v(nm). (14) 
n 
Az előzőkben a kanonikus egyenletekből kiindulva az (5) alapegyenlet segít-
ségével igazoltuk az energiatételt és a frekvenciatételt. Megtehetjük azonban azt 
is. hogy megfordítva végezzük el a bizonyítást. Tudjuk, hogy az energiatétel és a 
frekvenciafeltétel helyes. Ha a H energiafüggvény adott , mint valamely P . Q vál-
tozók analitikus függvénye, úgy 
teljesülése esetén mindenkor fennállnak a 
kanonikus egyenletek. Ez közvetlenül következik abból, hogy a PH — HP , ill. a 
HQ —QH mennyiség kétféleképpen értelmezhető, a (6) egyenletnek és a (10) egyen-
letnek megfelelően. 
3. § Kanonikus transzformációk. A p. q változókat az új P, Q változókba transz-
formáló „kanonikus transzformáció"-n az előzők alapján olyan transzformációt 
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értünk, melyre fennáll 
p q - q p = P Q - Q P = ^ T l ; (16) 
ekkor ugyanis P-re és Q-ra csakúgy, mint p-re és q-ra fennállnak a (7), ill. (15) 
kanonikus egyenletek. 
Az általános 
p = SpS-M 
Q = SqS~ l I <I7> 
transzformáció, ahol S tetszőleges kvantumelméleti mennyiség, eleget tesz ennek 
a feltételnek; szeretnénk annak a sejtésünknek kifejezést adni, hogy (17) mindjárt 
a legáltalánosabb kanonikus transzformáció. A (17) transzformáció még azzal az 
egyszerű tulajdonsággal rendelkezik, hogy valamely f(P. Q) függvényre fennáll: 
f(P, Q) = Sf(p, q ) S - \ 
ahol f(p, q) az f(P, Q)-ból P-t p-vel és Q-t q-val helyettesítve nyerhető, vátozatlanul 
hagyva eközben a függvény alakját. Ennek az állításnak a bizonyítása a definí-
ciónk értelmében vett függvényekre közvetlenül következik abból a megjegyzés-
ből, hogy a tétel a p-ből és q-bó! képezett összegekre és szorzatokra fennáll. 
A kanonikus transzformációk fontossága a következő tételen alapszik: Ha 
adott valamely p0, q0 értékpár, mely eleget tesz a (15) egyenletnek, úgy a H(pq) 
energiafüggvényhez tartozó kanonikus egyenletek integrálása visszavezethető a 
következő problémára: Az S függvényt oly módon kell meghatároznunk, hogy 
p = Sp„S- \ q - Sq„S_ 1 (19) 
mellett 
H(pq) = SH(p0q0)S_1 - W (20) 
átlós mátrix legyen. A (20) egyenlet a Hamilton-féle parciális differenciálegyenlet 
analogonja: S bizonyos értelemben a hatásfüggvénynek felel meg. 
4. § Perturbációelmélet. Legyen adott a 
H = H0(pq) + AH1(pq) + A2H2(pq) + ... (21) 
energiafüggvénnyel definiált mechanikai probléma. 
Feltesszük, hogy a H0(pq) energiafüggvénnyel definiált mechanikai probléma 
megoldása ismert; legyenek tehát ismertek a pn. q0 megoldások, melyek eleget tesz-
h , , 
nek a p0q„ — qop0 = 1 feltételnek és a H0(p0q0) = W mátrixot átlóssá teszik. Ezek 2ni 
után olyan S transzformációs függvény meghatározására törekszünk, amely mellett 
P = S P o S - \ q = S q 0 S - 1 (22) 
és 
H(pq) = SH(p0q„)S-1 = W 
átlós mátrixszá válik. A megoldást az 
S = 1 + ASj + A2S2 + . . . (23) 
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alakban törekszünk meghatározni. Ekkor 
S - 4 = I _ A S 1 + A 1 ( S Ï - S 1 ) + A»(...) + - (24) 
A H energiafüggvény (21) kifejezését felhasználva, a nyert kifejezést rendez-
hetjük X hatványai szerint; így a 
H0(p0q0) = w„ 
SjHO - HOSJ + H , = w x 
S2H0 - H0S2 + H0Sf - SiHoS! 4- SiHi - HjSÍ + H 2 = W2 j <25> 
S , .H 0 -H 0 S , + F r(H0 , . . . ,H r , S B S r _ j ) = W,. 
közelítő egyenleteket kapjuk, ahol a H„, H 1 ; ... függvényeket mindenütt a p„. q„ 
helyen kell vennünk. 
A (25) egyenletek közül az első teljesül. A többiek sorjában megoldhatók, 
mégpedig teljes analógiában a klasszikus elmélettel: Először az energiakonstans 
rögzítése céljából képezzük mindkét oldal középértékét, s ez után a megoldás min-
den további nélkül felírható: 
Wr = F r , 
(26) 
ahol v0(nm) a perturbálatlan frekvenciák jelölésére szolgál. Ez a megoldás eleget 
tesz az 
S-S* = 1 (27) 
feltételnek, ahol a ~ jel a sorok és oszlopok felcserélését (a transzponálást) jelzi, 
a csillag pedig a komplex konjugálást. Minthogy erre az összefüggésre később álta-
lánosabb szempontból visszatérünk, itt ezt csak az első közelítésre igazoljuk; az 
első közelítésre így hangzik ez az összefüggés: 
S t + S* = 0. (28) 
A (8) egyenlet jelentősége abban áll, hogy belőle következik a p. q mátrixok her-
mitikus jellege; (22) szerint írható:9 
q* = = S 1 q 0 S = q; 
hasonló megállapítás tehető p-re vonatkozóan is. 
Első közelítéshen (26)-ből — ugyanúgy, mint a klasszikus elméletben -— kö-
vetkezik : 
W, = Hí (29) 
és 
( 3 0 ) 
Ez a kifejezés valóban teljesíti a (28) feltételt, miután a feltevés szerint Hx hermitikus. 
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Ezek után kiszámíthatjuk az energiát második közelítésben; kapjuk: 
1 я ж с и О
 f 3 n 
A szumma-jel mellett a vessző azt jelenti, hogy az eltűnő nevezőjű (l = n) tagok el-
hagyandók. 
Ily módon eljárva, szukcesszíve meghatározhatjuk W és S sorainak vala-
mennyi tagját. Behelyettesítve S sorát (22)-be, a 
q = q„ + ;.q1 + A2q., + ..., 
p = Po + Api + A2p2 + . . . 
sorfejtéseket nyerjük, ahol az együtthatók ismertek. Az első közelítés pl. így 
hangzik: 
qt = S1qn-~q(1 S l 5 
P ^ S x P o - P o S ! , 
vagy részletesen: 
, [Hfm^q^kn) q f m ^ H f k n ) \ 
v0(mk) v<s(kn) 
1 (Hfmk)Po(kn) pfmkjHfkn) \ 
=
 ~ h ? { vYmk) - v 0 ( M I ' 
(32) 
A (32) képletek megegyeznek a Kramers-féle diszperzióelmélet10 eredményeivel 
abban a határesetben, amikor a külső tér frekvenciája végtelen kicsinnyé válik; 
ez a lehetőség az egyébként korrespondencia-megfontolások alapján nyert képletek 
egyszerű leszármaztatására nézetünk szerint erősen mellette szól az elmélet helyes-
ségének, melynek kiépítésére ebben a dolgozatban kísérletet teszünk. A (31) kép-
letet Born11 oly módon nyerte, hogy a megfelelő klasszikus képleteknek új értelmezést 
adott. A (32) egyenletek m — n mellett a közönséges szórt fényre vonatkozó Kramers-
féle képleteknek, ha pedig m ^ n , úgy „a kombinációs frekvenciáknak megfelelő 
szórt fényre" Kramerstöl és Heisenbergtől12 megadott képleteknek felelnek meg. 
Az utóbbi kifejezéseket Pauli12 a Hg külső elektromos terekben fellépő (egyébként 
„tiltott") átmeneteinek megfelelő intenzitások számítására használta fel. Az álta-
lános diszperziós képletek leszármaztatásához (mikor is a külső tér frekvenciája 
nem tűnik el) még általánosabb megfontolásokra van szükség az időben változó 
külső terek hatásáról; most ezekre térünk rá. 
5. §. Az időt explicite tartalmazó „energiafüggrénnyek' jellemzett rendszerek. 
Az időtől explicite függő külső erők kvantummechanikai hatásának tárgyalása azért 
látszik számunkra különösen érdekesnek, mert ezen problémák esetében napvilágra 
kerül néhány, a kvantumelméleti és a klasszikus mechanika között fennálló jel-
legzetes különbség. Az időben változó külső erők hatásának problémáját úgy kell 
felfognunk, mint két rendszer kölcsönhatása problémájának határesetét, mikor is 
a. kölcsönhatás befolyása az egyik rendszerre (ezt nevezzük A-nak) oly csekély, 
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hogy a másik {В) rendszerre gyakorolt hatásokat ezen befolyás nem változtatja meg. 
Vegyük tehát most szemügyre a kvantummechanika nézőpontjából az А, В rend-
szerek között fennálló csatolást; a Hamilton-függvény legyen három tag: H,,, 
AHfl és eXWAB összege (itt X egyelőre tetszőleges paraméter, £ pedig egy kicsiny 
mennyiség). Az A rendszer legyen ismert. А В rendszer mozgásának kiszámítására 
a klasszikus elméletben elégséges, lia В koordinátáira felállítjuk [а X(Н
д
 + гН4В) 
Hamilton-függvényből kiindulva] a mozgásegyenleteket; itt A koordinátái helyére 
a megfelelő megoldásokat helyettesítjük be (az A rendszer jellemző állandók tény-
leges, meghatározott értékei mellett), melyek a koordinátákat az idő függvényei-
ként adják meg. Éppen ezen keresztül lép fel a visszahatás elhanyagolásakor az 
A-t jellemző állandók mellett az idő mint új változó В perturbációs problémájában. 
A kvantummechanikában ugyanilyen viszonyok állnak fenn, lia az elsőrendű 
perturbációkra (azaz В koordinátáinak, impulzusainak stb. kifejezésében az s-nal 
arányos tagokra) szorítkozunk. Másként áll azonban a dolog a magasabbrendű 
perturbációk esetében. A magasabbrendű perturbációk kiszámításakor ugyanis 
olyan mennyiségek szorzatai lépnek fel, melyek között több is tartalmazhatja 
implicite A koordinátáit. Ez azonban a szorzat képzésének kvantummechanikai 
szabályai szerint azt jelenti, hogy semmiképpen sem elegendő, ha „a külső erőket 
mint az idő függvényeit" az A-ra jellemző állandók meghatározott értékei mellett 
ismerjük, hanem ezeket a külső erőket ismernünk kell az állandók valamennyi 
értékére. Ezzel azonban, úgy látszik, a külső erők fogalma elveszíti eredeti értelmét. 
E nehézség megoldását nézetünk szerint az a megjegyzés adja meg, hogy a vissza-
hatás önmagában Xe2 nagyságrendű, В koordinátáit tartalmazó tagokra vezet, 
hogy tehát a visszahatás elhanyagolásának és ezzel egyidejűleg a ß-re vonatkozó, 
£2 nagyságrendű tagok kiszámításának csak akkor van értelme, ha X is igen kicsiny-
nek tekinthető, azaz fizikailag, ha az A-ra jellemző mennyiségeknek a megfelelő 
ß-beli mennyiségek nagyságrendjébe eső megváltoztatása A-nak ß-re gyakorolt 
hatását nem változtatná meg észrevehetően. Ebben a közelítésben azonban a kvan-
tummechanikai szorzat képzése és így az e-ban magasabbrendű perturbációk ki-
számítása megint lehetséges, mégpedig a szorzat képzésének szabályai egyszerűen 
a klasszikus szorzáséira redukálódnak, minthogy a H ^ - b a n szereplő koordináták, 
amplitúdók és frekvenciák ebben a közelítésben nem függnek az A-ra jellemző ál-
landóktól. Ebben az értelemben pl. valamely erős váltakozó elektromos tér hatása 
az atomra teljes mértékben kiszámítható mint valamely „külső tér" hatása, elha-
nyagolva a visszahatást, minthogy a tér energiája az atoméhoz viszonyítva végtelen-
nek tekinthető. Valamely a-rész hatását az atom elektronjaira az a-rész energiájá-
nak viszonylag nagy értéke folytán ugyancsak felfoghatnánk mint „külső erőt", 
akárcsak a klasszikus elméletben, és az elektronokra ható erőt mint az idő függvé-
nyét előállító Fourier-sor ebben a közelítésben ugyancsak a klasszikus elméletből 
lenne átvehető. Azonban valamely atom keltette erők hatása egy másik atomra 
sohasem értelmezhető külső erők hatásaként — illetőleg csak az elsőrendű tagok-
ban, hol az ilyen értelmezés mindig lehetséges, — minthogy a magasabbrendű 
tagok esetében a visszahatás elhanyagolásával hibás eredményekre jutnánk. 
Megfontolásaink eredményét a következőkben foglaljuk össze: Bizonyos fel-
tételek teljesülése esetén van értelme, hogy akárcsak a klasszikus elméletben, meg-
határozott, időben változó erőknek az atomra kifejtett hatásáról beszéljünk. Ebben 
az esetben az explicite fellépő idővel a klasszikus elmélet szabályai szerint kell szá-
molnunk. Legyen pl. a külső erőtér periodikus; frekvenciája legyen v0. Ekkor a 
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q koordináta általános eleme a következő alakú: 
q(mn,T)e2nilv<-mn) + rv°I', (33) 
q2 általános eleme pedig 
2 q(mk, г - r')q{kn, T ' ) e 2 " i l v < m " ) + T v 0 1 ' . (34) 
k. r ' 
Az időben változó külső erők esete ennélfogva nézetünk szerint figyelemre méltó 
példát szolgáltat a korrespondenciaszerű átmenetre a kvantumelméleti kinemati-
káról a klasszikusba. 
Ha csupán a külső erőkben elsőrendű hatások számitásáról van szó, ügy a 
következő számításokkal nyert eredmények olyankor is helyesek maradnak, ha a 
korábban említett feltételek nem teljesülnek. Mindez pontos analógiában áll a 
klasszikus elmélettel. 
A fent közölt megfontolások szerint az olyan rendszerek matematikai tárgya-
lása, amelyek esetében az idő explicite fellép, (az említett feltételek teljesülése esetén) 
egyszerűen a megfelelő klasszikus módszerekkel analógiában végezhető el. Tegyük 
fel ismét, hogy a külső erő az időben periodikus, éspedig v0 frekvenciával; a Ha-
milton-függvény legyen14 
H =H(p t , qfc, cos 2nv0t). (35) 
Vezessünk be most egy új szabadsági fokot, az ennek megfelelő változókat q \ p' 
jelölje. Vegyük szemügyre az időt explicite nem tartalmazó 
H' = H(p , .q t ;q ' ) + 2HV0k /r-q ; 2p' (36) 
Hamilton-függvénnyel definiált új problémát. A p t , q t változókra az eddigi kano-
nikus egyenleteket kapjuk, csak cos 27rv0í helyett mindenütt q' áll. Az újonnan 
fellépő egyenletek a következő alakúak: 
V 8H' „
 l / t —. q = -г-— = 2nva]/\ — q flp 
ÔH ÚH „ 
P = - " T T = + 2лу0 dq df\ V I - q 
(37) 
Az első egyenlet azt mondja ki, hogy q' (eltekintve az időskála kezdőpontja önkényes 
megválasztásának lehetőségétől) cos 27tv0/-vel lesz egyenlő, úgyhogy a p t . % vál-
tozókra vonatkozó kanonikus egyenletek ugyanolyan alakúak, mint az előbbi 
probléma esetében : a (37) egyenletek közül a második p'-t határozza meg. A (36) 
Hamilton-függvény segítségével a (35) problémát valóban visszavezettük tehát az 
egyébként tárgyalt esetekre. 
Bennünket mindenek előtt az a kérdés érdekel, milyen változtatásokat kell 
eszközölnünk a (25) perturbációs képleten, ha az idő a H ^ H a , ... függvényekben 
explicite fellép, H0-ban, azonban nem. Egyszerű megfontolás mutatja, hogy az ese-
tünkre érvényes perturbációs képletek a korábbi formulákból oly módon nyerhetők, 
hogy mindenüvé, ahol korábban a H0Sr —SrH0 kifejezés lépett fel, most H0Sr — 
— SrH„ + ~ ^ -t írunk. (A H 0 függvény csak ebben a kifejezésben fordul elő.) 
2ui ct 
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Az új perturbációs képletek az első néhány rendben: 
Но(РоЧп) = W „ 
S2H0 - H0S2 - ^ + ( HoS, - S^Io + 2^7 Si 
+ S l H 1 - H 1 S 1 + H 2 = w 2 , 
(38) 
Szeretnénk kifejezést adni annak a sejtésünknek, hogy a (38) képletek akkor is érvé-
nyesek, ha a feltevés, mely szerint a külső erők az időben periodikusak, nem helyt-
álló — habár ezt a feltevést e képletek levezetésekor felhasználtuk. 
A (38) képletek közül az első rendben kapottak, melyek még akkor is helyesek 
maradnak, ha a „külső erők"-re vonatkozó feltevések nem teljesülnek, (22)-vel, 
ill. az abból nyert 
4 = 4o + A (S, q0 — qoSi), 
P = Po + A (SjPO — PoSi) 
összefüggésekkel együtt általánosságban megválaszolják a diszperzióelmélet kér-
déseit. Valóban, ha 
Н
г
 — Eeq0 cos 2nv0t, 
úgy kapjuk: 
Ее 
Н
г
(тп, 1) = у?о(м4 Ее Н
х
(тп, -1) = — q0(mn), 
^ , ,, Ее qa(mn) „ . Ее qn(тп) 
2h v0(nm) + v0  
Innen következik [vö. (22)]: 
2h v0(mn)-v0' 
(39) 
gl(fWI>+ i) = g z H f ^ и ) -
' 2hk{ v0(mk) + v0 v0(kn) + vg 
(40) 
Ha feltesszük, hogy Deseartes-koordinátákkal dolgozunk, a z a z p = mq, úgy nyerjük: 
a <mn n =
 Ee
 У qo(>nk)p0(kn)-p0(mk)q0(kn) 
' ' 2h-2mm Г (v0(mk) + v0)(v0(kn) + v0) ' 
s ugyanugy: 
, _
 n = Ee_ y q0(mk)p0(kn)-p0(mk)q0(kn) 
' ' 2h-2nim -У (v0(mk) — v0) (y0(kri) — v0) 
(41) 
(42)' 
A (40), (41), (42) egyenletek megegyeznek a Kramers-féle diszperzióelmélet képle-
teivel15. Különösen érdekesnek látszik még a beeső fény igen nagy frekvenciájának 
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esete: | v 0 | » iv 0 (mk) \ , ill. |v0(/fn)|. Ekkor első közelítésben kapjuk: 
( 
vagy felhasználva (5)-öt: 
Ее 
4t = -
 h2nivhn (Po4o-4oPo)cos2nv0í 
q i = + Ä [ C ° S 2 C T 0 i ' ( 4 3 ) 
Ez az eredmény a következőket jelenti: végeredményképpen éppen az (5) kvantum-
elméleti feleserélési összefüggés eredményezi azt, hogy elég nagy frekvenciákra 
az elektron fényszóráskor szabad elektronként viselkedik. A v0(mri) + v0 frekven-
ciához tartozó szórt fény m ^ n esetén eltűnik, a v0 rezgésszámú szórt fény intenzitása 
megegyezik a szabad elektronon fellépő szórás esetében várható intenzitással.16 
2. fejezet. Tetszőlegesen sok szabadsági fokú rendszerek elméletének alapjai 
1. §. A kanonikus mozgásegyenletek ; perturbációelmélet nemelfajult rendszerek 
esetében. Ha a szabadsági fokok száma / > 1 , a kvantumelméleti mennyiségek rep-
rezentálására kézenfekvő kétdimenziós mátrixok helyett 2/-dimenziós mátrixokat 
választani, megfelelően annak, hogy a klasszikus /-térben a stacionárius állapotok 
serege 2/-dimenziós: 
4 k = п
г
,тъ...,т
г
))Л 
P/Í = { P k i P i , . . . m f ) ) . \ 
Mindazonáltal ez az előállítás — ha bizonyos körülmények között igen kényelmes 
és áttekinthető is — egyáltalán nem szükségszerű. A dinamikai alapegyenletek több 
szabadsági fok esetében is mátrixegyenletek alakját öltik; a mátrixok azonban 
— éppúgy, mint eddig — két dimenzióban is felírhatok. Már egy szabadsági fok 
esetében is megmutatkozott ugyanis, hogy a stacionárius állapotok sorrendje, mely 
a mátrixok sorainak elrendezésében jut kifejezésre, (ellentétben az eddigi elmélettel) 
tetszőleges és azt a rendszer semmilyen belső tulajdonsága nem határozza meg. 
Ez a megjegyzés minden további nélkül átvihető a többdimenziós mátrixokra; 
tetszőleges átrendezést eszközölhetünk, speciálisan a 2/-dimenziós mátrixokat két-
dimenziósakká is átrendezhetjük. Az összeadás és a szorzás, valamint az időderiválás 
alapul vett definíciói ugyanis nyilvánvalóan teljesen függetlenek az n1,n2,...,nf 
index-rendszerek sorrendjére vonatkozó bármiféle relációtól. (Az nlt n2, ..., nf index-
rendszerek egyenként véve az állapotokat jelzik, páronként véve pedig az átmene-
teket.) 
Ezek után az is világos, hogy a mátrixanalízis általános szabályai, amint azokat 
az I. rész I. fej. és ezen munka 1. fej. magában foglalja, minden további nélkül a 
több szabadsági fokú rendszerek elméletében is alkalmazhatók. A mozgásegyen-
letek levezetése az I. rész. I. fej. variációs elvéből ugyanúgy közvetlenül átvehető, 
úgyhogy mindjárt írhatjuk: 
3H . ŐH 
q k
 = Wk> *к=~Щк ( 2 ) 
Lényegesen új, az egy szabadsági fokú rendszerek elméletén túlmenő feltevésként 
járulnak ezekhez a pt-k és a q t-k általános feleserélési összefüggései. Ugyanúgy 
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mint egy szabadsági fok esetén, a számolás a kvantumelméleti mennyiségekkel 
bizonyos mértékig meghatározatlan maradna ugyanis, ha nem adnánk meg a „cse-
rerelációkat". 
Az 1. fej. (5) kézenfekvő általánosításaként a következő egyenletek kínálkoznak: 
PJ4I 
PJPÍ 
ЧкЧг 
Ч/PFC — ÀKL > 
P/PA 
Ч,Чк 
0, 
0. 
( 3 ) 
Jelentse H a szimmetrizált energiafüggvényt. Ekkor ezen összefüggések alapján 
(2) a 
ÔH 
~dqk 
ŐH 
= Ä7> CVk PA = ~ я Г (2') 
egyenletekkel helyettesíthető. Ezekből az összefüggésekből,17 mint fent ezen munka 
1. fejezetében, következik továbbá: 
p*f(qi, • q/ Pi- I r h ê { P r )
-
Î V k =
 2Mëïk> 
fq*-q*f = 
h df_ 
2niдр
к
 ' 
(4) 
Az energiatétel és a frekvenciafeltétel ezek után (2') és (4) alapján az 1. fej. gondo-
latmenetének mintájára igazolható. Ugyanígy (3) és (4) alapján meg lehet mutatni, 
hogy amennyiben a PA, QA változók valamely rendszere teljesíti a (3) összefüggé-
seket és az energiafüggvény adott mint a P r k és a QA-k analitikus függvénye, 
úgy fennállnak a (2') kanonikus mozgásegyenletek. 
A Pt, qA változók valamely transzformációját a PA, QA új változókba akkor 
nevezzük ,,kanonikus"-nak, ha az változatlanul hagyja a (3) összefüggéseket. 
Az ilyen transzformációk egy igen általános osztályát adják meg ismét a 
P* 
Qk 
Sp^S-1 } 
S q A S - \ | ( 5 ) 
képletek. Ez a transzformáció megint csak rendelkezik azzal a tulajdonsággal is, 
hogy a tetszőleges f(PQ) függvényt az 
f(Px , . . . , P / , Qx, ..., Qf) = S f ( P l , . . . , P / , q i , ..., qy)S_1 (6) 
függvénybe viszi át. Ha ismeretes a változók valamely p?, ...,p",q®, ..., q" rend-
szere, mely eleget tesz a (3) egyenleteknek, úgy a (2) integrálásának problémája 
ismét a következő problémára redukálódik: Meghatározandó a 
pA - Spj'S-f 
q* = SqgS"1 (5a) 
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egyenleteket kielégítő S függvény, mely a 
H(pq) = SH(p°q° )S - 1 = W (7) 
mátrixot átlóssá teszi. 
A (7) egyenlet ismét analogonja a Hamilton-féle parciális differenciálegyen-
letnek. 
A (3) egyenletek (2)-vel együtt nyilvánvalóan túl sok követelményt jelentenének 
a Pfc-kra és q t-kra, ha mindezek az egyenletek függetlenek volnának egymástól. 
Kétségtelenül érdekes matematikai feladat volna a (3) egyenleteket minimális számú 
független és ellentmondásmentes feltevésből levezetni; mindazonáltal itt nem kí-
vánunk ezzel a kérdéssel foglalkozni. Megelégszünk azzal a megjegyzéssel, hogy 
d X 
-JT z (РкЯк - ЧкРк) = О 
at к 
fennállására általánosságban következtethetünk az (1) mozgásegyenletekből. Meg 
kívánjuk viszont mutatni, hogy a (3) egyenletek, a (2) mozgásegyenletekkel, ill. 
az azokkal egyenértékű (7) követelménnyel együtt, általában kielégíthetők (termé-
szetesen szinguláris kivételektől eltekintve). 
Ennek bizonyítása a perturbációszámítás tetszőleges számú szabadsági fokra 
való, az 1. fej. 4. §-ban megadott általánosításával kapcsolatban adható meg. Gon-
doljuk el, hogy a H(pq) energiafüggvényt a 
H = H0(pq) + ;.H1(pq) + A2H.2(pq) + ... (8) 
alakban írtuk fel, ahol 
H0(pq)= í Н«(РЛк). 
к = 1 
Н а л = 0 , / s z á m ú kölcsönhatásmentes, egy szabadsági fokú rendszerrel van dolgunk; 
az / számú 
H = H<*>(p*q*) 
feladat megoldásai legyenek 
4a = P/t = p°-
aho l qjj, p° kétdimenziós mátrixok: 
q2:(<7 ÍOwO); P 8:(rf(nm)). (Ю) 
H a ezt az / számú kölcsönhatásmentes rendszert formálisan egye t l en , / szabadsági 
f o k ú rendszernek tekintjük, úgy a q"-kat és p"-kat 2/-dimenziós mátrixok alakjában 
kell előállítanunk: 
q*°= (cfMn^ ...,nf \ nik, ...,mf)),\ 
P? = (Ж«1> ...,nr; mlt ...,mf)) \ 
melyekre fennáll: 
...,nf\mx, •••, m f) = ökql(nkmk) 
Pi(ní, •••,nf',m1, ...,mf) = ökp°k(nkmk); 
itt <5t = l, ha j = k kivételével minden j-re n-s = m }, és <5^  = 0, ha valamely /-re (y^k) 
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ni = mj nem teljesül. Innen látható: Először is a 
P&tf-qfttf = ^ . l (12) 
egyenletek, melyek eredetileg a (10) kétdimenziós mátrixokra álltak fenn, a (11) 
2f-dimenziós mátrixokra is érvényesek maradnak. Másodszor, kiadódnak a 
p£q?-q?p2 = o (Ык)Л 
p"p? - P?P° = q2q'/-q?q2 = 0 J 
feltételek. Eszerint ha 2 = 0, a (3) egyenletek valóban mind teljesülnek. Most meg-
mutatjuk, hogy p és q meghatározható oly módon, hogy a (3) összefüggések a ma-
gasabb közelítésekre is kielégülnek és ezzel egyidejűleg H = W is teljesül. Most 
is fel kell tennünk, hogy nem-elfajult H 0 rendszert választottunk, azaz q = q° és 
p = p° behelyettesítésekor H0 átlós elemei között nem lép fel két egyenlő elem. 
Ebben az esetben ismét az (5a) feltevéssel kell próbálkoznunk: 
Р/. = Sq"S - 1 ; Р/, = SpiJS"1 (14) 
ahol az 
S = 1 + 2S 1 +A 2 S 2 + . . . 
függvényt úgy kell meghatározni, hogy a H = W egyenlet teljesüljön. A (3) egyen-
letek ekkor ugyancsak mind teljesülnek, minthogy azokat (14) a (12), (13) egyen-
letekbe transzformálja. Ezzel a kívánt bizonyítást megadtuk. 
A (3) egyenletek invariánsak a q^-k és p r k lineáris ortogonális transzformáció-
val szemben. Legyen ugyanis 
q( = 2 aki4i • 
I 
p* = 2 akiPi-
2 "мац = <5kJ, 
I 
I 
ekkor 
p(q/ - q / p ( = 2akhdi.i(PiAj-4jPh) = ő k r 2 n i 
hasonlóképpen a többi összefüggés is teljesül. Ha tehát a (3) feltételek teljesülését 
egy Descartes-koordinátarendszerben megköveteljük, úgy azok bármely más Des-
cartes-koordinátarendszerben is érvényesek. 
Mintegy függelékként hadd utaljunk itt még arra, hogy a klasszikus mecha-
nika egy jól ismert tétele a (3) összefüggések alapján az ú j elméletbe minden további 
nélkül átvihető. Legyen 
2 к tnk 
feltesszük, hogy Epot a koordináták «-edfokú homogén függvénye. Ekkor (3) értel-
mében írható: 
= (16) 
n
 k dqk 
H = Ekin + Epot = - 2 В + Epot ; (15) 
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es 
d 
dt к к 
a középértékekre kapjuk tehát : 
n 
Ekin = Epot- (17) 
Pl. /7 = 2 (harmonikus rezgések) esetén Ek in = Epo t , n = — 1 (Coulomb-erők) esetén 
pedig Ek in = — 2*ËPoi • 
2. §. Elfajult rendszerek. Vegyük most szemügyre az elfajult rendszereket. 
Ha megengedjük, hogy a v(nm) frekvenciák közül némelyek eltűnjenek (az egyszerű-
ség kedvéért a mátrixokat két dimenzióban felírva gondoljuk el), az energia állandó-
ságát kifejező H = 0 egyenlet akkor is levezethető a mozgásegyenletekből s a (3) 
felcserélési szabályokból az I.-ben és itt közölt megfontolások segítségével. De a 
H = 0 összefüggésből már nem következik szükségképpen, hogy H átlós mátrix, 
és így a frekvenciatétel bizonyítása nem végezhető el. Eszerint elfajult rendszerek 
esetében a mozgásegyenletek s a (3) feltételek önmagukban nem elégségesek a 
rendszer tulajdonságainak rögzítésére, s így szükséges, hogy az alapegyenleteket 
élesebbé tegyük. Kézenfekvő feltenni, hogy ezt az élesítést a következőképpen kell 
megfogalmazni: Alapegyenletekként általánosságban a felcserélési összefüggéseket 
és a 
H = W = átlós mátrix (18) 
követelményt kell választanunk. 
Ez a követelmény a frekvenciafeltétel érvényességét nyilvánvalóan elfajult 
rendszerekre is biztosítja. Igen valószínű, hogy ez által (szinguláris esetektől el-
tekintve) a W energia is mindenkor egyértelműen meg van határozva. A qk koor-
dináták ezzel szemben nem egyértelműen meghatározottak. Ha rendelkezésre áll 
H(pq) = W valamely pk, qk megoldása, megkísérelhetjük, hogy új megoldásokat 
képezzünk a 
p' = SpS-1 , ] 
< = Ч Ф - ! ( | 9 ) 
képletek segítségével. Ekkor 
H ( p q ' ) = W ' = S W S 1 , 
s a W = W követelményből W S - S W = S ^ . = 0 adódik, azaz 
S = const. (20) 
Foglalkozzunk először ezen eredmény jelentőségével a nem-elfajult rendszerek 
esetében. Itt (20) értelmében S-nek átlós mátrixnak kell lennie, és a (19) egyenle-
tekből kapjuk: 
p'(nm) = p(nm)SnS-1A 
q'(nm) = p(nm)SnS-1,\ 
ahol S(nn) helyett röviden Sn-et írtunk. 
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A megoldás itt kifejezésre jutott meghatározatlanságát lényegesen csökkenti a 
követelmény, hogy az új p', q' megoldások is „reális", hermitikus mátrixokkal 
leírt mozgásnak feleljenek meg; eszerint kapjuk: 
[ s ä 1 ! = | а д г ч 
vagy 
|SJ = | S J . (21) 
Az itt napvilágra került meghatározatlanság tehát a fázisállandók önkényes válasz-
tásának lehetőségét jelenti; itt általános bizonyítását kapjuk a már I.-ben kimon-
dott sejtésünknek, hogy minden problémában minden egyes állapotra nézve egy-
egy (p„ fázis meghatározatlan marad. A (19') képlet is mutatja, miképpen lép-
nek fel ezek a fázisok a p. q mátrixok elemeiben. Az I. részben annak a sejté-
sünknek adtunk továbbá kifejezést, hogy a fázis most leírt önkényes választásán 
kívül nem-elfajult rendszerek esetében más többértelműség nem várható. Az 1. 
fej. 4. §-ban tárgyalt perturbációszámítás során az S„ „periodikus" mátrixok 
mindegyikéhez nyilvánvalóan hozzáadható egy-egy állandó mátrix. Ez azonban ter-
mészetesen nem jelenti azt, hogy minden közelítésben új határozatlanul maradó 
fázisok lépnek fel. Könnyen felismerhetjük, hogy ezt a lehetőséget kihasználva 
sem találhatnánk általánosabb p, q megoldásokat, amennyiben kezdettől fogva 
feltételeztük p°, q° fázisainak határozatlanságát. 
Térjünk át most az elfajult rendszerekre. Ekkor (20)-ból nem következik többé, 
hogy S átlós mátrix, és (19) valóban lehetőséget nyújt arra, hogy a p, q megoldástól 
lényegesen különböző p', q ' megoldásokat nyerjünk. Úgy látszik, hogy ez a több-
értelműség a dolog természetében rejlik. Az elfajult rendszerekre nyilvánvalóan 
egy bizonyos labilitás jellemző, melynek folytán tetszőleges kicsiny perturbációk 
a koordináták véges megváltozását eredményezhetik, és amely matematikailag 
abban jut kifejezésre, hogy a teljesen perturbációmentes esetben a dinamikai egyen-
letek megoldása részlegesen meghatározatlan marad. Természetesen valamely való-
ságos atom esetében a rendszer fizikai tulajdonságait, speciálisan az átmeneti való-
színűségeket meghatározó koordinátákat külső perturbációk vagy a rendszer elő-
élete egyértelműen rögzítik. 
Vizsgáljuk most tetszőleges perturbációk hatását az elfajult rendszerre. Legyen 
tehát 
H (pq) = H0 + /.HÍ + Ш 2 + ... (22) 
és legyen p°, q° a perturbálatlan probléma tetszőleges, de rögzített megoldása: 
H0(p„q0) = W0. (23) 
H a 
p = sP°s-\ 
q = S q ° S - \ 
ahol 
S = S0 (1 + A S t + A2Sa+ ...), (24) 
( l - A ( S 1 + AS2...) + A2...)S0-\ (25) 
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úgy — a p°. q° argumentumokat H0 , H x , ... felírásánál mellőzve — kapjuk: 
SoHoSo-1 = W0 , (26) 
SAHoSo"1 - S0H0S1So 1 + S0HxSo 1 = Wx , (27) 
SnS2H0S0 1 — S0H0S2So 1 + S0F2 (HflHjHo ; S,) S^ 1 = W2 , (28) 
S0S rH0S„1 — S„H0SrS0 1 
+ S 0 F r (H 0 H 1 . . . H r , S x . . . S r - J S ö 1 = W r . (29) 
Majdnem az 1. fej. (25) egyenleteit kaptuk meg újra, a különbség csak annyi, hogy 
a bal oldal mindenütt elölről S0-lal és hátulról S^-gyel van megszorozva. 
A (26) egyenletet fent már diszkutáltuk; S0(яш) zérussal egyenlő v0(n/n) el 
nem tűnő értékeire. Az S0-ban fennmaradó önkényt lehetőség szerint arra kell fel-
használnunk, hogy a következő egyenletet megoldhatóvá tegyük. Temészetesen 
nem várható H - H0 bármely megoldásától, így speciálisan a kiválasztott p°, q° 
megoldástól sem, hogy az megegyezzék a (22) probléma p, q megoldásának 2 = 0 
határesetével. Az S0 függvény arra szolgál, hogy a p°, q° megoldásból előállítsa az 
elfajult probléma azon megoldását, amely rendelkezik a kívánt tulajdonsággal. 
A (27) egyenlet átírható az 
SXH0 - H0S t ! H, = S0-1W1S0 (30) 
alakba. Ahhoz, hogy ezt megoldhatóvá tegyük, S„-t a 
Hx = S^ 1W1S0 (31) 
feltételnek megfelelően kell meghatároznunk, ahol Wx átlós mátrix. Ezen egyenlet 
és a (26) képlet támasztotta követelmények egyidejű kielégítéséhez itt ugyanolyan 
kevéssé adható általános útmutatás, mint a szekuláris perturbációk meghatározá-
sához a klasszikus elméletben. Később azonban egy új algebrai módszer segítségével 
lehetségesnek fogjuk találni az elfajulások kiterjedt osztályának egyszerű tárgya-
lását (3. fej.). 
Ha (31) teljesül, úgy (30) ugyanúgy megoldható, mint ahogy ez az 1. fej.-ben 
történt. Eközben S, azon S1(nm) elemei maradnak tetszőlegesek, amelyekre v0(nm) 
eltűnik, és ezt a határozatlanságot kell arra felhasználnunk, hogy a következő 
közelítő egyenletet, mely az 
S2H0 - H0S2 + F3 = S0 1W2S0 (32) 
alakra hozható, s a megoldhatóság szükséges feltételeit képező 
F2(Hn , H x , H2 ; Sx) = Sffl-'W2S0 (31') 
összefüggést átlós W, mátrixszal elégítsük ki. Az eljárás folytatása világos. 
A nehézség abban van, hogy az egyes közelítésekben az egyenleteket olyan 
mátrixokkal kell kielégítenünk, amelyek már nagyrészt meg vannak határozva, 
úgyhogy nem látható, vajon ezek az egyenletek valóban megoldhatók-e. Ismeretes 
azonban, hogy a klasszikus elméletben igen hasonló nehézség áll fenn. Ezek a 
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nehézségek legalább is a magasabb közelítések esetében kiküszöbölődnek, ha vala-
melyik közelítésben a rendszer nem-elfajulttá válik. 
Tegyük fel pl., hogy a 
q = q° + ;.q<1) + . .„ 
p =
 p
0 +; .p ( 1 ) + ... 
kifejezésekben a p(1), q(1) mátrixokat tényleg meghatároztuk, hogy tehát 
Q = q° + Aq(1), 
p = pO + Ap(1) 
mellett fennáll: 
H ( P Q ) = W0 + AW1 + P № + P Í U + ..., 
és legyen 
v0(nm) +Xv1{nm) ^ 0, ha n A tn. 
Jelölje a W0 f / W x mátrixot röviden H n ; a 
p = S P S 1 , 
q = S Q S 1 
feltevéssel élve, az 
S(Hó + 42H2 +ХЗН2 + . . . )S _ 1 = w 
feltételt kell teljesítenünk, ami az 1. fej. szerint az 
S = 1 + A2S2 + A 3 S 3 +. . . 
kifejezéssel elérhető. E megfontolások általánosítása arra az esetre, amikor csak 
az r-edik közelítésben jutunk nem-elfajult rendszerre, önként adódik.18 
Befejezésül fontosnak véljük, hogy rámutassunk: a klasszikus perturbáció-
elmélet sorai esetében ismert konvergencianehézségek, melyek a háromtestprobléma 
tárgyalásában oly nagy szerepet játszanak, itt a kvantumelméleti perturbációel-
méletben nem lépnek fel; inkább az várható, hogy itt a végesben haladó pályák 
általában is periodikusak. 
3. fejezet. Kapcsolat a hermitikus alakok sajátértékeinek elméletével 
1. §. Általános módszer. Az előzőkben a kvantumelméleti alapegyenletek meg-
oldását a klasszikus elmélet mintájához lehetőleg szorosan ragaszkodva munkáltuk 
ki. A perturbációszámítás ezen formalizmusa mögött azonban egy igen egyszerű, 
tisztán algebrai kapcsolat húzódik meg, és igazán megéri a fáradságot, hogy azt 
a felszínre hozzuk. Eltekintve ugyanis attól, hogy ily módon az elmélet matematikai 
szerkezetébe mélyebb bepillantást nyerünk, ebből még az az előny is származik, 
hogy értékesíthetjük a matematika készen álló módszereit és eredményeit. így az 
energiakonstansok („termek") új definíciójához fogunk jutni, mely aperiodikus 
mozgások, tehát folytonosan változó indexek esetén is érvényes marad. Ezen keresz-
tül kilátás van arra, hogy módszereket találjunk az energia közvetlen kiszámítására, 
a mozgásprobléma explicit megoldása nélkül, melyek a komplex integrálás Sommer-
feld-féle módszerének felelnek meg az eddigi elméletben. Ezek után megadhatjuk 
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majd az elfajult rendszerek kiterjedt osztályára a perturbációk teljes tárgyalását, 
ami a fent kifejtett perturbációs módszerekkel még nem volt lehetséges. 
Jellemezzen valamely / szabadsági fokú problémát a H(pq) energiafüggvény. 
Mindenek előtt választható olyan p", q" mátrixrendszer, amely a 2. fej. (3) alatt 
felírt felcserélési szabályokat minden esetre teljesíti: választhatjuk pl. a harmo-
nikus oszcillátorok kölcsönhatásmentes rendszerének megfelelő p.., q t mátrixokat. 
Ekkor, mint azt fent a 2. fej. 1. §-ban említettük, a dinamikai feladat, vagyis 
a pA, q t megoldás meghatározása, így is megfogalmazható: 
Olyan (p°qií) — (PA,qfc) transzformációt kell találnunk, mely a 2. fej. (3) egyen-
leteit változatlanul hagyja s ugyanakkor az energiamátrixot átlóssá teszi. 
A mátrixok transzformációit úgy tekinthetjük át legjobban, ha a mátrixokat 
mint transzformációk, ill. bilineáris alakok együttható-rendszereit fogjuk fel. Ezért 
előre bocsátjuk az ilyen alakok algebrájának néhány tételét. 
Minden л = (а(пт)) mátrixhoz tartozik egy a változók AT , .V 2 , ... és yk,y2, ... 
sorozatából képezett 
A (xy) = 2 a(nm)x„ym (I) 
nm 
bilineáris alak. Ha a mátrix hermitikus, azaz az a — (a(mn)) transzponált mátrix 
egyenlő az eredeti mátrix komplex-konjugáltjával: 
à = a*, a(mn) = a*(nm), (2) 
úgy az A alak valós értékeket vesz fel, hacsak az y„ változók helyére az .v„-ek komp-
lex-konjugáltjait helyettesítjük : 
A (xx*) = 2 a(nm)xnx* . (la) 
nm 
Szeretnénk itt emlékeztetni a könnyen igazolható 
(ab) = bá (3) 
szabályra. Vessük alá most az x„-eket lineáris transzformációnak: 
x„ = 2 v(/n)y, (4) 
I 
a \ = (i(ln)) komplex mátrix segítségével. 
Ekkor az A alak az 
A (XX*) = B( yy*) = 2 b(nm)y„y* (5) 
nm 
alakba megy át, ahol 
b(nm) = 2 v(nk)a(kl)v* (ml), 
kl 
vagy mátrix-írásmódban : 
b = vav*. (6) 
Azt mondjuk, hogy a b mátrix a-ból a v transzformációval áll elő. 
A b mátrix ismét hermitikus, minthogy (3) szerint fennáll: 
b =v*áv = v*a*v = b*. (7) 
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A V mátrixot ortogonálisnak* mondjuk, ha a megfelelő transzformációval 
szemben az 
E(xx*) = 2 x„x* 
n 
Hermite-féle egységforma invariáns; az imént nyert eredmény szerint ez akkor és 
csak akkor következik be, ha 
vv* = 1, vagy v * = v - 1 . (8) 
így pl. az 1. rész2.-§-ában említett permutációs mátrixok valós ortogonális mátrixok. 
Véges számú változó esetén — mint ismeretes —, valamely A alak ortogonális 
transzformáció segítségével mindenkor négyzetösszeg alakjára hozható (főtengely-
transzformáció)19: 
A(xx*) = 2 Wny„y*. (9) 
n 
A mátrixokra vonatkozóan ez a következőt jelenti: Van olyan mátrix, melyre fennáll 
vv* = l és vav* = vav_ 1 = W, (10) 
ahol W = ( lVnônm) átlós mátrix. 
Végtelen mátrixokra valamennyi eddig vizsgált esetben hasonló tétel érvényes; 
megtörténhet azonban, hogy a jobb oldalon az n index egy diszkrét számsorozat 
fnellett egy folytonos értéktartományt is befut, melynek (9)-ben és a (4) transz-
formációban egy-egy integrál-járulék felel meg.20 
A Wn mennyiségeket „sajátértékekének nevezik, azok összessége képezi az 
A alak „matematikai" spektrumát, mely ,,pontspektrum"-ból és „folytonos spekt-
rumébó l áll. Ez, mint látni fogjuk, azonos a fizika ,,termspektrum"-ával, míg a 
„frekvencia-spektrum" ebből különbségeket képezve áll elő. 
Ez a főtengely-transzformáció közvetlenül megadja dinamikai problémánk 
megoldását: olyan (p°q0) — (pq) transzformációt kell találnunk, mely a 2. fej. (3) 
egyenleteit változatlanul hagyja és ugyanakkor az energiamátrixot átlós alakra 
transzformálja. 
Az algebra fent idézett tétele szerint létezik olyan S ortogonális mátrix, melyre 
tehát fennáll 
SS* = 1, S * S = 1 . (11) 
amely rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy a 
Pk — Sp°S* = Sp2S_1,l
 ( 
qk = SqiJS* — Sq°S - 1 I 
transzformáció 1. a hermitikus p°, q° mátrixokat hermitikus pk. q t mátrixokba 
viszi át, 2. a 2. fej. (3) egyenleteit invariánsan hagyja, 3. az energiát a 
H(pq) = S H l p V j S - ^ W (13) 
átlós mátrixba viszi át. 
A következőkben megvizsgáljuk ezen megoldás egyértelműségét, mindenek 
előtt azt, hogy valamely másik T ortogonális transzformáció segítségével nem nyer-
* Ma unitérnek mondjuk az ilyen mátrixot. (Ford. megj.) 
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hetünk-e más energia-értékeket. Tegyük fel, hogy 
TH(p0q0)T_ 1 = W 
átlós mátrix, mely különbözik W-tőI. Ekkor 
T S ^ H S ^ S T ^ T S ^ W í T S 1 ) - 1 
adódnék, és kérdésünk azt jelenti, hogy lehetséges-e valamely W átlós mátrixból 
W' = M W M - \ MM* = 1 (14) 
szerint egy másik átlós mátrixot képezni oly módon, hogy W' ne az átlós elemek 
permutálása útján álljon elő W-bőI. 
A (14) egyenlet így írható: 
W'M MW = 0, 
azt fejezi ki tehát, hogy 
M(nm){Wn-Wm) = 0. (14a) 
Az M mátrix ortogonális voltából az m = n speciális esetben következik 
2 \M(nk)\2 = 1, 2 \M(kn)\2 = 1; 
к к 
következésképpen rögzített n mellett sem az M(nk), sem az M(kn) mátrixelemek 
nem tűnhetnek el mind. Ekkor pedig (14a) azt adja, hogy minden /г-hez bizonyosan 
tartozik olyan m, amelyre teljesül W'n = W,„, azaz а И^-ек között valamennyi 
W'„ fellép. Ugyanígy következtethetünk ennek megfordítására is. 
így tehát a (12)-ből (meghatározott p", qJJ mellett) nyerhető valamennyi-
megoldás a stacionárius állapotok energiáira ugyanazon értékeket szolgáltatja, 
összhangban a 2. fej.-ben kimondott sejtéssel, mely szerint a fellépő energiákat 
a dinamikai alapegyenletek mindenkor egyértelműen meghatározzák. 
Az elfajult rendszereket az jellemzi, hogy többszörös sajátértékek lépnek fel. 
A Wn sajátérték multiplicitása, azaz a (4) egyenlet lineárisan független v(ln) meg-
oldásainak száma a szóban forgó állapot statisztikus súlyát adja meg. 
A (9) egyenlet fontossága a mi fizikai elméletünk számára abban rejlik, hogy 
a véges vagy korlátos végtelen alakok elméletében különböző módszerek állnak 
rendelkezésre21, melyekkel valamely alak sajátértékei meghatározhatók anélkül, 
hogy a transzformációt a valóságban elvégeznénk. Remélhető, hogy az ilyen 
módszerek bizonyos fizikai rendszerek későbbi tárgyalása során majd jó szol-
gálatokat tesznek. 
2. §. Alkalmazás a perturbációelméletre. A következőkben meg kívánjuk mu-
tatni, hogy a dinamikai probléma itt kifejtett algebrai felfogása nem csak pontosan 
azokhoz a képletekhez vezet, amelyeket korábban (1. fej. 4. §) a klasszikus mechanika 
perturbációelmélete nyomán vezettünk le, hanem az elfajult rendszerek tárgyalása 
esetében még jelentékenyen felette is áll az eddigi elméletnek, 
ismét feltesszük tehát, hogy H ilyen alakú: 
H = H0 + 2Hj + 22H2 + . . . , 
ahol a H 0 meghatározta dinamikai problémának p°, q° megoldása. Ezeket a meny-
nyiségeket választjuk kiindulásképpen; ezekből kell egy S ortogonális transzfor-
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mációval a p t , qA mennyiségeket meghatároznunk. Természetesen H feltételezett 
alakja elvileg nem jelenti az általánosság korlátozását, minthogy H-ból mindenkor 
leválasztható a tetszőleges, kívánt alakú H0 ; csak a A szerint haladó hatványsor 
konvergenciája függ majd lényegesen H 0 alkalmas választásától. 
Abból a célból, hogy a 
. Hтп
 1
 m n 
тп 
hermitikus alakot főtengelyekre transzformáljuk, mint ismeretes, a következő-
képpen járhatunk el: 
Keressük a 
fVxk-2 H(kl)x, = 0 (15) 
I 
lineáris egyenletek megoldását; ez csak a W paraméter bizonyos értékei mellett 
lehetséges, nevezetesen ha W = W„, ahol Wn a sajátértékek (energiaértékek) jelö-
lésére szolgál. Mindenek előtt feltesszük, hogy nincs elfajulás, azaz а И^-ек mind 
különbözők. Ekkor minden h^-hez tartozik egy-egy xk = xkn megoldás, mely egy 
állandó erejéig meg van határozva; fennáll tehát a 
Wnxkn-ZH(kl)x,n = 0, 
I 
és a 
Wmxtm-2 rt*(kl)xfm = 0 
I 
azonosság. Szorozzuk meg az elsőt x*m-gal, a másodikat .v4„-nel és összegezzünk 
A-ra. Kivonással kapjuk H hermitikus jellege folytán: 
( W „ - I V J Z ^ x L = 0 . 
к 
Az arányossági tényező alkalmas választásával elérhető továbbá, hogy 
Z xknxkn = 1 
к 
legyen. Következésképpen az л'
ь
,-ек alkotta 
S = (v*„) 
ortogonális mátrix. Ez éppen az, mely az adott alakot négyzetösszeggé transzfor-
málja; ha ugyanis az 
xk — 2 хкпУп 
n 
kifejezést az adott alakba helyettesítjük, kapjuk: 
^ H(kl)xkx* = 2 2 H{kl)xkmxlymy*n 
kl kl mn 
= 2 2 Wmx,mxf„ymyt 
тп l 
= 2 Wmymy*m. 
m 
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Feltevésünk szerint a (15) egyenlet együtthatói a következő alakúak: 
H (kl) = Skl W? + XH, (kl) + /2Я2 (kl) + ... 
Ennek megfelelően (15) megoldását a 
W= W° + kWw + k2Wt2>+... 
xk = x°k + Xxí1) + Á2xl2) + - (16) 
alakú sorok segítségével kíséreljük meg előállítani. Helyettesítsük be ezt (15)-be, 
lev az 
a) 4(W°-Wg) = 0, , 
b) x}k)(W°-W£) = - x°k H^(kl)x4, 
1
 > 
c) xl2> ( - Wk°) = - (xi1» W(1> + xí0> W(2,) + 
+ 2(Hw(kl)x\^ + H(2>(kl)x',0>) I 
(17) 
közelítő egyenleteket kapjuk. A (17a) egyenletből következik, hogy (C-nek meg 
kell egyeznie a Wk-k valamelyikével, ellenkező esetben ugyanis valamennyi x° el-
tűnnék, s ekkor a következő közelítő egyenletekből rendre következtethetnénk 
•x*
1
*, -42)> ••• eltűnésére. 
Tegyük fel, hogy a kiindulásképpen választott rendszer nem-elfajult, azaz: 
hogy valamennyi különböző; ekkor (17a) megoldása: 
W IV«-r r
 n J x°nn = y°n-, X°kn = 0, h a k+n. 
(18) 
Itt y„ tetszőleges szám. 
Helyettesítsük be ezt (17b)-be; ekkor a k = n, ill. k^n esetben kapjuk: 
0 = j®(— Ww + Hm(nn)), 
x£x>( 1C„° - W?) = Hn) (kri)y°n, k + n. 
A megoldás tehát így hangzik: 
W™=H™(nri)- ha k + n, (19) 
ahol y'nl) ismét tetszőleges szám. 
Hasonlóképpen következik (17c)-ből: 
{n )
 h f v°(/«) 
y ( 2 ) _ v ( 2 ) 
-
vnn Jn 5 
y (2) Xkn J J_ 2 " U 2 r V„ 
Я
(1> (kl) Hw(ln) Hw (nn) H(1) (kn) 
(kn)v0(ln) 
H™(kn) ! H^(krí) 
hv0(kn) )Уп hv0(kn) 
h2v0(knf 
(20) 
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Ugyanilyen könnyen nyerjük a megoldást harmadik közelítésben; csak az energia-
értéket adjuk meg: 
Wto = H*Hnn)- ' V' H^nl)H^ln) + H^nl)HP\lrí)  
h Y v0(ln) 
+ i [ z Я ( 1 ) ( И / )^ ) (У ) ( М - нт(пп) X j 
h2 \ и v0(ln)v0(kn) Y v0(/n)2 ) 
Az egyelőre önkényes yj,0), ylv, ... mennyiségek arra szolgálnak, hogy segít-
ségükkel normáljuk a megoldást (az ortogonalitás önmagától teljesül); az 
2 XknXkn = 1 
к 
feltételbe behelyettesítve az 
. v , „ = + + + . . . 
у
 vo „*0 _ 1 
kifejezést, a Г 
ZixLxt^+xiVxtS) = 0 
egyenleteket nyerjük. Ha ide behelyettesítjük az imént talált megoldást, rendre 
kapjuk : 
\y№ = h 
У°ПУ*
П
Ш+У?УР = О, 
Legyen most = а(„р) е1">"(р\ (21> 
ekkor kapjuk: 
al = 1, 
2а'1 ' c o s ^ - ç » « ) = О, 
(22). 
2fl<'> cos (^-<?<>>) = ...). 
А ц>1, (рР, ... fázisállandók tehát tetszés szerint választhatók; ekkor az a°„, a ' 1 ' , ... 
mennyiségek szukcesszíve kiszámíthatók és egyértelműen meg vannak határozva. 
Ez összhangban áll korábban (3. §) talált eredményünkkel, mely szerint S átlós, 
elemeinek fázisai határozatlanok maradnak. 
Helyettesítsük be a talált a" = 1, . . . értékeket (21)-be, ezt pedig a (18), (19), (20) kép-
letekbe; ekkor látjuk, hogy a korábban elvégzett „perturbációszámítás" éppen 
azt a megoldást szolgáltatta, amelyhez eltűnő (p(„p) fázisok tartoznak, S átlós elemei 
tehát valósak. 
Vegyük most szemügyre azt az esetet, amikor a kiindulásképpen választott 
rendszer elfajult. Legyen И7" egy /--szeres sajátérték, azaz legyen a (17a) egyenlet 
menoldása 
W = W„; < „ - y l „ , < „ + 1 = j2j„ ... (23) 
•^ n,n + r— 1 Уг,п> 
x*kn = 0, ha к jí n, n + 1, ..., n + r — 1. 
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Ekkor (17b) bal oldala a 
к = n, n + 1, ..., n+r—l 
•értékekre eltűnik; ily módon az r számú 
Wwyl~ZHa)(n + k,n + l)fln = 0 (fc = 1,2, ...,r) (24) i = i 
•egyenletből álló egyenletrendszerre jutunk, melynek együtthatói ismét hermitikus 
mátrixot alkotnak. 
Ha az együtthatók determinánsát zérussal tesszük egyenlővé, úgy И/(1,-ге 
v-edfokú szekuláris egyenletet nyerünk: 
det (\¥ш0
к1-Н
ш(п+к,п + 1)) = 0, (25) 
melynek gyökei bizonyosan valósak. Minden gyökhöz (24)-nek egy vagy több füg-
getlen megoldása tartozik. 
Kiválasztva egy ilyen megoldást, ezzel a közelítő eljárást folytathatjuk; itt 
azonban ezt nem fejtjük ki részletesen. 
Megelégszünk azzal, hogy beláttuk: algebrai módszerünkkel tárgyalni tudunk 
minden véges multiplicitású elfajulást, azaz vissza tudjuk vezetni a problémát al-
gebrai egyenletek megoldására. Ha pl. minden sajátérték kétszeres, vagyis ha mind-
egyik sajátértékhez tartozik egy-egy eltűnő v0(nm) frekvencia, úgy a perturbációs 
probléma másodfokú egyenletre vezet: 
Wfl)-H(1)(n,n) — Ha)(n,n+ 1) 
- Я
( 1
' ( л + 1 , и ) B/(1) —Я ( 1 ) (л+ 1, л + 1 ) = ° ' 
Ezzel az esettel állunk szemben, ha két, eredetileg egyforma, nem-elfajult rendszer 
(mely rendszerek frekvenciáitól megkívánjuk, hogy azok valamennyien különbözők 
legyenek) között valamiféle erők csatolást létesítenek. 
Érdekes továbbá a 
2 Xkn — 1 
к 
ortogonalitási összefüggés jelentése elfajult rendszerek esetében. Tekintettel (23)-ra 
ez az összefüggés a 
i = I 
összefüggésbe megy át. Innen következik, hogy ha m az n, n+ 1, ..., n+r — 1 soro-
zatot alkotó számok valamelyike, а к szám pedig nem fordul elő e sorozatban, a 
П+2 1pa(mk)p*°(mk) 
m = n 
"
+2 1 q°(mk)q^(mk) 
m=n 
összegek elfajulás esetén is meg vannak határozva, azaz: ezek az összegek invari-
ánsok azon transzformációkkal szemben, amelyek a 2. fej. (19) képlete szerint, 
elfajulás esetén valamely p, q megoldásból attól lényegesen különböző p', q' meg-
oldást állítanak elő. Ez az eredmény matematikai kifejezést ad az ún. spektrosz-
kópiai stabilitásnak, mely a finomszerkezet-intenzitások újabb elméleteiben (vö. 
4. fej.) fontos szerepet játszott. 
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3. §. Folytonos spektrumok. A folytonos és vonalas spektrumok egyidejű fel-
lépte ugyanazon mozgásegyenletek és feleserélési összefüggések megoldásaiként az 
új elmélet különösen lényeges vonásának látszott számunkra. A spektrumok két 
fajának e szoros kapcsolata ellenére azonban mind matematikai, mind fizikai szem-
pontból jellegzetes különbségek állnak fenn közöttük, melyek megfelelnek a Fou-
rier-sor és a Fourier-integrál között a klasszikus elméletben fennálló különbségnek; 
ezért szükségesnek véljük, hogy a folytonos spektrumok tárgyalását is nagy vona-
lakban kifejtsük itt. A végtelen kvadratikus alakok esetében fellépő folytonos 
spektrumok matematikai elméletét Hilbert alapvető vizsgálatai nyomán Hellinger 
(1. с.) fejtette ki részletesen korlátos kvadratikus alakok esetére. Ha itt vesszük 
magunknak a szabadságot, hogy Hellinger eredményeit átvigyük a nálunk fellépő 
nem-korlátos alakokra, úgy ez azért látszik számunkra jogosnak, mert Hellinger 
módszerei nyilvánvalóan teljes mértékben megfelelnek a kitűzött feladat fizikai 
értelmének. 
Vegyük először szemügyre röviden problémánk klasszikus megfelelőjét, az 
aperiodikus mozgást és annak Fourier-integrálelőállítását. Míg egy Fourier-sorban 
valamely е2кЫ rezgéshez mindenkor egy meghatározott a(v) amplitúdó tartozik, 
a Fourier-integrál esetében a(v) helyére egy q>{y)dv alakú mennyiség lép, ahol a 
<p(v) a dv frekvenciaközhöz rendelt amplitúdósűrűségnek nevezhető. Fizikai szem-
pontból közvetlenül nyilvánvaló, hogy bármely mennyiség, pl. az intenzitás, a 
polarizáció sít., hasonlóképpen mindenkor csak v és v + dv közrefogta dv frekven-
ciaközre vonatkoztatható, nem rendelhető hozzá azonban valamely meghatározott 
frekvenciához magához. Egészen hasonló viszonyokat kell várnunk a kvantum-
mechanikában is. A q(kl) mennyiségek helyére q{k\V)dW, ill. q(WW')d\VdW 
alakú mennyiségek lépnek aszerint, hogy a két index közül egy fekszik-e a folytonos 
tartományban, vagy pedig mind a kettő. Még magának a W energiának a helyére 
is a dv közre vonatkoztatott „összenergiának" kell majd lépnie, hiszen a folytonos 
tartományban annak valószínűsége, hogy az atom valamely meghatározott W 
energiával rendelkezzék, zérussal egyenlő. Abból a célból, hogy e kérdések körül 
világosságot teremtsünk, a következőkben Hellinger nyomán röviden vázoljuk a 
matematikai elméletet. 
Végtelen kvadratikus alakok esetében megtörténhet, hogy a 
2 H{rnri)xmx* 
mn 
alak ortogonális transzformáció segítségével nem hozható а 2^/пУпУп alakra. 
n 
Ekkor a korlátos alakokra vonatkozó eredmények mintájára feltehetjük, hogy 
létezik egy folytonos spektrumot tartalmazó 
^ H(rnn)xmX* = 2 Wny„y*n + / W(<p)y(cp)y*(cp)d<p (26) 
mn n 
előállítás, ahol is az eredeti változók „ortogonális transzformáción" keresztül függ-
nek össze az új y„,y(q>) változókkal; csak azt kell pontosabban kifejtenünk, mit 
értünk itt ortogonális transzformáción. 
Vegyük szemügyre ismét a (15) lineáris egyenleteket: 
Wxk-2 H(kl)x, = 0; (27) 
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a (26) képletben akkor lép fel integrál-járulék, ha nem csak diszkrét W„ értékek 
léteznek, melyekre ezek az egyenletek megoldhatók, hanem létezik az ilyen W érté-
keknek egy kontinuuma: a IL-tengely egy vagy több szakasza (folytonos spektrum). 
E kontinuum valamely W pontjához tartozik tehát egy x f f V ) megoldás (esetleg 
több megoldás is; ezt az esetet itt az egyszerűség kedvéért kizárjuk). Két ilyen 
W érték, W' és W" esetére felírhatok tehát a 
W'xk{W')-2 H{kl)xfW') = 0, 
W"xt{W")-2 H*(kl)x*(W") = 0 (28) 
I 
egyenletek, melyekből — mint fent — következtethetünk 
(W'~ W")2xk(W')xk(W") = 0 (29) 
к 
fennállására. 
Ha megkíséreljük kiegészíteni ezeket az ortogonalitási összefüggéseket a 
2\х
к
(Ю\* = 1 
к 
normálási feltétellel, úgy látjuk, hogy a 
2xk{W')xk(W") 
kétváltozós függvénynek csúnya diszkontinuitása volna, amennyiben ez a függvény 
egyáltalán léteznék. Valójában a szemügyre vett összeg nem konvergál, így tehát 
nem is állít elő semmiféle függvényt. 
Ennélfogva szükségünk van a normálás valamely más fajtájára. írjuk Hellinger 
nyomán : 
2\fxk{W)dW\* = <p(W). (30) 
к 
A bal oldalon álló sor általában konvergens és egy monoton q>(W) függvényt 
állít elő, mely bizonyos megszorításokkal önkényesen választható, hiszen az xk(W)-k 
csupán egy Ar-tól független tényező erejéig vannak meghatározva. Az xk( W) meg-
oldásokat rögzítő ezen (p{W) függvény fizikai jelentésével később foglalkozunk 
részletesen. Hellinger cp(ÍV)-1 „bázisfüggvény"-nek nevezi és megmutatja, hogy az 
ortogonalitási feltételek a következő alakra hozhatók: Legyen Ak és A2 a folytonos 
spektrum két számköze, zl12 pedig a közös részük (mely üres is lehet); ekkor fenn-
áll: 
2 Jxk{W')dW' f xk(W")dW" = J dcp{W) (31) 
k
 Al J2 AÍ2 
= <p(W™)-cp{Wm), 
ahol fV(2) a Av, köz végpontjai. Ha tehát a Ak, A2 számközök nem fedik át 
egymást, a jobb oldalon zérus áll. 
Ha a Ax, A2, A12 közöket igen kicsinyeknek gondoljuk el, úgy szimbolikusan 
írható: 
2 xk(W')dW'-xk(W")dW" = dy(W). (32) 
к 
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Ez az összefüggés kézenfekvővé teszi a gondolatot, hogy az xk(W)dW mennyiségek-
kel általában mint (27) „differenciáImegoldásai"-val operáljunk; itt arra kell csupán 
ügyelnünk, hogy a megfelelő egyenleteket mindenkor a (31) minta szerint kell ér-
telmeznünk; ezek a differenciálmegoldások azután közönséges értelemben ortogo-
nálisak, de nem l-re, hanem a cp(fV) bázisfüggvény differenciáljára vannak normáivá. 
Az xkn diszkrét értékek, valamint az egyik indexben diszkrét, a másik index ér-
tékeire folytonosan eloszló xk(W)-k összessége képezi az 
S = {xkn,xk(W)dW) 
„ortogonális" mátrix elemeit, mely vázlatosan így szemléltethető: 
S = (33) 
Az egész mátrixra vonatkozó ortogonalitási és normálási feltételek négy különböző 
típusba sorolhatók: 
2 Xkm Xkn ^mn " 
к 
2 xknx*(W)dW = 0 ; 2 xk(W)dW-xt„ = 0 ; 
2 xk{W')dW'xt(W")dW" = d(f. 
к 
(34) 
Felírhatjuk az oszlopokra vonatkozó ortogonalitási összefüggéseket is; ezek 
így festenek: 
"xk(W)dW-xt(W)d\V 
2 Xk„x*„ + dq 
= 2 Xkn хГп + / ~ x k ( W)xf ( W) = öu ; 
(35) 
dœ 
Ezen mátrix segítségével kell az ,v„-eket az új y„, y(<p)d(p változókba transz-
formálni; legyen: 
Уп
 =
 2 xkn • xk, 
y(<p)dq = 2xk(W)dW-xk. 
к 
Egyszerű számítással nyerjük: 
2 Wnyny*n + /' W(cp)y(<p)y*(q)dq = 2 H(kl)xkxf. 
n j kl 
Ezzel végrehajtottuk a főtengelytranszformációt. 
(36) 
(37) 
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Vizsgáljuk meg most, milyen előállítást nyerünk a koordináta- és impulzus-
mátrixokra ezen ortogonális transzformáció segítségével, azaz: mit jelentenek itt a 
P = SpoS"1 (38) 
q = S q n S 1 
egyenletek, vagy általában 
f(pq) = Sf(pnqo)S_1. (39) 
Pl. a p mátrix így kapott elemei négy típusba sorolhatók: 
P(mn) = 2 xLP°(kl)xln, 
kl 
p(mW)dW = 2 XkmP°(kl)xl(W)dW, 
(40) 
p(Wrí)d\V = 2 x$(W)dW-p°(kl)xln, 
kl 
p(W' W'jdW'dW" = 2 xt(W')dW'p°(kl)xl(W")dW". 
kl 
Hasonló módon általánosságban korábban kifejezésre juttatott várakozásunknak 
megfelelően a p(mri) amplitúdó helyére egy folytonosan változó index esetén 
p(m\V)dW „amplitúdósűrűség" lép, melyet valamely dW közre vonatkoztatunk. 
Itt nem szükséges, hogy folytonosan változó indexnek éppen az energiát válasz-
szuk. Az energia helyett bevezethetjük pl. a cp(W) mennyiséget. Ekkor p(mW)dW 
dW 
helyét pimw) —r—dtp foglalná el. Végül a W. energiát a folytonos esetben a W((p)dq> 
dq> 
mennyiség helyettesíti. Az egyes atom energiája helyére egyfajta összenergia lép 
tehát, melyet a dW közre vonatkoztathatunk. Ennek folytán d(p lényegében a W 
és W+dW közbe eső energiával rendelkező atomok számát jelenti, vagy annak 
a priori valószínűségét, hogy az atom energiája W és W+dW közé esik. Itt ismer-
hetjük fel a legvilágosabban a különbséget egyrészről a diszkrét stacionárius álla-
potok, másrészről a folytonos állapotsokaságok között, és látjuk, hogy a statisz-
tikus súlyok problémája egyszerű kapcsolatban áll a (27) megoldás normálásának 
kérdésével. Diszkrét állapotok esetében, ha nincsenek többszörös sajátértékek, azt 
az egyszerű fizikai feltevést tesszük, hogy minden állapot statisztikus súlya 1 legyen. 
Ennek az felel meg, hogy az x^-eket a 
2 xkn xkn — 1 J 
kn 
követelmény szerint normáltuk. Folytonos állapotsokaságok esetében az a priori 
valószínűségeket nem lehetett ily egyszerűen rögzíteni; azok meghatározásához, 
s ezzel együtt a cp függvény meghatározásához az adott probléma behatóbb vizs-
gálatára van szükség. Ennek folytán lehetséges, hogy a folytonos spektrumok ese-
tében az átmeneti valószínűségek összefüggése az amplitúdókkal valamivel bonyo-
lultabb alakot ölt, mint a vonalas spektrumok esetében. 
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A (40) mintának megfelelően előállított p. q vagy f(pq) mátrixok általában az 
alábbi szkéma segítségével szemléltethetők: 
Ezen szkéma fizikai jelentése nyilvánvaló. 
Négy fajta „átmenet" van, melyek egyszerű analogonjai a hidrogén atom 
eddigi elméletében posztulált „átmeneteknek": I. ellipszisről ellipszisre, 2. ellip-
szisről hiperbolára, 3. hiperboláról ellipszisre, 4. hiperboláról hiberbolára. 
A (38) és (40) képletekkel szemben még felhozható az az ellenvetés, hogy a 
jobb oldalion álló végtelen összegek egyes esetekben bizonyosan nem konvergálnak, 
így tehát nem is állítanak elő semmiféle függvényt, hiszen a klasszikus elméletben 
is megtörténik olykor, hogy valamely f(pq) függvény előállítása Fourier-integrál 
segítségével nem lehetséges, pl. akkor ha a szóban forgó f függvények a t idő nagy 
értékeire az időben lineárisan növekszenek (ez általában érvényes a koordinátára). 
Erre az ellenvetésre azt válaszolhatjuk azonban, hogy az atomok megfigyelhető 
hatásai (pl. a sugárzás, valamely más atomra kifejtett erő stb.) általában nem tar-
toznak a függvényeknek ehhez a fajtájához, hogy tehát az ezeknek megfelelő (40) 
típusú összegek minden bizonnyal konvergálnak. 
4. fejezet. Az elmélet fizikai alkalmazásai 
1. §. Tételek az impulzusról és az impulzusmomentumról ; intenzitásképletek és 
kiválasztási szabályok. Az előzőkben megalapozott általános elmélet alkalmazása-
képpen most vezessük le az impulzusmomentum „kvantálására" vonatkozó ismert 
megállapításokat; vezessünk le továbbá néhány evvel összefüggő törvényszerűséget. 
Egyszersmind megismerünk majd néhány jellegzetes példát a kvantummechanikai 
mozgásegyenletek integrálására. A korábban tárgyalt perturbációs módszerek ter-
mészetesen csak akkor alkalmazhatók sikerrel, ha az integrálást egy sor különösen 
egyszerű példa esetében, melyeket perturbálatlan rendszernek (H0) választhatunk, 
előzőleg más módszerrel elvégeztük. A kvantummechanikai mozgásegyenletek ese-
tében, melyeket a mátrixegyenletek egyes komponenseinek felírásával nyerünk, 
azzal a különleges nehézséggel találjuk szemben magunkat, hogy — eltekintve a 
harmonikus oszcillátor példájától — minden egyes egyenletben végtelen sok isme-
retlen lép fel. Az alábbiakban többször felhasználásra kerül és — úgy látszik — 
igen gyakran alkalmazható e nehézségek leküzdésére az eljárás, melyet a következők-
ben ismertetünk. A klasszikus elmélet analógiájára mindenek előtt mozgásinteg-
rálokat keresünk, azaz olyan A(p, q) függvényeket, amelyek a mozgásegyenletek és a 
felcserélési összefüggések folyományaképpen időben állandók és így nem-elfajult 
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periodikus rendszerek esetében átlós mátrix alakját öltik. Legyen <p(p, q) valamely 
függvény; a 
<p\ — Aqp = \|/ 
különbség a felcserélési szabályok segítségével kiszámítható. Ha A átlós mátrix, 
úgy olyan egyenletek rendszerét nyerjük, amelyek mindegyike csak véges számú 
ismeretlent tartalmaz, mégpedig a <p és \|/ mátrixok egy-egy komponensét (és A-nak 
két-két átlós elemét). 
Ha Descartes-koordináták használata mellett H = H'(p) + H"(q) — ami te-
hát a relativisztikus mechanikát is magában foglalja — azonnal látható, hogy az 
39Î impulzusmomentum 
/ / 3 
m , = 2 (Pky4k:-4kyPkz), k = 1 
f / 3 
Щ = 2(Pkz4kx-4kzVkx)> ( i) 
k = l 
f / 3 
* = 1 
komponensei ugyanazon általános feltételek mellett lesznek állandók, mint a klasz-
szikus elméletben. Mondjuk M. idő szerint képezett deriváltjára ugyanis 
M = у(я) + ф(р) 
alakú összeg adódik, és abból, hogy az összes p egymás között és az összes q egy-
más között felcserélhető', következik, hogy <p és v|* ugyanazon feltételek mellett 
tűnik el, mint a klasszikus elméletben. 
Ugyanezt a megjegyzést alkalmazhatjuk a 
f / 3 f / 3 
P = 2 Pk, azaz pA = 2 Pkx, ••• k=1 *=1 
transzlációs impulzusra is, mely ugyancsak állandónak adódik. Érvényes tehát a 
tömegközéppont-tétel is, éppúgy, mint a klasszikus elméletben. 
Itt mindjárt feljegyzünk egy később felhasználásra kerülő képletet, melyet a 
2. fej. (3) felcserélési összefüggésekből lehet levezetni. Kapjuk: 
M A M V - M V M A = 2 { ( P k y 4 k z ~ 4 k y V i J ( V i z 4 i x - 4 i z V i x ) 
kl 
- (Pkz qkx - 4kzPkx) (Р/^ Ч/г - q/vP/z)} = 
= 2{Pk,.4(x(q*zPiz-P/2q*z) kl 
+q*>pix(ptzqiz - qxz plz).} = 
= 2n i^ f (ЪхЧку - 4avPE>)-
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azaz 
Mj-Mj, — М,,М
Л
- = eM, (е = 2тЬ)- ( 3 ) 
Ebből a képletből egyébként közvetlenül látható, hogy a felületi tétel — éppúgy, 
mint a klasszikus mechanikában — mindenkor vagy legfeljebb egy vagy mind a 
három tengelyre érvényes. 
A következőkben feltesszük, hogy a szemügyre vett probléma, ha azt az előző 
fejezetben kifejlesztett módszerekkel tárgyaljuk, diszkrét energiaértékekre (pont-
spektrumra) vezet. Ha valamely nem-eljajult rendszer esetében M. = 0 (ez fennáll 
pl., ha az atomra a z-tengely körül szimmetriával rendelkező erők hatnak), úgy 
M.-nek átlós mátrixnak kell lennie; az egyes átlós elemek az atom z-tengelyre vo-
natkoztatott impulzusmomentumának tekintendők az atom egyes állapotaiban. 
Az elektronok mozgásainak vizsgálata céljából vegyük tekintetbe mindenek előtt, 
hogy (l)-ből 
q ízMz — M z q I z = 0 (4) 
következik, ami Mz(nm) = önmM:n folytán a következőt jelenti: 
qlz(nm)(Mzn-Mzm) = 0. (5) 
Látjuk: Olyan kvantumugrás esetén, amely során az Mz impulzusmomentum meg-
változik, a kibocsátott ,,gömbhulláin" „rezgési síkja" merőleges a z-tengelyre. Kap-
juk továbbá: 
q,xMz Mzq IX = — eq(>, 1 
q ; j , M z M z q ; j , = eqíx, j <6) 
azaz 
qlx(nm) (.Mzn - Mzm) = - sqly(nm)A 
qly (nm) (Mzn - Mzm) = eqlz (nm). ) 
Az M, változása nélkül végbemenő kvantumugrások esetében a kibocsátott fény a 
z-tengellyel párhuzamosan lineárpoláros. A (7) képletből következik továbbá: 
I (Mzn - MzmY - ^ j qln (nm) = 0 (q = x,y). (8) 
Levonhatjuk a következtetést: Minden egyes kvantumugrás során Mz„ 0-val vagy 
h 
±-—vei változik. Az utóbbi esetben kisugárzott fény (7) szerint cirkulárpoláros. 2n 
Az Mz lehetséges megváltozásaira fent nyert eredmény alapján Mzn a következő 
alakban állítható elő: 
Mzn = ~ ( n i + C) (n,= . . . - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . ) . (9) 
Ha léteznének olyan állapotok, amelyek impulzusmomentuma nem illik bele ebbe 
a sorozatba, úgy ez utóbbiak, valamint a (9) alatt megadottak között nem volna 
lehetséges átmenet, sem pedig bármiféle kölcsönhatás. A (9) összefüggés alapján 
n-et két összetevőre bonthatjuk fel, melyek egyike a (9) alatt bevezetett nx szám, 
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M (10') 
míg a másik, melyet w2-vel jelölünk, az ugyanazon nrhez tartozó különböző' я-eket 
különbözteti meg. Mátrixaink ekkor négydimenziósak lesznek, és az elektron moz-
gásaira vonatkozóan nyert eredményeink így foglalhatók össze: 
qlz{nm) = <5ni mi qlz(nm); (10) 
Чи(пт) = <5X> |„,_mi| qlx(nm), 
qly(nm) = <51( | n i _ m i | qly(nm)\ 
Qui" 1 ,n2-,n1±l,m2)Aiqly(nx,n2;n1±l,m2) ~ 0. (10") 
A (4) és (6) egyenletekből következik továbbá, hogy 
q ? M : - M : q r = 0; (11) 
itt a q,2 = qj2 = q2x + q,2 + q2z jelölést alkalmaztuk. 
Ez az összefüggés azt jelenti, hogy q2 az nx „kvantumszámra" nézve átlós 
mátrix. 
A (4—7) és (10), (11) összefüggések akkor is helyesek maradnak, ha q í x , qly, q,r 
helyére a 
Pix- Piy, Píz vagy az M x . M v , M. 
mátrixokat helyettesítjük. 
Speciálisan fennáll: 
Mx(nm) = <51>[Л1_т1| Mx(nm); My(nm) = óu„^mi}My(nm), 1 
I V 7 
Mx(nx,n2, nx+\, m2) +iMy(nx, n2; nx±l, m2) = 0. 1 
Átlós alakú továbbá [vö. (1)] az 5Ш2 = M 2 = M 2 + M 2 . + M? mátrix is « r r e nézve; 
fennáll ugyanis: 
M 2M_.-M..M 2= 0. (13) 
Olyan rendszer esetében, amelyre mind a három felületi tétel érvényes, !)Ji 
állandó komponensei bizonyosan nem lehetnek mind átlós mátrixok. Ekkor ugyanis 
ezen komponensek mindegyikére alkalmazhatnánk a fent az M. = átlós mátrixra 
elvégzett megfontolásokat, ami ellentmondásokra vezetne. Az ilyen rendszer tehát 
szükségképpen elfajult. 
Vegyük most szemügyre a H = Н0 + ЯН1 + ... rendszert, mely a következő 
tulajdonságú: 2 = 0 esetén legyen érvényes mind a három felületi tétel. Ha 2 Л0, 
a rendszer legyen nem-elfajult; M_ azonban legyen továbbra is állandó. A H 0 energia 
független nx-től. Az eredmények, melyeket a 2 Л 0 eset vizsgálata során nyerünk, 
részben az elfajult H 0 rendszerre is átvihetők, ti. amennyiben azok függetlenek elő-
ször a k-t ól, másodszor a z-tengely kitüntetett irányától. 
A rendszer 2 = 0 esetén fennálló elfajulása azon keresztüljut kifejezésre, hogy 
d 
M x . Mv , — (M2) nem tartalmaz 2-ban nulladrendű (konstans) tagot. Így tehát 
v0(nm)Mv(nm) = 0 (q=x,y)-, 1 
vo(nm)M2(nm) = 0. J " ' 
Minthogy W0 a korábban bevezetett nx kvantumszámtól független, tehát 
v0(n1,n2\ m1,n2) = 0, míg v0(n1,n2; mx, mj) п2т±тг esetén mindenkor zérustól 
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különböző, (14)-ből következik: 
M«(nm) = 0
пгтг
М«(пт)А 
М°
г
 (пт) = 3
П2т2М°
2(пт). J ( ' 
A teljes impulzusmomentum négyzete, M"2 a (13), (15) képletek folytán átlós mátrix. 
A kettős összeg, mely az M°M° mátrixot állítja elő, egyszeres szummára reduká-
lódik: 
2 МЦпi По ; F] ко) М°(к
г
 k2 ; mx то) 
к, е2 
= Ь„
г
т2 2 Mxfhn^ky п2)М°(к1п2;т1 п2), 
( 1 6 ) 
mely tekintettel arra, hogy rögzített л2 mellett nx számára véges számú érték lehetséges 
(M°2 = М / + M f + M " ' s M f elemei nem függnek nx-től), véges számú tagot 
tartalmaz. Az M°, M", M? mátrixokra alkalmazott (3) összefüggésből az n2 meg-
határozott értéke mellett adódó egyenleteket összegezhetjük и,-ге ; rögzített in 
mellett kapjuk22: 
2 Mftiy n.2; mx n2) = 2 K + C ) i = 0. (17) 
nt m 47X 
Ha még tekintetbe vesszük, hogy (12) és (16) szerint a (17) összeg az n r e k minden 
egyes hiánytalan sorozatára eltűnik, úgy következik, hogy nx + С rögzített n, mellett 
lehetséges értékei hiánytalan sorozatot képeznek és a zérusra nézve szimmetrikusan 
fekszenek, tehát szükségképpen vagy egész számoknak, vagy „feles számoknak" 
(vagyis a ...— f , — 2, i , f , ••• sorozatba tartozó számoknak) kell lenniök. Ha a z-
tengelvre vonatkoztatott M, momentum s z á m á r a ^ + C) — helyett utólag bevezetjük 
2n 
az irodalomban eddig szokásos m --- jelölést, úgy megmutattuk tehát, hogy m-re az 
2n { m+ 1 
m kiválasztási szabály érvényes, és hogy m vagv „egész", vagy „feles" 
m - l 
szám. 
Eredményünk mutatja továbbá, hogy egyes állapotokra vonatkozó tilalmak, 
amilyenek pl. a hidrogén eddigi elméletében az elektron és a mag összeütközésének 
kizárására szükségesek voltak, az itt körvonalazott elméletben nem kapnak helyet. 
Most — túllépve az (5), (8) egyenleteken — megkíséreljük levezetni az alap-
egyenletekből a „teljes impulzusmomentum kvantumszámára" vonatkozó kivá-
lasztási elvet is, továbbá a Zeeman-effektusnál fellépő intenzitásokat. 
Emlékezzünk vissza e kiválasztási szabályok klasszikus elméletére: Ott csak 
arra van szükség, hogy bevezessük a koordinátarendszert, melynek Z-tengelye 
a teljes impulzusmomentum irányába mutat: az új koordináták használata mellett 
ugyanazon eredményeket nyerjük 9Jl-re vonatkozóan, mint előzőleg M.-re. Szer-
kesszünk tehát a klasszikus elmélet szellemében eljárva egy ilyen л', y', z' koordi-
nátarendszert. Ahhoz, hogy a z'-tengely a teljes impulzusmomentum irányába 
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mutasson, minden esetre fenn kell állnia a 
X 
M x  
M 
Mv M. 
+ y ~ + z 
M M 
összefüggésnek. (A 0 indexet a következőkben az egyszerűség kedvéért ismét elhagy-
juk az impulzusok, koordináták stb. mellől; a számítások mindenütt a 1 = 0 határ-
esetre vonatkoznak.) Úgy intézkedhetünk továbbá, hogy az x'-tengely az .v, y-sík-
ban feküdjék. Ezzel mindent rögzítettünk; fennáll: 
л- = y 
Mr My 
]'Ml У Ml ' ' 
У 
z(Ml r M':) — xM.Mx -yM.My 
м УMl + m]. 
Kíséreljünk meg a kvantummechanikában hasonló eljárást alkalmazni. Vezessük be 
a következő három mennyiséget: 
X, = q ( , M , ~ M,qJ j t, 
Y, - MA .q ( :M, + M rq, r M v - q , M . ,\1A. - lY1vM:q„,. 
(18) 
A keresett kiválasztási szabályok levezetéséhez szükséges még néhány felcserélési 
összefüggés, melyek (4)-től és (6)-ból adódnak (£ = 2 ~ : ) : 
qlxM2-M-q/A. = 2e(q/zMj.— M ;q,v) (19) 
és a q(>!. q,. mátrixokra vonatkozó, innen ciklikus felcseréléssel adódó egyenletek. 
Ekkor a (3), (4), (6) és (19) összefüggésekből következik23: 
X , M 2 - M 2 X , = 2eY,, 
Y,M2 —M2Y; = e(X,M2 + M2X,), 
Z,M2~M2Z,= 0. 
(20) 
Ezek az egyenletek egészen hasonlóak az M. kiválasztási szabályait meghatározó 
(4), (6) egyenletekhez; minthogy alább meg fogjuk mutatni, hogy a q i 2 , q,,,. qÍ2 
mátrixok valóban kifejezhetők X (, Y,. Z , lineáris függvényei alakjában, 1 = 0 mel-
lett időben állandó együtthatókkal, így (20)-bó! közvetlenül meghatározhatjuk az 
M-re érvényes kiválasztási szabályokat. Minthogy M2 átlós mátrix, (20)-ból követ-
ikezik : 
XMm) (Ml- M2n) = -2eY,(nm), 
Y Mm) (Mi-Mi) = гХМт)(М1+Mi), 
ZMm)(Mi-Mi) = 0. 
(21) 
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A (21) egyenletek közül az utolsó kimondja, hogy Z-ben nem lép fel olyan 
rezgés, mely M2 megváltozásának felelne meg. A két elsó' egyenletbó'l következik : 
A,(nm) j ( M l - Mf)2 -
 2ф2 (Ml + M2)J = 0. (22) 
Legyen most M'l = ( ф } ( ö » ' ~ ф)> a,n a kvantumszámok^valamely függvé-
nyét jelenti; ekkor (22)-ből kapjuk: 
Xfnm^-aJ2-\){(а„ + а„У-l) = 0, 
vagy el nem tűnő X,(nm) esetén: 
a „ = ± a m ± 1. (23) 
Nem jelenti az általánosság korlátozását, ha feltesszük, hogy a„, mindenkor pozítiv 
és Az í7,„-ek eszerint С, 1 + C , 2 + C, ... alakú sorozatot alkotnak, ahol а С 
állandó ír juk: am = ./ + i ; ekkor 
h ' 2 
M 2 = j ( j + l j - ^ l (24)' 
| . / + 1 
és /-re fennáll a / — -jj kiválasztási szabály. 
4-1 
Ez az eredmény formálisan emlékeztet M'2-пек a Landé-féle g-formulában 
szereplő értékeire. 
h 
Ha most ismét bevezetjük M. számára az m — jelölést, úgy (12)-ből, valamint az. 
2n 
M 2 = M 2 + M 2 + M? 
és 
( M j + í M j , ) (MA. - - Í My) = M 2 -ь м 2 - isM. = M2 - M: - /еМ. 
összefüggésekből kiolvasható : 
h 
Mx(j, m - 1 ; j, m) 4 iMy(j, m - 1 ;j, m) = — K/C/ + 1) - m(m - f ) , 
Mx(j,m;j,m- 1) -iMy(j,m;j, m- 1) = ^ )7'(i+ 1 ) - ш ( / и - 1). 
(25) 
Az m számnak adott j-hez tartozó maximális /«max értékét az jellemzi, hogy az 
rnmax — т т з х + 1 ugrások nem lépnek fel, azaz: hogy ezekre az ugrásokra pl. a (25) 
képletek közül az elsőnek a jobb oldala eltűnik. Ebből kapjuk: 
Eszerint j is csak „egész" vagy „feles" szám lehet. 
Az intenzitásképletek levezetése a Zeeman-effektus esetére, azaz a q ( x , q(y, q,r 
mátrixok /и-függésének meghatározása immár igen egyszerűnek látszik. A (18) 
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egyenleteket megoldva a q ( ï . q / y , q / : mátrixokra kapjuk a 
q,_. = (ZM- + eX, + Y , ) M - 2 , 
ч/.Х + = fz/ - q,.-(mz+îs) + /х,](мл - ím,)-1, 
q i x - / q „ = [ Z , - q i I ( M , - f e ) - i X ( ] ( M j e + / M , ) - 1 
( 2 6 ) 
összefüggéseket. Ezek az egyenletek megadják annak — korábban melló'zött — 
bizonyítását, hogy a q ( t , q(>>, q,_ mátrixok eló'állíthatók X,, Y,, Z, lineáris függ-
vényei alakjában, melyben az együtthatók 1 = 0 esetén az időtől függetlenek. A (26) 
egyenletek egyszersmind magukban foglalják a keresett intenzitásképleteket. Ahhoz, 
hogy ezt belássuk, mindenekelőtt megjegyezzük, hogy az X,, Y,, Z, mátrixok 
w-ben átlós alakúak. Fennáll ugyanis: 
X , M 2 - M Z X , = 0, 
Y,M- — M.Y, = 0, 
Z ( M r - M L Z , = 0. 
(27) 
Problémánk most két részre válik szét: a j—j ugrások és a j—j — 1 ugrások inten-
zitásának tárgyalására (a / '—/+] ugrások ekkor nem adnak semmi újat). Tárgyal-
juk először a j—j átmeneteket. Ezekhez tartozó elemek (20) szerint csak Z,-ben 
lépnek fel. Legyen ezen elemek jele Z,(j;m). Ekkor M. = m-~ figvelembe vétele 
2n 
mellett (26)-ból és (24)-ből kapjuk: 
q i Á i , m ) = f z l ( j , m ) J ( ^ T ) 
(<hx + igiy)Ü\ m - 1 ;./', m) = Z,(j, m-l) 2n 
~h i 
j(j+l)-m(m-l) 
7(7+1) 
, . w. . 2к 1 [j(j+ l) — m(m— 1) 
(hx - igiy) (7: m ,J, m ~ 1) = -j- Z,(j, m) |/ j(j+l)— 
(28) 
Abból a célból, hogy megkapjuk végül a Z,(/', m) mennyiség függését m-től, 
használjuk fel az 
MAly-qhMx = F.qh (29) 
összefüggést; ez esetünkben azt adja, hogy Z,(jm) nem függ m-tői. Ily módon a 
j—j átmenetekre kapjuk: 
<?;_- (jm) • (lu + iÇiy) ( j , m-l;j, m) : (qlx - iqly) ( j , m m -1) 
= m:Yj(j+ 1 ) — m(m— 1): Y j ( j + \) — m(m — 1). 
(30) 
Hasonlóan tárgyaljuk a j-j— 1 ugrásokat. Ezekre (21) szerint Xf j, m; j— 1, m) = 
£
 f 
. Y,(j, m ; j— 1, m). Ha az intenzitásokat (26)-ból Xt ( j , m;j — 1, m) segítsegevel 
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kifejezzük, kapjuk: 
Я I z(j, m;j-i,m) / — Xi(j, m; I'-ll l, m) J 
{4ix + illy)(Ám-\; j—\,m) 
= 7 — X,(j, m — \\j—\,m — \) • /77 
if+ 777 
(4i X - i<hy) ( j , m-,j-\,m-\) 
.2 n X,(J,m;j-l,m) Vj + m- 1 
j Yj - m 
(31) 
Abból a célból, hogy végül meghatározzuk az Xt(j, m; j— \,m) mennyiség függé-
sét 777-től, használjuk fel ismét a (29) összefüggést, melyből itt egyszerű számítás-
sal adódik: 
X,(j, m-.i-l,/77) = AU,j-l)\íj2-m2. 
Ily módon kapjuk: 
(32) 
4i-Aj, m;j— 1,777) : (qlx + iqly) (./', m-l;j-l,m)\ (qu - iqly)(j, m ;./' - 1, /77 - 1 )j 
= íj2-m2 : f ( j — 777)( / -m f Ï ) : - Y(j + m)(j+ m-T). \ 
A /'—./+1 ugrások lényegében ugyanezen intenzitásokat adják; ekkor 
4iz U, m ;j + 1 , /и) : (q
 lx + iqly) ( j , m;j+l,m+l)\(qlx-iqly) (./', ти + 1 ;j 4-1, m) = 
í ( j + \ f - m 2 : Y(J+m + 2 ) 0 + m +1) : - Y(J - m +1 )(j-m). 
(33) 
(34) 
A (30), (33), (34) képletek megegyeznek a korrespondenciaszerű megfontolás útján 
nyert intenzitásképletekkel-4. 
Még rá kell mutatnunk a (21) képlet egy egyszerű következményére: A Aj - 0 
ugrások csak a „Z f irány" mentén mennek végbe. Ha a mag körül keringő egyetlen 
elektron mozgását, azaz a hidrogén atom esetét vesszük szemügyre, úgy (l)-ből 
közvetlenül következik Z eltűnése. Ekkor tehát Aj = 0 ugrások egyáltalán nem lép-
nek fel. 
2. §. A Zeeman-effektus. Ha a mágneses tér által az elektronra kifejtett 
( e / c )dX§ Lorentz-erőt átvesszük a kvantummechanikába, úgy azonnal magától 
értetődőnek látszik, hogy az atomok esetében normális Zeeman-effektust nyerünk. 
Hiszen pontosan ugyanazon feltevések — nevezetesen a £>2-et tartalmazó tagok 
elhanyagolása — mellett, ameyek mellett a klasszikus elméletben a Larmor-tétel 
a maggal rendelkező atomra levezethető, itt is kiadódik Larmor tétele. Ennek ellenére 
bizonyos különbség áll fenn a kvantummechanika és a klasszikus elmélet között 9)2 
elhanyagolásának jogos voltát illetően. A klasszikus elméletben í>2 elhanyagolása a 
kis méretű pályák esetében bizonyosan megengedett, igen nagy pályákra vagy 
éppen hiperbolapályákra pedig bizonyosan nem megengedett. A kvantummecha-
nikában mindezek a pályák — a messze kint elhelyezkedők csakúgy mint a leg-
belsők — a kvantummechanikára jellemző sajátos kinematika folytán oly szoros 
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kapcsolatban állnak egymással, hogy § 2 elhanyagolásának jogos volta egyáltalán 
nem világos minden további nélkül. Hiszen magából az alapállapotból a szabad 
elektronállapotokba vezető' átmenetek valószínűségei is jelentékenyek. 
Az oszcillátor esetében bizonyos, hogy normális Zeeman-effektus lép fel; 
maggal rendelkező atom esetében ezzel szemben nem látszik teljesen kizártnak, 
hogy a messze kint és a legbelül fekvő pályák között fennálló szoros kapcsolat 
olyan eredményekre vezet, amelyek a normális Zeeman-effektustól bizonyos mér-
tékig eltérnek. Ki kell azonban emelnünk: súlyos érvek sora szól az anomális 
Zeeman-effektus ezen az alapon történő értelmezésének lehetősége ellen. Inkább 
talán azt lehet majd remélni, hogy az Uhlenbeck—Goudsmit-féle feltevés (vö. 37. old.) 
később lehetővé teszi majd a mondott jelenségek kvantitatív leírását. 
3. §. Csatolt harmonikus rezonátorok. Hullámterek statisztikája. Az elgondol-
ható legegyszerűbb több szabadsági fokú rendszer a csatolt harmonikus oszcil-
látorok 
h = +Q(q) (35) 
2 k= í mk 
által megadott rendszere, ahol Q(q) a koordináták kvadratikus alakja (melyben 
az együtthatók számok). Amint azt a 2. fej. 1. §-ban megállapítottuk, a felcserélési 
szabályok a koordináták és az impulzusok egyidejű ortogonális transzformációja-
kor invariánsak maradnak. Ennek folytán a (35) rendszer, ugyanúgy mint a klasz-
szikus elméletben, kölcsönhatásmentes oszcillátorok rendszerébe transzformálható. 
Speciálisan valamely kristályrács rezgéseit — mint a klasszikus elméletben — fel 
kell bontanunk sajátrezgésekre. Minden egyes sajátrezgést, amint azt korábban 
részletesen kifejtettük, egyszerű lineáris oszcillátorként kell kezelnünk, és a kölcsön-
hatásmentes oszcillátorok összességét a 2. fej. 1. § fejtegetéseinek megfelelően kell 
egyetlen rendszerré egyesítenünk. Ez akkor is érvényes marad, ha a végtelen sok 
szabadsági fokú rendszer határesetére térünk át és mondjuk egy kontinuumként 
idealizált rugalmas test vagy végül egy elektromágneses üreg rezgéseit vesszük szem-
ügyre. 
Valamely elektromágneses iireg rezgései az eddigi kvantumelméletben is gyak-
ran képezték beható tanulmány tárgyát. Hiszen egyrészről itt éppen az eddigi mód-
szerekkel tárgyalható, elgondolható legegyszerűbb problémával: a harmonikus 
oszcillátorral van dolgunk; másrészről az ismert eredmény, mely szerint valamely 
sajátrezgés energiájának hv egész számú többszörösével kell egyenlőnek lennie, 
formális hasonlóságot mutat a fénykvantumok elméletének feltevéseivel, így re-
mény volt rá, hogy az üregsugárzás tárgyalása útján bepillantást lehet nyerni a 
fénykvantumok lényegébe. Minden esetre kezdettől fogva világos, hogy a fény-
kvantumok problémáinak az imént vázolt megközelítése e probléma leglényegesebb 
vonatkozásáról, az egymástól távol elhelyezkedő atomok csatolásának jelenségéről 
semmi esetre sem tud számot adni. Ez a probléma ugyanis az üreg rezgéseire vonat-
kozó kérdésfeltevésben egyáltalán nem kap helyet. Mindazonáltal az üreg 
sajátrezgései és a fénykvantumok között — ha egyszer az utóbbiak létezését posz-
tuláltuk — olyan szoros megfeleltetés létesíthető, hogy az üregben lehetséges saját-
rezgések bármely statisztikájának a fénykvantumok meghatározott statisztikája 
felel meg és megfordítva. 
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Debye25 megkísérelte, hogy az egyes fénykvantumokat az üreg sajátrezgéseire 
elosztva ilyen statisztikát adjon meg, s ily módon sikerült neki a Planck-féle kép-
letet levezetni. Számunkra úgy látszik azonban, hogy a hullámelméleti és a fény-
kvantumokkal kapcsolatos fogalmak ilyen elegyítése aligha felel meg a probléma 
lényegének. Ehelyett úgy véljük, hogy az a következetes eljárás, ha a probléma 
hullámelméleti oldalát teljesen elválasztjuk a fénykvantumok elméletétől, ha tehát 
az üregsugárzás hullámelméleti statisztikáját az általános — a kvantumelméleti 
atomrendszerekre érvényes — statisztikai törvényeknek megfelelően tárgyaljuk. 
A megfelelő fénykvantumstatisztika ekkor, mint azt meg fogjuk mutatni, a Bose-
statisztika26; ez az eredmény természetesnek látszik, minthogy ennek a statiszti-
kának itt nincs semmi köze a független fényrészecskékre vonatkozó feltevéshez, 
hanem azt mint a sajátrezgések statisztikájának következményét kell felfognunk 
— ami mutatja, hogy éppen a statisztikusán független fényrészecskék feltételezése 
nem volna helytálló. 
Az eddigi kvantumelméletben az üregsugárzás minden ilyen fajta tárgyalásá-
val kapcsolatban felmerült az az alapvető nehézség, hogy a Planck-féle sugárzási 
törvény kiadódott ugyan, de az adott résztérfogatban foglalt energia ingadozásá-
nak négyzetes középértékére nem a helyes érték adódott. Azt találjuk tehát, hogy 
valamely mechanikai rendszer vagy egy elektromágneses üreg sajátrezgéseinek követ-
kezetes tárgyalása az eddigi elméletben a legsúlyosabb ellentmondásokra vezet. 
Azt reméltük ezért, hogy a módosított kinematika, mely az itt kifejtett elmélet alap-
jául szolgál, az interferenciaingadozásokra a helyes értéket szolgáltatja, úgyhogy a 
mondott ellentmondások eltűnnek és lehetőség nyílik arra, hogy megadjuk az üreg-
sugárzás következetes statisztikáját. 
Az oszcillátorok rendszerének állapotai az egyes oszcillátorok л15 n2, n3, ... 
„kvantumszámaival" jellemezhetők oly módon, hogy az egyes állapotok energiáját 
egy additív állandótól eltekintve 
E„ = h 2 vk nk (36) 
к 
adja meg. Az additív állandó, a ,,zéruspontenergia" 
c = ' / * 2 4 Об') 2 к 
(ez speciálisan végtelen sok szabadsági fok határesetében végtelen nagy volna). 
Az En mennyiséget a következőkben röivden termikus energiának fogjuk nevezni. 
Az E részben mondottak értelmében a rendszer minden egyes, meghatározott 
n2, ns, ... értékrendszerrel jellemzett állapotának egyenlő statisztikus súlyt tu-
lajdonítunk. Az ebből adódó következtetések közvetlenül láthatók a következő 
megjegyzés alapján: 
Ha valamely j-dimenziós, V = Is nagyságú izotróp térrészben v fázissebesség-
gel hullámok terjednek tova, úgy a dv frekvenciatartományhoz tartozó sajátrez-
gések száma egyenlő a dv-höz a Bose—Einstein-féle értelemben tartozó „cellák" 
számával; ez tetszőleges 5-re érvényes, pl. rezgő membránokra vagy húrokra is.. 
Ha ugyanis a polarizációs tulajdonságoktól stb. eltekintünk, a dv-höz tartozó saját-
rezgések számát úgy kaphatjuk meg, hogy választ keresünk a kérdésre: hányféle-
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képpen választhatók az mx, . . . ,m s pozitív egész számok oly módon, hogy a 
2i 1 
—-V = Ím\-\-... + w2 
összefüggésből meghatározott v a dv közbe essék. Jelölje az a sugarú, s dimenziós 
gömb térfogatát К fa); ekkor a v-nél kisebb rezgésszámú sajátrezgések száma 
V 
— Kfv). Másrészről a dv-höz tartozó cellák számát a következőképpen határoz-
hatjuk meg: A kvantum px, ....ps impulzuskomponensei a 
£ = М+...+Pl 
egyenletnek tesznek eleget, és a 2r-dimenziós fázistér celláinak nagysága hs. Ebből 
V 
látható, hogy a v-nél kisebb frekvenciájú cellák száma — AT,(v)-vel egyenlő. 
így tehát, amint azt fent említettük, a cellák és a sajátrezgések között egy-
egyértelmű megfeleltetés létesíthető oly módon, hogy a megfeleltetésben szereplő 
egyes párok mindenkor ugyanazon dv-höz tartozzanak. Elérhető ezenkívül az is, 
hogy valamely sajátrezgés, valamint a hozzárendelt cellába eső fénykvantumok 
iránya ugyanazon infinitezimális szögtartományba essék. Ekkor (36) szerint vala-
mely oszcillátor kvantumszámát a megfelelő cellába eső kvantumok számával kell 
egyenlővé tenni. A fénykvantumok számára valamely statisztikát választva meg-
kapjuk a sajátrezgések ehhez hozzárendelt statisztikáját és megfordítva. Látjuk, 
hogy az oszcillátorrendszer állapotainak súlyaira vonatkozóan fent tett kijelentés 
ezzel a hozzárendeléssel közvetlenül átmegy a Bose—Einstein statisztikai alapfel-
tevésbe. Az egyenlő valószínűségű komplexiókat azzal definiáljuk, hogy megmond-
juk, az egyes cellákban hány kvantum foglal helyet21. 
A Debye-féle statisztika szerint az r-kvantumos oszcillátorok száma (egy csak 
v-től függő tényezőtől eltekintve) 
1 - r í 
e k T (37) 
r 
s a Planck-törvényre a 
- - r ^ ] 
ye kT = £ 
hv 
r = 1 
e
kT
-l 
módon jutunk; nem kielégítő egyébként, hogy (37) csak r > 0 esetén érvényes és 
nem adja meg a nulla-kvantumos oszcillátorok számát. Az új felfogásnak megfele-
lően (37) helyére Bose szerint az 
hv hv 
( \ - e - k ¥ ) e - r k f ( 3 8 ) 
kifejezés28 lép, mely a fénykvantumok elméletének nyelvén szólva az „r-szeresen 
betöltött cellák" számát adja meg; a Planck-képletre a 
L
" hv , 
-r-r= 1 Í r ( l - H e Г*г hv 
okT _ 
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módon jutunk. A rezgések Debye-féle statisztikájához hozzárendelt fénykvantum-
statisztika a Wolfke29 és Bothe30 kidolgozta elméletben nyert megfogalmazást. 
Mindenesetre ezek a szerzők nem /-szeresen betöltött cellákról beszélnek, hanem 
(37)-et az „/--kvantumos fénykvantum-molekulák" számának nevezik. 
A klasszikus hullámelmélet említett elégtelensége, mint ismeretes, a sugárzási 
tér energiaingadozásainak vizsgálata során a következő módon kerül napvilágra. 
Tegyük fel, hogy valamely szűk v, v + dv tartomány hullámai akadálytalanul köz-
lekedhetnek a V térfogat és valamely igen nagy térfogat között, míg az összes többi 
hullámra nézve e térfogatok el vannak egymástól választva, legyen továbbá E a v 
rezgésszáméi hullámok energiája F-ben; ekkor а Л2 = (E — E)2 négyzetes ingadozás 
Einstein nyomán a Boltzmann-elv megfordításával számítható ki. Ha zvdv a dv-höz 
tartozó sajátrezgések (cellák) térfogategységre vonatkoztatott száma, s így fennáll: 
zjiv 
hv E = : v V, (39) 
úgy kapjuk: 
_ e
2 
Л
2
 = hvE + _ — . (40) 
Ha azonban az energiaingadozásokat a hullámtér interferenciáiból számítjuk ki, 
úgy a klasszikus elmélet, mint azt Lorentz31 részletes számításai mutatják, csak (40) 
második tagját adja. Ez az ellentmondás természetesen egészen általánosan fennáll 
pl. valamely kristályrácsban vagy rugalmas kontinuumban kialakuló hullámokra is. 
Ennek okát Ehrenfest32 szerint abban kell keresnünk, hogy Einstein megfontolása 
során feltételezte a F-hez, valamint a nagy térfogathoz tartozó entrópia additív 
jellegét. A sajátrezgések klasszikus elmélete szerint azonban az entrópia additivitása 
csak a Rayleigh—Jeans törvény érvényességi tartományában áll fenn. Az, hogy az 
általános esetben a résztérfogatok statisztikus függetlensége nem teljesül, oly termé-
szetellenes eredménye az üregsugárzás eddigi elméletének, hogy már a legegyszerűbb 
probléma, a harmonikus oszcillátor esetében ezen elmélet alkalmazhatatlanságára 
kell következtetnünk. 
Számítsuk ki most а Л2 négyzetes ingadozást az interferenciákból a kvantum-
mechanika szerint. A dolog lényegét nem érintő számítási bonyadalmak elkerülése 
érdekében foglalkozzunk az elgondolható legegyszerűbb esettel, ti. egy kifeszített 
rezgő húrral. A számítás minden lényeges pontja minden további nélkül átvihető 
egyébként általánosabb esetekre. Foglalkozzunk először a klasszikus tárgyalással. 
A húr hossza legyen /, u(x, t) pedig az oldalirányú kitérés. Bevezetve az 
u{x,t) = 2 qk(t)smk^ X, (41) 
E = 1 I 
vagy az 
I 
2 I n 
qk(t) = / u{x,t)únk~x-dx (41') 
0 
képlettel megadott qk(t) Fourier-együtthatókat mint koordinátákat, a húr energiája 
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négyzetösszeg alakját ölti. Alkalmas egységválasztás mellett írható ugyanis: 
» ' - j / m ! ) v - í i { * w + ( * t m - (42) 
Általánosabban a húr (0, a) szakaszának E energiájára kapjuk: 
a 
„ 1 I V [ ' . . J • 1 n 
E = y / 2j \qjqksmjjxsmk [ x + 
Ô J' 
+ q j q k j k | y j cos/'-y x cos к y x j í / x . 
Ha (43) alatt kiválasztjuk a j = A-hoz tartozó tagokat, úgy — határozottan feltéte-
lezve, hogy a szóbajövő hullámhosszak «-hoz viszonyítva kicsinyek — éppen az 
a
 H értéket kapjuk. Ebből látjuk: A 
(43) 
/ 
A = E-E 
különbség, ahol a felülvonás a 
qk = ak cos ( œ k t + q>k); wk = к l (44). 
kifejezésben szereplő fázisokra vonatkozó átlagolást jelent, (43)-ból oly módon 
kapható meg, hogy elhagyjuk a / = A-hoz tartozó tagokat. Ez a fázisátlag az idő-
átlaggal azonos. Elvégezve az integrálást kapjuk: 
ahol 
4 = j i 
4
 j,k = 1 
j*k 
4 i 4 k E j k + ) k q (45) 
Кjk — 
sin (J - k) j a sin (J + k ) j a 
Ü + k) 
sin (a>j — a>k)a sin (wj + cak) a 
COj-COk COj + COk 
sin (у — А ) у в sin(y + A ) y ű 
K'jk = — 
( i - k ) Ü+k) 
_ sin (ojj — cak) a ^ sin (tûj + a>k)a 
a>j-cok coj + wk 
(45') 
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A A2 négyzetes középértéket a későbbi kvantummechanikai számításra tekintettel 
részletesen felírjuk. írható: 
ahol 
A2 = (А
Х
 + А2У = A\+A\ + A1A2 + A2A1 (46) 
+ A\ = -A- 2j 2j \ 4j4k<i. ЧЛ,
к
 Ki, 
,6 2 
10 7,4 = 1 ,.z = i l 
J ; £ 4 l*x (46') 
+jkix i XjkJ 
t2 
A1Ao + A2A1 = - 2' t {ik4j4k4<qxE.'jkK,t 
1 0
 j , 4 = 1 ,,«=1 1 ' ' 
+ Lxqj'qkq,qyKjkK;j. 
(46") 
A (44) összefüggésből AXA2 + A.,AX = 0 következik és így 
A2 = A\ + A2 = A ^ J 41 K% +fk* ( у ) ' q)ql K'f j . (47) 
Ha a húr / hosszára igen nagy értékeket engedünk meg, úgy az <x>k-k (44) szerint 
egyre sűrűbben helyezkednek el, úgyhogy a (47) összeg integrálba megy át : 
Ä* = ál + I\ = I d(üj d(ûk K% + fik* [ j ^ q l K ' ^ . (47') 
0 0 
Végezetül az а „térfogatot" is igen nagyra választjuk és felhasználjuk a 
n' 
lim - / — l ^ f ( œ ) d w = nf(Q) (Q, Í2 '>0) (48) 
Д-+СО Ct J О) 
- f i 
relációt. 
Ekkor látjuk, hogy (45)-ben csak az elsőként álló s m (^V wk)a ^ g ^
 a dnak 
COj - cok 
tekintetbe jövő járulékot; (47')-bó'l kapjuk: 
Л
2
 = ~ I do, {{filf + (ш2 qlf ). (49) 8л 
о" 
Másrészről a közepes energia az а térfogatban (42) szerint 
E
 = T - T / + = Й / + (50) 
о 0 
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Itt fennáll 
qi = О)2 q;, ; (51) 
itt mindjárt emlékeztetünk rá, hogy ez az összefüggés az I. fej. szerint a kvantum-
mechanikában érvényes marad. Térjünk át most a (39), (40) alatt használt A2, E 
mennyiségekre; ehhez (49)-nek és (50)-nek a dv =- frekvenciaközre eső járulékát 
АТС 
kell vennünk és ezt osztanunk kell dv-xe 1. Ekkor V=a mellett kapjuk: 
— K1 
* = W ( 5 2 ) 
A (44) képletből látható, hogy esetünkben zv = 2 ugyanis 
Ennek folytán tehát (52) valóban (40) második tagját szolgáltatja. 
A kvantummechanikára áttérve (41), (41'), (42), (43) az u, H. q, E mennyisé-
gekre vonatkozó mátrixegyenleteknek tekintendők. Az x azonban szám marad; 
ha ugyanis a folytonos húr helyett rugalmas pontsort veszünk szemügyre, úgy x az 
egyes pontoknak a (rácsállandóval szorzott) sorszámát jelenti. 
A qA. mátrix 2/tdimenziós, a h o l / a sajátrezgések száma; rugalmas húr esetén 
qk tehát végtelen dimenziós. A q^ mátrix qk(nm) elemei mind eltűnnek kivéve ha 
Valamely mátrix fázisátlaga az az átlós mátrix, mely a szóban forgó mátrix 
főátlójával egyenlő. Az (53) képletből részben hasonló következtetéseket vonhatunk 
le, mint (44)-ből. A megfontolások, melyek korábban a (46), (46'), (46") képletekre 
vezettek, a kvantummechanikában is érvényesek maradnak. A Af+Af átlós 
mátrixra is érvényesek a (47), (47') képletek, ahol a q t-k mátrixok, s végül ha A2 
adott v-höz tartozó részét d 2 - te l jelöljük, (52)-nek megfelelően kapjuk: 
I t t (49), (50), (51) szerint E* többé nem az átlagos termikus energia, hanem ennek 
és a zéruspont energiának az összege; az oszcillátorra vonatkozó elemi képletek értel-
mében 
nj — m] = 0 ( j + k), 
nk-mk =±1. 
(53) 
(52') 
E* = hv-V+E, 
+ A\ = y (Áv)2 V+hvE 2V ' (54) 
€ F iz ika i F o l y ó i r a t X I V / 1 91 
82 M. B O R N , W, H E I S E N B E R G , P. J O R D A N 
a dv-re eső zéruspontenergia ugyanis 
V hv 
y y /zv dv = hv • Vdv. 
Még A1A2 + A2A1-et kell szemügyre vennünk. Ha ezt a mennyiséget pontosan 
úgy kezeljük, mint A2+Af-et , (49)-nek megfelelően a 
aP í 
A 1 A 2 +A 2 A 1 = — j </m.w2{(qjL)2 + (q„qJ 2 } 
о 
kifejezést kapjuk. Minthogy (42) szerint az //2 mennyiség a rezonátorok „tömegé-
nek" tekintendő, a felcserélési összefüggésekből kapjuk: 
1 2 Л h 
- q , q M n ) =
 q A i ( n n ) = — . 
Ennekfolytán A, A2 + A2A, dv- höz tartozó részére, АкА2 + А2Ак-ге í/v-vel való osztás 
után kapjuk : 
A.A. + AjA, = - l2 (hvfV 
és (54) tekintetbe vételével valóban következik: 
E2 
A2 = hvE H —. (55) 
zv К 
ami (40)-nel megegyezik. 
Ha megfontoljuk, hogy az itt tárgyalt kérdés mégiscsak meglehetősen távol 
áll azoktól a problémáktól, amelyek vizsgálatából a kvantummechanika kinőtt, 
úgy az (55) alatt nyert eredményt különösen bátorítónak tekinthetjük az elmélet 
további kiépítésére. 
Ehrenfest fent említett eredménye értelmében az ingadozásoknak az interferen-
cián alapuló kiszámítását megtakaríthatnánk — és ugyanakkor megbizonyosod-
hatnánk arról is, hogy más hasonló kérdések feltevésénél sem lehetséges ellentmondás 
— ha a hullámterek kvantummechanikájában közvetlenül be tudnánk bizonyítani 
a résztérfogatok entrópiájának additivitását. Fent nyert eredményünk alapján vár-
ható. hogy az additivitás valóban általánosan fennáll. 
Az okok, melyek (55) azon tagjának felléptét eredményezik, amely a klasszikus 
elméletből nem adódott ki, nyilvánvalóan szoros rokonságban vannak a zéruspont-
energia felléptének okaival. A lényeges különbség az itt körvonalazott, valamint az 
eddigi elmélet között mindkét esetben nem a mechanikai törvények különbségében 
rejlik, hanem az elméletre jellemző kinematikában. Az (55) képletben, melyben 
egyáltalán semmilyen mechanikai elv nem játszik szerepet, éppen a kvantumelméleti 
és az eddigi kinematika különbözőségének egyik legszemléletesebb példáját ismer-
hetjük fel. 
Ha az itt körvonalazott kvantummechanika lényeges vonásait illetően máris 
helyesnek bizonyulna, úgy egészen általánosan éppen ezt kellene az eddigi elmélethez. 
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képest elért legfontosabb előrehaladásnak tekintenünk: ebben az elméletben a kine-
matika és a mechanika ismét oly szoros kapcsolatba kerültek, mint mondjuk a 
klasszikus elmélet kinematikája és mechanikája, és hogy az alapvető új szempon-
tok, melyek a kvantumelmélet alapposztulátumaiból a mechanikai fogalmakra s a 
tér és idő fogalmára vonatkozóan következnek, a kinematikában csakúgy mint a 
mechanikában s a kinematika és a mechanika kapcsolatában adekvát kifejezést 
nyernek. 
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Robert H. Dicke and James P . Wittke: Introduction to Quantum Mechanics. 
Addison-Wesley Publishing Company, Inc. Reading, Mass. USA 1960 
Dicke és Wittke princetoni fizikusok a nemrelativisztikus kvantummechanika fizikai fogal-
mainak és matematikai megfogalmazásának bevezető jellegű tárgyalását adják ebben a könyvben-
klasszikus mechanikai, elektromágnességtani és atomfizikai ismeretekre, továbbá a differenciál, 
és integrálszámításra támaszkodva, felsőbb éves fizika szakos hallgatók számára. (Pontosabban: 
a szerzők mint az előszóban írják — könyvüket az amerikai egyetemek graduate szintje első 
évfolyamának szánták, a könyv első felét azonban az undergraduate szint előrehaladott hallgatói 
számára is megfelelőnek tartják.) 
Az I—3. fejezeteket felölelő első rész mindenekelőtt a klasszikus mechanika alkalmazhatat-
lanságára mutat rá az atomi jelenségek körében (1.), majd a hullámok terjedését, a bizonytalan-
sági összefüggést és a hullámcsomagok mozgását tárgyalja (2.), végül heurisztikus megfontolásokkal 
eljut a Schrödingcr-egyenlethez. mely a potenciáldomb. -fal (áthaladás és visszaverődés), -völgy 
(speciálisan a harmonikus oszcillátor-völgy) problémáira nyer alkalmazást (3.). 
A második rész, mely a 4—10. fejezeteket foglalja magában, a szemléletes hullámképen túl-
lépve, a kvantummechanika formális apparátusának részletesebb kifejtésére, posztulátumokra 
alapozott tárgyalásra törekszik. A Fourier-sorok és -integrálok, továbbá a Dirac-delta áttekin-
tését követően a sajátértékegyenletekre és a várható értékek tulajdonságaira vonatkozó megjegy-
zések következnek (4.). A klasszikus mechanika (Lagrange- és Hamilíon-egyenleíek, Poisson-
zárójelek, kanonikus transzformációk) áttekintését (5.) követi az operátor-formalizmusnak szentelt 
fejezet (6.). Itt adják meg a szerzők a kvantummechanika alapposztulátumait (állapot — hullám-
függvény, valamint fizikai mennyiség — hermitikus operátor hozzárendelés, a sajátfüggvényrend-
szer teljessége, a várható érték definíciója, az időbeli változás leírása, kapcsolat a kommutátorok 
és a Poisson-zárójelek között), majd rámutatnak a kvantummechanika formalizmusának algebrai 
vonatkozásaira, melyekre példaként a harmonikus oszcillátor tárgyalása szolgál (a keltő és el-
nyelő, vagy — a szerzők elnevezése szerint — a „létra" operátorok segítségével); a fejezet a sok-
részecske-rendszerekre vonatkozó megjegyzésekkel zárul. A mérés központi fontosságú problémája 
a fotonpolarizáció példáján nyer megvilágítást (7.); itt érdekes az Einstein- Podolsky—Rosen-
féle ,,paradoxon"-nal analóg eset tárgyalása. A korrespondencia-elv c. fejezet (8.) mindenekelőtt 
arra mutat rá, hogy a hullámcsomagok mozgását a klasszikus határesetben a klasszikus mechanika 
mozgásegyenletei írják le; majd a kvantummechanikai megtalálási valószínüségsűrűség és a klasz-
szikus mechanikai leírás kapcsolatáról olvashatunk (a harmonikus oszcillátor példáján); a feje-
zetet a korrespondencia-elv és a bizonytalansági összefüggés kapcsolatára vonatkozó megjegyzés 
zárja. Önálló fejezet tárgyát képezik az impulzusmomentum kvantummechanikájának alapelemei 
(9.). Az impulzusmomentum sajátértékeinek algebrai (a felcserélést összefüggéseken alapuló) meg-
határozását a pályamomentum problémájának megszokott tárgyalása követi (differenciáloperáto-
rok, gömbfüggvények felhasználásával); az impulzusmomentum-összeadás problémaköréből két 
momentum eredője lehetséges értékeinek meghatározását találjuk meg itt, végül a ,,T osztályba 
tartozó" (elterjedtebb nevükön: vektor-) operátorok fontos és hasznos tulajdonságairól olvasha-
tunk. A centrális erőterek c. fejezetben (10.) általános jellegű megjegyzések mellett a hidrogén 
atom (mint egy- és mint kéttestprobléma) és a háromdimenziós harmonikus oszcillátor tárgyalását 
találjuk meg; ezt követi a szabad mozgás diszkussziója gömbi koordinátákban, valamint a paritás 
fogalmának bevezetése. 
A harmadik részt nyolc fejezet alkotja. Itt először is bevezetést kapunk a mátrixok segítsé-
gével történő kvantummechanikai leírásba (II . ) . (Korábban kizárólag hullámmechanikai módszerek 
kerültek felhasználásra.) Alkalmazásként az impulzusmomentum problémájának tárgyalása kö-
vetkezik mátrix-reprezentációban (12.). A spin elmélete a precesszió és a paramágneses rezonancia 
példáján nyer megvilágítást. A transzformáció-elméletet tárgyaló fejezet (13.) nagymértékben él 
a geometriai szemléltetés lehetőségével ; itt találkozunk a Hilbert-tér, az unitér transzformációk és 
csoporttulajdonságaik, a folytonos mátrixok, a (Hilbert-térbeli operátorokra alkalmazott) kano-
nikus transzformációk fogalmával. Ez után három, a közelítő módszereknek szentelt fejezet kö-
vetkezik. A közelítő módszerekre vonatkozó általános megjegyzéseket, az időtől független és az 
időtől függő perturbációelmélet, a variációs módszerek és a WKB közelítés ismertetését (14.) az 
elektromágneses kölcsönhatások tárgyalása követi a megszokott közelítésben (15.), majd a szórás-
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folyamatokra alkalmazható módszerek (Born-közelítés, parciális hullámok módszere) kerülnek 
ismertetésre (16.). Az azonos részecskék c. fejezet (17.) a Pauli-elv, a spinfüggvények szimmetriája, 
a hidrogénkötés, a para- és az ortohidrogén diszkusszióját öleli fel. A könyvet záró fejezet (18.) 
a kvantumstatisztika elemeit ismerteti (sűrűségmátrix, mikrokanonikus, kanonikus és nagykano-
nikus sokaság, Boltzmar.n-, Bose- és Fermi-statisztika). 
Kiemelésre érdemes, pozitív vonása a könyvnek néhány olyan problémakör feldolgozása, 
amelyeket az ilyen szintű könyvek rendszerint elhanyagolnak. Megemlítjük ezek közül a paramág-
neses rezonanciát, a kvantumstatisztika egyes kérdéseit, a vektoroperátorokat. Mindazonáltal 
a feldolgozott anyag tekintetében a szerzők legnagyobbrészt bevált hagyományokat követve ki-
taposott úton haladnak. 
Mint az az előszóban olvasható, a szerzők egyik fő célja az volt, hogy a hangsúlyt az algebrai 
módszerekre helyezzék és megmutassák azok eleganciáját és nagy teljesítőképességét. Ez a szem-
pont valóban indokolhatja egy új bevezető kvantummechanika-könyv megírását, még a kvantum-
mechanika jelenleg rendelkezésre álló bőséges irodalma mellett is. A kitűzött cél megvalósítása 
azonban — úgy véljük — nem sikerült maradéktalanul. Az algebrai módszerek alkalmazása ad 
hoc jellegű; nem esik említés olyan alapvető tényekről, amilyenek pl. a hullámfüggvény forgás-
transzformációja, az impulzusmomentum kapcsolata az elforgatásokkal. így azután a ,,T osztályba 
tar tozó" operátorok definícióját indokolás nélkül kapja az olvasó, s említés nélkül maradnak olyan 
egyszerű geometriai tények, amelyek a kvantummechanikában alkalmazásra kerülő képletek könnyű 
megértéséhez, szemléletes értelmezéséhez nélkülözhetetlenek. A magunk részéről — összhangban 
a hazai felsőoktatás gyakorlatával — szívesebben látnánk a kvantummechanika algebrai mód-
szereinek szisztematikusabb, szabatosabb s ugyanakkor szemléletes tárgyalását az adott szinten. 
A könyvben tárgyalt sokféle alkalmazás megvilágítását elősegíti a nagyszámú értékes 
gyakorlópélda. A nagy műgonddal készült ábrák elismerést érdemelnek. A könyv nűszakt 
kivitelezése az amerikai tankönyveknél megszokott magas színvonalon áll. 
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Bevezetés 
A kristályok fizikai tulajdonságainak magyarázatára Вот és Kármán által 
1912 körül kidolgozott elmélet a kvantummechanika nyelvére lefordítva igen ered-
ményesnek bizonyult. 
Ez az elmélet a kristályt lényegében periodikus szerkezetű óriásmolekulának 
tekinti, melynek ionokból felépülő' rácsa egyensúlyi helyzete körül kis amplitúdójú 
rezgéseket végez. Ennek a mozgásnak jellegzetes tulajdonsága, hogy kollektív: 
a kristályt összetartó kémiai kötőerők miatt az egyes ionok mozgása szigorúan 
össze van hangolva. Ha viszont nem az egyes ionok koordinátáit, hanem a fellépő 
kollektív rezgések amplitúdóit tekintjük, azt látjuk, hogy ezek már éppúgy „majd-
nem" egymástól függetlenül változnak, mint egy szabad gáz részecskéinek esetében. 
Ezeknek a rezgési módusoknak a fizikai adatait, energiáját, polarizációját stb. 
természetesen a kémiai kötés egyértelműen megszabja. A mérés számára hozzá-
férhető fizikai mennyiségek (fajhő, optikai tulajdonságok) egy kis számú, a kötő-
erőket jellemző állandó paraméter függvényeként viszonylag egyszerűen előállíthatók. 
Egészen a legutóbbi időkig azonban az elmélet közvetlen ellenőrzése nem volt 
lehetséges. A kapott kísérleti tapasztalatokat ugyan sikerült értelmezni, de egész 
sor, az elmélet által előre jelzett kapcsolat ellenőrzése, a paraméterek közvetlen 
meghatározása mérések útján még hátra volt. Ennek oka abban rejlett, hogy hiány-
zott az a „próbatest", amely kristály különböző rezgéseit felbontva tudta volna 
észlelni, mellyel a létrejövő kollektív mozgások részleteit nyomon tudtuk volna 
követni. 
Új helyzet állott elő a termikus reaktorok megjelenésekor. A létrejövő termikus 
( ~ 2 5 millielektronvolt energiájú) neutronok nyalábját a kristályra bocsátva nem-
csak a periodikus szerkezetről kapunk képet — mint pl. a szokásos röntgen-
* Érkezett 1965. jún. 17. 
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diffrakciónál — hanem a kristályba épült atomok mozgásának mikrodinamikai, 
részletes feltérképezése is lehetségessé válik. 
Noha részint a hagyományos vizsgálati módszerek további fejlődése, részint 
új mérési lehetőségek (pl. Mössbauer-effektus) megjelenése miatt a neutronok 
korántsem kizárólagos eszközei a kristály-dinamikai kutatásoknak, a neutronok 
szórásának módszere „direkt" jellege, következésképpen elméleti egyszerűsége 
miatt elsődleges jelentőségű ezen a téren. 
Az első részben a kristályfizika néhány alapvető fogalmát és összefüggését 
ismertetjük, olyan részletességgel, ahogyan a későbbiek megkívánják. Ennek a feje-
zetnek a megírásában elsősorban Leibfried [1] és Born és Huang [2] munkáit hasz-
náltuk fel, a további hivatkozásokra utalunk. 
A neutron-foton kölcsönhatással foglalkozó második részben elsősorban 
Sjölander [22] és Kagan [26] összefoglaló cikkeire támaszkodtunk. 
I. A kristálydinamika elemi gerjesztései: a fononok 
/. A rácsdinamika Hamilton függvénye 
Ebben a fejezetben az ideális (hibátlan) kristály mozgását vizsgáljuk, lényegében 
a Born és mások [2] által továbbfejlesztett Born—Kármán-modell alapján. 
Ez az elmélet abból indul ki, hogy ideális kristály esetén nem túl magas hő-
mérsékleten helyes a következő két alapfeltevés: 
1. A kristályt felépítő atomok magjai rendezetten, egy „enyhén deformált" 
rács pontjaiban helyezkednek el. Ezen azt értjük, hogy a magok egyensúlyi helyzetei 
szabályos geometriai rácsot alkotnak, és a mozgás során az atomok kevéssé moz-
dulnak ki egyensúlyi helyzetükből. Az említett egyensúlyi rács a néhány, esetleg 
egyetlen atomot tartalmazó ún. elemi cella meghatározott , &2 ? a3 vektorokkal 
való eltolásával létrejövő periodikus szerkezet; feltételezzük, hogy az eltolást mind-
három irányban N-szer hajtottuk végre és N igen nagy szám. Az elemi cellában 
levő atomok számát /7-vel jelöljük. Ha /7=1, a cellában egyetlen atom van, ez a 
Bravais-rács. Az egyes magok helyvektora tehát így írható: 
RU0 = l + r t + ujU0, (1.1) 
ahol 1 a cella helyzetét jellemzi, pl. a cella csúcsának helyvektora, 
1 = /aj. + /2a2 + 1уяу (/; egész) 
ik a k-dik mag egyensúlyi helyét jelöli ki a cellán belül, 
k = 1, 2, ...,/7 
u{(í) az egyensúlyi helyzettől való eltérés a t időpontban. Bravais kristálynál а к 
index felesleges, egyszerűen 
R'(0 = l + u!(í). 
2. A kristályt felépítő atommagok és elektronok első pillantásra rendkívül 
bonyolult mozgásának leírására sikeresen használható au ún. adiabatikus közelítés. 
Ennek lényege, hogy a magok és elektronok mozgását bizonyos értelemben 
„külön" tárgyalhatjuk. Ezt úgy érjük el, hogy feltételezzük: az elektronok moz-
gását a magok „sebessége" nem befolyásolja, az elektron-hullámfüggvényt a magok 
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mindenkori helyzete, mint potenciál szabja meg. így kiszámítva az elektron-alap-
állapot energiáját, az függni fog a pillanatnyi mag-koordinátáktól, és ez az elektron-
alapállapot energia szolgál viszont a magok mozgásának potenciáljául. A feltevés 
igen szemléletes: a magok mozgása olyan lassú az elektronok mozgásához képest, 
hogy az elektronoknak „van idejük" felvenni a mindenkori mag-elrendeződésnek 
megfelelő alapállapotot; a magok pedig ehhez képest igen lassan, úgy igyekeznek 
elrendeződni, hogy ez az elektron-alapállapot energia minimális legyen. 
Matematikai szempontból a kétféle részecske tömegarányának kicsinysége, 
és mozgási frekvenciáik arányának nagy értéke indokolja a közelítést. Az utóbbi 
feltétel különösen fémekben nem mindig teljesül, és így a közelítésnél való eltérés, 
a kis korrekciónak tekintett elektron-fonon kölcsönhatás sokszor igen jelentőssé válik. 
A továbbiakban kizárólag a magok mozgásával foglalkozunk. 
A fenti két feltevés alapján a magok dinamikáját a következő Hamilton-függvény 
szabályozza : 
H = PÍ)2+ ^eff ( -UÍ . . . ) , (1.2) 
l,k 2Mk 
ahol pj az u[ kitéréshez konjugált impulzus, és Mk a /c-adik mag tömege*, Feff pedig 
az effektív potenciál, mely az adiabatikus közelítésből adódik. Fejtsük sorba a 
potenciális energiát az egyensúlyi helyzet körül a kitérések hatványai szerint: 
H = M2 + Kcff04 = о 2 2 g(k, 1, n; к', r, //'KX,4- +... I 
ahol elhagytuk az első deriváltakat, mivel az « = 0 helyen eltűnnek a minimum 
feltételezése miatt, а у у' index a vektorok komponenseit jelöli, továbbá a 
d2V 
= g{k,\,y,k',\',f) (1.3) 
u|, = 0 M , y ( H . y 
jelölést alkalmaztuk. 
Az energiát mérhetjük az egyensúlyi helyzet energiájától, ekkor a konstans 
elmarad, és ha bevezetjük a 
új = f M X ; p' = - L - p i (1.4) 
jelöléseket, az energia így írható: 
н = \ 2 W + \ 2 2 ~ < о
к
,
к
, ( 1 , 1 ' Я . + . . . , (i.5> 
ahol a Gk t k : j \ , Г) tenzor komponenseit a 
GM '(1, l%,r = {l/MJeQ-1 gjk, I, у; k', 1', yj 
összefüggés definiálja. 
Célszerű lesz néhány egyszerűbb jelölés bevezetése. Rögzítsük először az I, Г 
indexeket. Bravais kristály esetén, mint mondtuk, а к index fel sem lép, a szereplő 
mennyiségek az ü' 3 komponensű vektorok és a G(l, 1') közönséges tenzorok. 
* Indexként használva a vektorokat nem vastagítjuk. 
l* 
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Az általános esetben definiáljuk az û' 3xp dimenziós vektort így: 
fi' = (üi, ...,VP) (1.6a) 
Láthatóan p = 1 esetén fi' értelme nem változott, míg összetett rács esetében fi' 
a cellában levó' összes mag koordinátáit összefoglalja. Ugyanígy foglalhatjuk össze 
az 1-edik cellához tartozó impulzusokat: 
p' = (pi, ...,p'p) (1.6b) 
Hasonló módon egymás mellé és alá írva a különböző kk' indexű GM-(1, Г) ten-
zorokat ЗрХЗр dimenziós tenzorhoz jutunk, melynek /',/" komponensei: 
Cd, l\r = Gk,Ab ПУ, У' (i,i'=\...3p) (1.6c) 
Természetesen Bravais-rácsnál itt is az eredeti definíciót kapjuk vissza. 
Foglaljuk most össze az összes fi, vektort egyetlen jelöléssel: 
u = ( f i \ .... fi'™») (1.7a) 
és rendezzük az ! és Г index szerint ugyanúgy sorba, illetőleg oszlopba a G(l, Г) 
tenzorokat. Az így nyert 3N3p X 3N3p dimenziós tenzort dinamikai tenzornak hív-
juk, komponenseire tehát: 
G,,k,r,v,kW = Gx,ß = GkX( 1, l')y, y' (1.7b) 
Ezeket a komponenseket a továbbiakban egyszerűen erőállandóknak nevezzük. 
Hasonlóan eljárva a p' változók esetén, a dinamikai tenzorral (1.5) így írható fel: 
H = ^ p p + ^ u G Ü + . . . . (1.8) 
A harmonikus közelítés abban áll, hogy a pontozással jelölt tagokat elhagyjuk, 
a sorfejtésben tehát megállunk a másodrendű tagoknál. Részletesebben csak ezt 
az esetet vizsgáljuk, az elhagyott ún. anharmonikus tagok szerepére később röviden 
kitérünk. 
A harmonikus közelítésben ezek szerint a magok rendszerének mozgására 
vonatkozó összes információ a dinamikai tenzor elemeiben, a GxP számokban van 
összesűrítve. Érdemes lesz ezért először is a G mátrix tulajdonságaival megismer-
kedni. 
2. A dinamikai tenzor szimmetriái 
A G tenzor elemei között egész sor összefüggés áll fenn, melyek a dinamikai 
tenzor szimmetria-tulajdonságaiból következnek. Vegyük sorra most ezeket a 
tulajdonságokat. Mindenekelőtt a parciális deriválás sorrendjének felcserélhetősége 
miatt : 
— (1-9) 
tehát a G tenzor szimmetrikus. 
Minthogy továbbá a u '£=0 helyen a potenciális energia minimális, ezért ulk 
tetszőleges értékeire (tehát fi[ tetszőleges értékeire) (1.5) második tagja pozitív. 
Ez (1.8) alapján azt jelenti, hogy 
ùGù > 0 ha u ? * 0 , (1.10) 
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tehát G pozitív définit kvadratikus alak mátrixa.* Az ismert tétel szerint ezért 
sajátértékei pozitív számok. 
Újabb összefüggésre jutunk, ha az (1.5) Hamilton-függvény alapján felírjuk 
a mozgásegyenleteket: 
d2 
iy) = - 2 G/.t,)>;/%*',y«»-,/, (1-11) 
tehát 
Mkiïk,y = — 2 yMkMk'Gi,k,yU',k',y Uk\y'-
Világos viszont, hogy ha helyére egy к és 1-től független с vektort írunk, ez azt 
jelenti, hogy az egész kristály c-vel eltolódik. Ilyenkor persze nem ébrednek erők, 
melyek a (к, /)-dik magot gyorsítanák, hiszen a magok relatív helyzete változatlan 
maradt. Ezért bármely с vektorra 
2 У м
к
Ж ' С 1 , к , г , г , к ^ г с г = 0, 
к'Vf 
tehát következik, hogy 
2 ^ М
к
М
к
. в 1 Л . г , 1 ' Л , г = 0 (*> 7. У' tetsz.). (1.12) 
kJ' 
Hasonló jellegű összefüggés nyerhető, ha minden mag kitérésének helyébe olyan 
vektort írunk, mely annak felel meg, hogy a kristályt, mint egészet, valamely pontja 
körül merev testként elforgattuk. (Mind ezekre, mind pedig további, az erőállandók 
tulajdonságaira vonatkozó ilyen „összeg-típusú" összefüggésekre nézve ld. pl. [2]-t. 
Gondoljuk most meg, hogy az eddig említett szimmetria-tulajdonságok egészen 
általános érvényűek. Az erőállandókra vonatkozó fenti összefüggések tetszőleges 
pontrendszer nem is feltétlenül harmonikus mozgásai esetén is érvényesek. Az a 
tény viszont, hogy a kristály egyensúlyi rácsa az elemi cella egyszerű ismétlődése, 
a dinamikai tenzor rendkívül nagyfokú egyszerűsödését vonja maga után. A 
Gfc.t-O, Г) tenzorok ugyanis definíciójuk alapján az egyensúlyi helyzetre jellemző 
mennyiségek. Mivel az egyensúlyi helyzet szigorúan periodikus, a viszonyok bár-
mely / rácsvektorral arrább ugyanolyanok, mint a kiindulási helyen, ezért a (Ajlj) 
és (k2,12) illetve a (kx, h + I) és (k2,12 + 1) helyen levő magok kitéréseit a potenciális 
energia kifejezésében összekapcsoló tenzorok számértéke is azonos kell legyen: 
Gkl,kfh,h) = Gkl,k2(k + l U + l). 
Más szóval a Gk,t-(H') tenzorok csak vektor-változóik különbségétől függnek: 
G*,
 k ' (1, Г) = Gt> t- (I — 1'). (1.13a) 
Ez az összefüggés a kristály legjellemzőbb szimmetriatulajdonságát, a rácsvektorral 
való eltolással szemben mutatott invarianciát fejezi ki. Másfelől azonban az állítás 
ebben a formájában nem egészen helyes. Világos ugyanis, hogy (1.13a) csak a kristály 
belsejében teljesül, mivel a kristály szélén levő magok helyzete egészen más, mint 
azoké, melyeket minden oldalról rács vesz körül, a széleken az eltolási szimmetria 
megszűnik. Tény azonban, hogy a kristály igen sok tulajdonságát a túlnyomóan 
nagy „belső" tartomány szabja meg, ezek vizsgálatakor a széleken levő atomok 
szerepét egyáltalán nem kell tekintetbe venni. Egyik lehetőségünk tehát az, hogy 
* Ez az állítás nem egészen pontos. A kristály merev-test-szerű eltolása vagy forgatása 
esetén uGű = 0. A dinamikai tenzor 6 sajátértéke ezért 0. Erre vissza fogunk térni. 
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a kristályt végtelen nagynak gondoljuk, és ezzel a szélek hatását elhanyagoljuk. Ez 
azonban azzal a hátránnyal jár, hogy a kristály szabadsági fokainak száma végtelen 
naggyá válik, és ez a később következő mechanikai számításokat feleslegesen el-
bonyolítaná. 
Ezért inkább a következőképpen szabadulunk meg a szélek komplikáló hatá-
sától: Teljessé tesszük a kristályban uralkodó periodicitást úgy, hogy módosítjuk 
a szélső atomokra vonatkozó G t ) t ,(I —Г) tenzorok értékét a következőképpen: 
az erőállandó-tenzorok viselkedjenek úgy. mintha a kristály „vége" után ismét 
az eleje következne, tehát 
1. mindenütt teljesüljön az (1.13a) összefüggés, 
2. ezen felül G t , J t . (Aa i - l ) = G f c , i i .(-1) (1.13b) 
Ennek az eljárásnak igazolására a következőket mondhatjuk: Fel szokás téte-
lezni, hogy a rácsban a kölcsönhatás távolsága a rács méreteihez képest rövid, 
a néhány rácsállandónyi távolságon túli atomok között kapcsolatot teremtő 
Gt. / t - ( / - / ' ) tenzor 0.* 
Ekkor viszont könnyű belátni, hogy a fenti feltételek teljesítéséhez a G tenzor-
nak csak viszonylag jelentéktelen számú elemét kell megváltoztatni, melyek a felület 
közelében elhelyezkedő magokkal kapcsolatosak. Egzaktul bebizonyítható [2], 
hogy a G tenzor „szélső" elemeinek ez a megváltoztatása a következő eredmények 
helyességén nem változtat, viszont a tárgyalás így igen egyszerűvé válik. A szélső 
atomok erőállandóinak ez a módosítása jelenti az ún. periodikus határfeltétel tel-
jesítését. Ezek a határfeltételek lehetővé teszik, hogy a rácsban uralkodó eltolási 
szimmetriát az egyszerű (1.13) képletekkel pontos matematikai formában megfogal-
mazzuk. Anélkül, hogy a periodikus határfeltételeket ..megvalósítva" képzelnénk 
(mint például két végén összekötött lineáris lánc esetén tehetjük), elégedjünk meg 
annyival, hogy így sikerül megszüntetni a széleken levő atomok különleges hely-
zetét, „belsővé" téve őket dinamikai szempontból, sikerül megőrizni a szabadsági 
fokok véges számát, és makroszkopikus méretű kristály esetén az elkövetett 
hiba jelentéktelen. 
Az erőállandók (1.13) feltételekkel kifejezett diszkrét transzlációkra vonat-
kozó szimmetriája minden kristály közös tulajdonsága. 
Ezen felül azonban a természetben előforduló kristályok gyakran olyanok, 
hogy rácsvektorokkal való eltoláson kívül léteznek olyan R transzformációk (tük-
rözés, forgatások) melyek az egyensúlyi rácsot önmagába viszik át. 
Vizsgáljuk meg, mit jelent ez, az egyszerűség kedvéért Bravais-rács esetén, 
a dinamikai tenzor szempontjából. 
Alkalmazzuk az R transzformációt a fizikai, deformált kristályra. Ekkor új 
kristályt kapunk, melynek potenciális energiája a forgatástól vagy tükrözéstől 
persze nem változott: 
VR = V= ± 2 2#С(1-Г)ЪГ = ^ 2 ' 2 ' u , G ( 1 - 1 ' ) U ' . 
z I V A l i 
Mivel azonban az új kristály egyensúlyi rácsa a régiével azonos (hiszen R a geometriai 
rács szimmetria-transzformációja), csupán a régi rács 1 vektorra az m. Г vektorra 
az n vektorba ment á t : • 
m = RÍ: n = RE, 
*Ionkristályokná! a Coulomb-kölcsönhatást speciális módszerekkel külön kell tárgyalni [2]. 
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ahol R a vektorokat forgató (vagy tükröző) mátrix, azért az is igaz, hogy a dinamikai 
tenzor elemei ugyanazok a G(l —Г) tenzorok, mint előbb. A potenciális energia 
tehát: 
Vr = G(m-n)v" , 
4 m n 
ahol v'" az új rács kitérésvektora az m helyen, a mi esetünkben 
vm = Ru'; v" = Ru' . 
A két kifejezés egyenlőségéből minden egyes / és Г esetére 
(Ru')-G(m —n)Ru' = u ( G ( l - l ' ) u ' , 
tehát R-gal jelölve R transzponáltját, a 
(Ra)-b = a ( R b ) 
azonosság alapján a dinamikai tenzor teljesíti a 
R G ( R 1 - R 1 ' ) R = G ( l - l ' ) (1.14) 
egyenletet minden 1 — Г érték mellett. 
Ennek a képletnek levezetésénél természetesen felhasználtuk, hogy a rács 
Bravais-típusú, tehát G(l —Г) közönséges 3X3 dimenziós tenzor. Világos azonban, 
hogy az eredmény összetett rács esetére is általánosítható, és hasonló jellegű össze-
függések nyerhetők a köbös, tetragonális stb. szimmetriákat mutató összetett 
rácsok G(I — Г) tenzorának „elemeire", a GA>fc.(l — 1') tenzorokra is. Azt látjuk 
tehát, hogy minden újabb szimmetria létezése (1.14) alakú egyenletet jelent, tehát 
csökkenti a G tenzor független elemei számát. 
Valamennyi, fenti szimmetriatulajdonságot fel fogjuk használni a következő 
fejezetben, a dinamikai tenzor sajátértékproblémájának megoldásánál. 
3. A hullámszámvektorok és a sajátértékprobléma 
Ebben a részben olyan mennyiségekről és összefüggésekről lesz szó, amelyeket 
a tárgyalás folytonossága érdekében célszerű külön pontban összegyűjteni. Kezdjük 
néhány egyszerű definícióval. 
A reciprok-rács a 
bt = 2я а г Х а 3 b 2 «зХаг = ^ a 2 X a 3 
(axXa2)a3 " ( a ^ a ^ a , ( a i X a 2 ) a 3 
vektorok egész számokkal képezett lineáris kombinációiból épül fel, rácspontjainak 
helyvektorai tehát: 
g ^ i b , +£ 2 Ь 2 +£ 3 Ь 3 gi egész (1.16) 
A szokásos megállapodás szerint a reciprok-rács origójának valamely rácspontot 
választják. A definíciók alapján látható, hogy egy rácsvektor és egy reciprok-rács 
vektor skaláris szorzatára: 
g • 1 = 2 л ( gxU + g f 2 + g3l3) = 2 л • egész (1.17) 
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tehát G pozitív définit kvadratikus alak mátrixa.** Az ismert tétel szerint ezért 
sajátértékei pozitív számok. 
Megjegyzendő, hogy a kristály helyzetét akár a reciprok-rács, akár a valódi rács 
térbeli helyzete egyformán meghatározza. 
Az adott kristályhoz tartozó hullámszámvektorok 
q = ?ibi + 92b2 + 93b3 qt = 0, ± —, ..., ... (w; egész) (1.18) 
alakúak, q-xa\ csak ilyen vektort fogunk jelölni. 
A Britlouin-zóna* a reciprok-rácsnak az a térfogateleme, melynek pontjai 
közelebb vannak az origóhoz, mint bármely más reciprok-rács ponthoz. Be lehet 
látni, hogy a Brillouin-zónát az esetleges R szimmetria-transzformációk önmagába 
viszik át, más szóval a rács összes szimmetriáit mutatja. A fenti definíciók alapján 
a hullámhosszvektorok „redukálhatok": tetszőleges q-ból reciprok-rács vektor 
hozzáadásával egyértelműen a Brillouin-zónába eső q képezhető. A hullámszám-
vektorok, mint látjuk, a Brillouin-zónát egyenletesen töltik ki, éspedig (1.18) alap-
ján tetszőlegesen sűrűn. Ezt a sűrűséget úgy számíthatjuk ki, hogy a q vektorok 
számát, N3-1 elosztjuk a Brillouin-zóna térfogatával. A Brillouin-zóna térfogata 
viszont geometriai okokból egyenlő' a reciprok-rács elemi cellájának térfogatával, 
tehát a keresett sűrűség: 
-
 N 3
 -
 N3
'
v
o -
 V 
(biXb2)b3 ~ ~(2nf ~ Jbcf' 
ahol csak az (1.15) definíciót használtuk fel, és az elemi cella térfogatát y0-val, az 
egész kristályét F-vel jelöltük. így a dq térfogatba eső hullámszámvektorok számát a 
N3v Q(q)dq = - ^ d q (1.19) 
képlet szolgáltatja. 
Megemlítjük még a hullámszámvektorok további fontos tulajdonságát, a 
definícióból azonnal belátható alábbi két azonosságot: 
(1.20a) 
= (1.20b) 
ahol az összegezés, mint ezután mindig, 1 esetén az összes rácspontra, q esetén a 
Brillouin-zónabeli hullámvektorokra terjed ki. 
Ezután a később fontos szerephez jutó 
D,. t.(q) = ~ Z Z С*д,(1-1>'«<'->> (1. 21a) 
tenzorok tulajdonságaival foglalkozunk. Az (1.13) és (1.18) egyenletek alapján 
először is 
= (1.21b) 
I 
vagy pontosabban első Brillouin-zóna. Itt az egyszerűbb kifejezést fogjuk használni. 
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mivel az N3 db különböző Г mellett az 1 szerinti összegezés ugyanazt adja. Más-
felől (1.17) miatt elég a Brillouin-zónabeli q-kra szorítkozni, mivel 
D*,*.(q + g) - DM . (q) (1.22) 
Jelöljük ezután D(q)-val az (l.óc)-ben definiált G(l, Г) transzformációjával adódó 
ЗрХЗр dimenziós mátrixot: 
D(q) = 2 G(/)-е'Ч 
I 
(1.23). 
tehát 
D(q) = ; 
D D 
XX xy 
Eyx b)yy 
D „ ... D,. ,) 
D p l . . . 
Bravais-rácsnál 
p-atomos rácsnál. 
Ehhez a tenzorhoz a következő pontban úgy jutunk el, hogy új változók bevezeté-
sével négyzetek összegévé igyekszünk átalakítani a potenciális energia kifejezését. 
Ki fog derülni, hogy sikerül feladatunkat a D(q) mátrixok sajátértékproblémájának 
megoldására redukálni. Éppen ezért ismerkedjünk meg előre ezzel a feladattal. 
Mindenekelőtt megjegyezzük, hogy mint azt látni fogjuk, a D(q) mátrixok 
sajátértékei egyben a G dinamikai tenzor sajátértékei is, ezért pozitívok. így 
a megoldandó sajátérték-egyenlet ilyen alakú: 
D(q)f(a, ?) = oj(a, q)2f(a, q) ( a = l , ... 3p) (1.24) 
Az си(а, q) mennyiség frekvencia-dimenziójú, az a index az adott q-hoz tartozó 
sajátértékeket különbözteti meg. Bocsássuk most előre, hogy fizikai jelentését 
tekintve a>(a, q) a kristályban terjedő hullám frekvenciája, q pedig a hullámszám-
vektora, míg az f(x, q) vektorok azt mutatják meg, milyen irányban térnek ki az 
egyes atomok, az (a, q) hullám terjedésekor, ezért polarizációs vektornak hívják őket. 
Ilyen okokból az adott q esetén a 3p db frekvenciát megadó 
io = w(tx, q) 
összefüggés neve: diszperziós összefüggés. 
Minden q-hoz általában 3p különböző sajátfrekvencia van. q folytonos vál-
toztatásával rögzített я esetén co(a, q) folytonosan változik, és így minden a-hoz 
е
ёУ <oa(q) folytonos függvény tartozik, melyet az co(q) többértékű függvény я pola-
rizációjú ágának hívunk. 
Könnyű belátni, hogy q = 0 esetén 3 db sajátfrekvencia 0 lesz. Válasszuk 
a példa kedvéért a p = 2 esetet. A D (q) mátrix a q = 0 helyen a definíció szerint 
a következő alakú: 
D(0) 
2 Gi,Л>) 2 G1;2(l) 
I I 
2 G y ( i ) 2 G M ( D 
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Alkalmazzuk most ezt a ( j M i c , )M2c) hatkomponensű vektorra, és nézzük például, 
mi az új c' vektor első komponense: 
c'i = 2 [ Ä G 1 1 ( I ) 1 , y + ^ G 1 , 2 ( l ) 1 , 7 ] i ; ? . 
i,y 
Ez a kifejezés azonban — az erőállandók (1.12) tulajdonsága miatt — nyilvánvalóan 
0. Ugyanez látható be a többi komponensre is. Eredményünk tehát az. hogy a 
tetszőleges с vektor esetén a ( ^Мус, Ум2с) alakú vektor sajátvektora a D(q) mátrix-
nak, 0 sajátértékkel. Mivel az ilyen alakú vektorok között a lineárisan függetlenek 
száma épp en 3, levonhatjuk a következtetést: q =0-nál az cu sajátérték háromszorosan 
elfajult: 
f (a , 0) = konst(] /M 1-c , ( M , c ) (a = 1. 2, 3) с tetszőleges (1.25) 
co(l, 0) = ш(2, 0) = са(3, 0) = 0. 
Később említendő okokból а q=0-nál 0-vá váló ágat akusztikus, a többi 3(p —1) 
frekvenci a-ágat optikai ágnak hívják. 
A frekvenciák és sajátvektorok részletesebb vizsgálatához fogva először is 
rögzítsük a polarizációs vektorok abszolút értékét a 
Z f ( x , q ) f f ( ß . q)f = < ( a , 0 = 1... 3p) ( 1. 26a) i=i 
normálási feltétellel, mely egyszerűen átírható a 
2Kot, q)*/(a, q); = ôu ( i , j = 1... 3p) (1. 26b) 
a = l 
alakba is. Mindenekelőtt látszik, hogy mivel minden D(q)-ból származtatott meny-
nyiség (1.22) miatt periodikus a reciprok-rácsban (ahogyan a ..direkt" fizikai mennyi-
ségek az eredeti rácsban periodikusak), 
со (a, q) = a> (a, q + g) 
f (« ,q) = f ( a , q + g), (1.27) 
tehát elég e mennyiségeket a Brillouin-zónán belül ismerni. Azonnal látni fogjuk, 
hogy legtöbbször ennél sokkal kisebb q tartományra szorítkozhatunk a további 
szimmetria tulajdonságok miatt. Negatív q értékekre például (1.21) alapján 
D ( - q ) = D (q)*, (1.28) 
tehát (1.2 4) konjugáltját képezve kapjuk, hogy 
со (a, q) = со (a, — q) 
f(cx, q)* = f(a, - q ) . (1.29) 
Ez a frekvenciák és polarizációs vektorok egy olyan szimmetriája, mely mindig 
teljesül. Megjegyezzük, hogy polarizációs vektorokra (1.29) helyett tulajdonképpen 
csak az következik, hogy f*(a. q) és f (a , —q) egységnyi abszolút értékű komplex 
szorzó e rejéig megegyeznek. Mi ezt az arányossági tényezőt l-nek választjuk, de 
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szokásos pl. a — 1 választás is. Látható, hogy q = 0-nál (1.28) miatt D valós, ezért 
a polarizációs vektorok is valósak. A további szimmetriák következményeit ismét 
Bravais-rácsra szorítkozva részletezzük, amikor tehát D(q) közönséges 3 x 3 kom-
ponensű mátrix. Ekkor (1.21b) és (1.14) alapján azt kapjuk, hogy 
R • 2 G(Rl)e'(R^RI> • R = 2 G (1) e*' 
minthogy 
(Rq)(Rl) = q l , 
vagyis a rács R szimmetriája a 
RD(Rq)R = D(q) (1.30) 
egyenlet teljesülését vonja maga után. Innen mindenekelőtt látjuk, hogy mivel 
minden Bravais-rácsot egy rácspontra, mint origóra vonatkozó inverzió önmagába 
visz át, R helyébe az inverzió mátrixát írva: 
D(—q) = D(q) (Bravais-rács). 
Ezt (1.28)-cal összevetve, azt látjuk, hogy Bravais-rácsnál a D(q) mátrixok, és így 
a sajátvektorok is valósak. Ezután szorozzuk meg (1.30)-at R-rel, akkor a 
D(Rq)R = RD(q) (1.31) 
alakra jutunk. 
Ez az egyenlet azt állítja, hogy ha f(a, q) sajátvektora D(q)-nak az w(a, q) 
sajátérték mellett, akkor Rf(a, q) viszont D(Rq)-nak sajátvektora ugyanazzal 
a sajátértékkel : 
D(Rq)Rf(aq) = RD(q)f(aq) = tu (a, q)2Rf(aq). 
Látható tehát, hogy ha R szimmetriaművelet, akkor 
co(a, Rq) = w(a, q) (1.32) 
f(a , Rq)~ R f(a, q). (1.33) 
A ~ jel itt értelemszerűen azt jelenti, hogy ha cu(a, q) nem elfajult, (1.33)-ban egy-
szerűen egyenlőséget kell írnunk, ha pedig elfajult, akkor az а»(а, Rq)-hoz tartozó 
alteret az co(a, q)-hoz tartozó altér R transzformációjával kapjuk. Ezzel előttünk 
állnak az ш(а, q) függvények összes szimmetria tulajdonságai, melyeket a követ-
kező ábrázolással tehetünk szemléletessé: 
Szintvonalakhoz hasonlóan alkossuk meg azokat a felületeket a q vektorok 
terében, melyeket az <в(а, q) állandó érték jellemez. Ezek a felületek periodikusak 
a reciprok-rácsban, a középpontra tükrözve önmagukba mennek át, továbbá minden 
egyéb esetleges rács-szimmetria is önmagukba viszi át őket. Ezért például köbös 
szimmetriájú Bravais-rács esetében elég az со = ш(а, q) összefüggést a Brillouin-
zóna 1/48-ad részében ismerni, ezekből az értékekből az említett felületek eltolás, 
tükrözés és forgatás útján már felépíthetők. Az (1.33) egyenletek alapján ugyanez 
vonatkozik az f ( a - я) vektortér szimmetriáira is. 
Bonyolultabb rács esetén teljesen hasonlóan látható be, hogy ha R az egyen-
súlyi rács szimmetriája, akkor (1.32) teljesül, a polarizációs vektorokra pedig (1.33)-
hoz hasonló, valamivel bonyolultabb összefüggés igaz. Ezek az eredmények igen 
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szemléletes tartalommal rendelkeznek a klasszikus mechanikai kép alapján: ekvi-
valens, szimmetrikus irányokba forgatott vagy tökrözött hullámszámhoz ugyan-
olyan frekvenciájú hullámok tartoznak, q-hoz képest ugyanolyan állású pola-
rizációs vektorokkal. 
Hogy a fenti szimmetria tulajdonságok milyen komoly megszorítást jelen-
tenek a sajátértékprobléma mennyiségeire nézve, azt jól mutatja az a tény, hogy 
bizonyos esetekben az (1.24) egyenlet megoldása nélkül, azonnal megtudjuk mondani 
a polarizációs vektorok értékét. 
Továbbra is a Bravais-rácsnál maradva, legyen q, egy olyan hullámszám-
vektor, amelyet a R művelet változatlanul hagy: 
Rqo = 4o, 
tehát például q0 mutasson az R forgatás tengelye irányába. Ekkor (1.31) értelmében 
D(q0)R = RD(q0), 
tehát (1.33) szerint f(a, q)-val együtt Rf(x, q) is sajátvektor ugyanazon sajátértékkel. 
Ha a forgatás, vagy tükrözés az f(a, q) által kijelölt irányt nem hagyta változat-
lanul, bizonyos, hogy az w(a, q) sajátérték elfajult. Lássunk erre egy példát. Legyen 
a kristály köbös szimmetriájú és mutasson q0 a kocka egyik éle irányába. Válasz-
szuk ki egy nem q0 irányába mutató sajátvektort, f(a, q0)-t. Ekkor f(x, q0)-lal együtt 
az él körül 90°-kal elforgatott RT(a, q 0 ) vektor is sajátvektora D(q0)-nak, és a 
kocka lapjára tükrözött R2f(a, q0) is az. Két eset lehetséges: 
a) a három vektor: f, Rjf. R2f nincs egy síkban. Ekkor az сu(oc, q0) sajátértékhez 
találtunk 3 lineárisan független vektort, tehát háromszorosan elfajult: a>(l,qo) = 
= ío(2, q0) = cu(3, q0), 
b) a három vektor egy síkban van, tehát szükségképpen a q0-ra merőleges 
síkban. A sajátértékprobléma ebben a síkban elfajult, vagyis két polarizációs vektor 
merőleges q0-ra és w(l , q0) = cu(2, q0), a harmadik pedig az ortogonalitási feltételek 
miatt erre a síkra merőleges, tehát q0 irányú co(3, q„) sajátértékkel. 
Speciálisan kiderült tehát, hogy ha q0 szimmetrikus irányba, pl. egy 90°-os forgás-
tengely irányába mutat, akkor2q0-ra merőleges és 1 q0-val párhuzamos polarizációs 
vektor van; szokásosan kifejezve két transzverzális és egy longitudinális polarizáció 
lehetséges. — Ez a tulajdonság csak a speciális, szimmetrikus q0 irányokra jellemző, 
egyébként a polarizációs vektorok q-függése bonyolultabb. Anélkül tehát, hogy 
megoldottuk volna a sajátérték-egyenletet, sőt, egyáltalán nem ismerve a D(q) 
tenzor konkrét értékét, a polarizációs vektorokat a szimmetria-megszorítások 
alapján bizonyos speciális irányokban ismerjük. Ilyenkor természetesen a frekven-
ciákra felírt karakterisztikus egyenlet is egyszerűsödik. Az előbbi példákon koor-
dinátarendszerünk tengelyét a kocka éle, tehát q0 irányában felvéve látjuk, hogy 
mivel az (1,0,0) vektor, mely a longitudinális polarizációt adja, sajátvektor, a D 
mátrix ilyen alakú: 
Dxx 0 0 
D = 0 . . , 
0 . . 
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tehát w2(a, <7)-t lineáris egyenletből számíthatjuk ki. — Bonyolultabb rácsok esetén 
a helyzet hasonló, ott azonban az / (a , q) vektorok általában komplexek. Ezért 
a polarizációs vektorokra vonatkozó (1.33)-nak megfelelő összefüggések [3] kevésbé 
szemléletesek. 
4. A rácsrezgések kvantumai, a fononok 
Térjünk most vissza az (1.5) Hamilton-függvényhez. Ebből a kristály Hamilton-
operátorát úgy kapjuk, hogy az ù'k(t) és p((/) változók helyébe kanonikusan kon-
jugált operátorokat írunk 
( Й ) Ч \ Z Z UÍG„(1, l )ü i ' -+ . - , (1. 34) 
z z Ijk i'k' 
ahol 
pí = —7=pÁ; Щ = У м
к
- и
к
 (1.35) 
\ м
к 
és a csererelációk: 
[pÁ,7> «[, / ] = y ôktk.ôu.Sy>r. 
A Gfc.fc-(1 — 1') tenzorok természetesen nem változnak, mindaz, amit eddig elmond-
tunk róluk, érvényben marad, továbbá egyszerűen átvesszük az (1.6) jelöléseket is, 
ugyanúgy definiálva egyszerű és összetett rács esetére is a ù' és p1 vektorokat. Célunk 
most az lesz, hogy megtaláljuk az pk>), mennyiségeknek azokat a lineáris kom-
binációit, melyekkel az energiaoperátor 
я = j 2 Уу+ofx:-
alakba írható, ahol Ys az Xs változóhoz konjugált impulzus operátora. Ez más 
szóval azt jelenti, hogy az energiát független harmonikus oszcillátorok energiáinak 
összegeként állítjuk elő: az energiaoperátort diagonizáljuk. Jól ismeretes, hogy 
ez a feladat a G tenzor (1.9) tulajdonsága miatt tisztán algebrai úton megoldható, 
és egyenértékű a tenzor sajátértékproblémájának megoldásával: az o»2 mennyiségek 
éppen a dinamikai tenzor sajátértékei, az Xs és ùk y operátorok közötti leképezést 
pedig a sajátvektorok létesítik. Mi most a közvetlenebb utat választjuk, és az ù[,p[ 
mennyiségekből kiindulva egyre újabb transzformációk segítségével más változókra 
térünk át, utolsó lépésként megtalálva az Xs, Ys operátorokat. Az első lépést ezen 
az úton a következő meggondolás szolgáltatja: 
Az (1.34) energia-kifejezés második tagja változatlan marad, ha az lx cellában 
levő mag kitérésének helyébe az L+l - ik cella kitéréseit írjuk, szélső magok esetén 
a periodikus határfeltételnek megfelelően járva el. Ezt az invarianciát a Gx?k.(l, 1') 
tenzorok (1.13) tulajdonságai biztosítják. Másrészt ez az egész rácsnak egy 1 rács-
vektorral való eltolását jelenti, ezek az eltolások pedig, mint műveletek, csoportot 
alkotnak. Ennek a csoportnak egy eleme úgy hat a kitérés-vektorokra, hogy az 
(1.6) alatt definiált ű'1 vektoroknál az 
~ I , 
U -»- U 
felcserélést hozza létre. 
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A csoportelmélet jólismert tétele azonban (Id. pl. [4]) biztosítja, hogy elkészít-
hetők az ü* vektoroknak olyan lineáris kombinációi, melyek a fenti művelet hatá-
sára már nem cserélődnek egymás között, csupán egy e'4 ' komplex számmal szor-
zódnak, és itt q hullámszámvektor. Legyen egy ilyen kombináció jele íj (q). Tegyük 
fel, hogy előállítottuk a potenciális energiát a 
у = 2л(Ч1)Г(Ч1'Чг)П(Ч2) 
alakban és úgy választottuk meg az ù' kitéréseket, hogy csak mondjuk íj(q) és íj(q') 
különbözzék 0-tól. Világos, hogy minden F(q1 ; q2) együttható 0 kell, hogy legyen, 
kivéve F(q, —q)-t, hiszen az ù'1— ù' 1 - 1 helyettesítés hatására a potenciális energia 
exp {(/q + /q')l}-val szorzódik, és az előbb láttuk, hogy invariánsnak kell maradnia. 
Éppen ezért természetes, hogy első lépésként megkeressük ezeket az íj lineáris kom-
binációkat, mivel velük az energia már aránylag egyszerűen írható fel. Rögtön 
látható, hogy a következő' mennyiségek rendelkeznek a kívánt transzformációs 
tulajdonsággal: 
П = (1- 36a) 
és legyen egyidejűleg 
ahol q végigfut a Brillouin-zóna hullámvektorain. Ha az (1.20) összefüggéseket 
felhasználva ezekkel a mennyiségekkel írjuk fel az energiát, a várakozásnak meg-
felelően A 3 db tag egyszerű összegét nyerjük: 
H = Z H ( q ) - , H (q) = j ft(-q)-ft(q)+ 1 í j ( - q ) D(q)í j (q) , 
ahol megjelent a G(l —1') dinamikai tenzor transzformáltja, az előző pontban rész-
letesen vizsgált D(q) mátrix.** A csererelációkat felírva könnyen igazolható az is, 
hogy ít és íj konjugált mennyiségek: 
[ft(4)t, л(я)Л = 7 « W A , - П. 37) 
A diagonizálás problémájában ezzel annyira kihasználtuk a transzlációs in-
varianciát, amennyire ez lehetséges: az összegnek N3 tagra való szétesése az (1.13) 
feltételek egyenes következménye. A sajátértékprobléma óriási mértékben egyszerű-
södött, hiszen most már elegendő а ЗрХЗр dimenziós D(q) mátrixok sajátérték-
egyenletét megoldanunk, hogy célunkat elérjük. Tegyük fel ugyanis, hogy ez sike-
rült, és a D(q) mátrix esetleges szimmetria-tulajdonságait felhasználva kezünkben 
vannak az co(a, q) sajátértékek és az f(a, q) sajátvektorok. Képezzük akkor a 
** Emlékeztetünk arra, hogy összetett rács esetén ű' p ' jr, f j 3p dimenziós vektorok, a sze-
replő D(q) pedig а ЗрХЗр dimenziós, (1.23) alatt definiált tenzor . 
K R I S T Á L Y O K D I N A M I K Á J Á N A K V I Z S G Á L A T A LASSÚ N E U T R O N O K S Z Ó R Á S Á V A L 103 
következő új mennyiségeket: 
&»,, = 2f(<*> q)?n(q). 
(1.38) 
p«.4 = 2 / ( « . q)^(q) .-
i 
Ezek segítségével az energia 
= \ К я ' К
 f + |o>(« , q)2Q:,q-Q,,q (1.39) 
a.q Z Z 
alakú lesz (a leképezés megfordításához a (1.26) képleteket használtuk fel), és a 
felcserélési összefüggések : 
= 7 < W < W (1-40) 
Az új mennyiségek nem hermitikusak, és a definíció szerint teljesítik az (1.39) 
felírásakor már fel is használt 
= Pí,9 = K - q (1.41) 
feltételeket. Vezessük be éppen ezért a 
= + = (1.42a) 
és 
f . i f = - L ( / í „ > f + / + , ) ; = - L ( / ( ( > ( l - / ï + 4 ) (1.42b) 
hermitikus operátorokat, és értelmezzük őket a Brillouin-zóna egyik, mondjuk 
qz SO által jellemezett felében. Láthatóan az Y és X változók konjugált impulzus 
és koordináta szerepet játszanak: 
[YS,XS.] = = 4 (1.43) 
Ezzel természetesen a szabadsági fokok száma nem változott, hiszen a Brillouin-
zóna felében változik ugyan a q argumentum, de minden (q, a) értékhez két koor-
dináta-impulzus páros tartozik. írjuk most fel ezekkel a mennyiségekkel az energiát: 
(1.39) és (1.42) alapján 
H =2- 2 K f i = {Y*,q + Y*!.4 + cu(a,q)2(^2 q + f 2,,)}. (1.44) 
Ezek a képletek azt jelentik, hogy elértük a fejezet elején kitűzött célunkat: sikerült 
az (1.34) energiát harmonikus oszcillátorok energiájának összegeként előállítani. 
Látszik egyébként az is, hogy az ш(а, q)2 mennyiségek, amelyek az (1.3 9) energia-
kifejezésben jelentek meg, mint a D(q) mátrixok sajátértékei, valóban a G saját-
értékei is egyben, tehát jogosan előlegeztük a 3. pontban róluk, hogy pozitívok. 
Külön figyelmet érdemel azonban a q = 0 eset. Ilyenkor egyrészt (1.41) és (1.42) 
szerint 
A a, q — Eas q ~ 0, 
1 0 4 SOLT G Y . 
másrészt tudjuk, hogy három frekvencia értéke 0: 
co( 1, 0) = co(2, 0) = cu(3, 0) = 0. 
Az ehhez a három polarizációhoz tartozó Xa „ mennyiségeket könnyű megadni: 
(1.36), (1.38) és (1.42) alapján 
À.« = Í 2 - 4 - Z f ( ° b 0)f üj (a = 1,2, 3). 
I. Ï 
A szereplő polarizációs vektorok értékét azonban ismerjük, az (1.25) képlet le-
vezetésekor már szerepeltek. Figyelembevéve még az (1.35) definíciót is, azt kap-
juk, hogy 
Âa (. = konst-R0 „ ( a= 1,2,3) , (1.45) 
ahol R0 a kristály tömegközéppontját jelöli. Ez ismét azt a körülményt hangsú-
lyozza, hogy a három a> = 0 frekvencia a kristály, mint egész mozgásával kapcsola-
tos: az ezzel kapcsolatos „oszcillátor" mozgása valójában nem periodikus, hanem 
szabad mozgás. (A merev test típusú forgás szabadsága a periodikus határfeltételek 
miatt természetesen megszűnt. Ez azonban éppúgy nem vezet valódi hibára, mint 
a periodikus határfeltétellel kapcsolatos többi „ellentmondás".) 
Válasszuk ezért külön a transzlációval kapcsolatos szabad mozgást a Hamilton-
operátorban is: 
û= ^ ( 4 , 0 + Чо+Yl o)+I 2 ' [y«. , + ?î.« + CD(a, Ч)2(4% + 4 2 4 ] , (1.46) 
ahol az összegezésben tehát csupa valódi oszcillátor szerepel, erre utal а I ' jelölés. 
— A klasszikus és kvantummechanikai tárgyalás ezen a ponton kettéválik. Mind-
eddig a végzett lineáris transzformációk kanonikus volta miatt lényegtelen volt, 
hogy a koordináták és impulzusok operátorok-e vagy sem, a képletben az operá-
torokat klasszikus mennyiségeknek tekintve a klasszikus mechanikai mozgás-
egyenletekhez juthatunk. Ezek az egyenletek az A és Y mennyiségek harmonikus 
rezgőmozgását eredményezik, és velük az u[ és p[ vektorokat kifejezve a problé-
mát meg is oldottuk. 
A kvantummechanikában ezzel szemben a kristály állapotát a hullámfügg-
vényével jellemezhetjük. Mivel a szereplő oszcillátorok függetlenek, ez a függvény a 
következő szorzat alakjában írható: 
_1 P R 
ф = konst• e h •<pmi(A1)?ffil(*1)...<pfSs(Xs), (1-47) 
ahol P a tömegközéppont impulzusa, т^ m, (/ = l...3N3p — 3) egészek az egyes 
X és X oszcillátorok gerjesztési fokát jelentik, és [5] 
<Pm(X) = konst • e 2 í * \ t f m ( | / | a ) (1.48) 
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az ismert oszcillátor-sajátfüggvények, Hm(X) az m-ik Hermite-polinom. Az is 
jól ismeretes, hogy ez energiát a fenti állapotban a 
E=Etr + 2 M « , q)[w«.,+ »«., ,+ 1] (1-49) 
kifejezés adja, itt £",r-val a kristály transzlációs kinetikus energiáját jelöltük, a 
zárójelben levó' 1 az X és X oszcillátorok — Йсо(а, q) nullponti energiája miatt jele-
nik meg. A harmonikus oszcillátor tárgyalásánál célszerű az X és X operátorok 
helyett az ún. keltő és eltüntető operátorok [6] használata, melyeket a 
r . (1-50) 
= i ] f « , q = 
képletekkel definiálnak. A leképezés segítségénél a felcserélési összefüggésekre 
(1.43) alapján a 
[Bx,q, Д?,«'] = [t>z,q, BÍ.q] = à„,xàq,q- (1. 51) 
kifejezés adódik. Ezek az operátorok a cpm állapotból a <pm + ъ illetve cpm-x álla-
potokba „visznek át", eggyel növelik, illetve csökkentik az oszcillátor gerjesz-
tettségi fokát. Segítségükkel az energia a 
H = Ê,r+ + l)Äcn(a,q) (1.52) 
alakba írható, ahol az mxq = bxq-bxq és tnxq = Bpq-BXiq operátoroknak az (1.48) 
állapot sajátállapota az mx_q és mxq egész szám sajátértékkel. Az állapotfüggény 
megadása helyett a 
| P > | . . . т
х л
, т
х л
, . . . > (1.53) 
jelölést fogjuk használni az állapot jellemzésére, vagyis megadjuk a tömegközép-
pont impulzusát, és azt, hogy az XXiq illetve Xx-q oszcillátorok melyik nívón vannak 
gerjesztve. A b, В illetve b + , B+ operátorok hatása abban áll egy ilyen állapotban, 
hogy az m, m számokat 1-gyel csökkentik, illetve növelik. — Ha minden osz-
cillátor alapállapotban van, bármely b és В esetén 
Bx,q\-- 0. . . =• =Ба>4 | . . .0... > = 0 . (1.54) 
Gondoljuk most meg, hogy az alapállapot kivételével valamennyi energianívó 
elfajult, minthogy az energia csak az (mx<q + mx_q) összegektől függ, külön-külön 
az egyes mx q számoktól nem. Ilyen esetekben keltő és eltüntető operátorokat nem-
csak a (1.50) összefüggésekkel lehet definiálni [6]. 
Valóban, például a 
(1.55) 
4 . - , = — (£„ , , - /5* , , ) 
2 Fizikai Fo lyó i r a t X I V / 2 
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operátorok, melyeket láthatóan az egész Brillouin-zónában definiálnak a fenti 
egyenletek, szintén keltő és eltüntető tulajdonságúak: 
t4,4 - 4t„] = <W4,«' (1-56) 
és velük az energia kifejezése 
H = Elr+ 2 *a>(«.q)(4. , + 4 , - , + l) = £ „ + Z * c o ( a , q ) ( 4 , , + i ) (1-57) 
a,qz^0 a , q 
alakú lesz, az n = â+â operátor sajátértékei a 0, 1, ... egész számok. Érdemes 
felírni az új operátorokkal a Q, P mennyiségeket is: 
= = (1.58) 
Közismert, hogy a (1.57) energiaoperátor sajátállapotai 
alakba írhatók, az (a, q) értékhez (1.55) alapján most már egyértelműen hozzá-
rendelt oszcillátor gerjesztettségi foka nx q és â + , â operátorok ezt növelik, illetve 
csökkentik 1-gyel. — Mint láttuk, az 
E0= 2 Äct)(a, q) 
energiájú állapot nem elfajult, tehát az (1.54) egyenlettel jellemzett alapállapot és az 
d j . . . 0 . . . » = 0 (ot,q) 
állapot megegyeznek. Kérdés azonban, hogy pl. a 
állapotban, mikor tehát az (a, q) oszcillátor az első nívón van, az X vagy az X típusú 
(más szóval b vagy Б típusú) oszcillátor van-e gerjesztve. Az (1.55) leképezés alap-
ján világos, hogy sem egyik, sem másik esetről nincs szó, az âqq operátor az X és X 
típusú oszcillátorok szuperpozícióját gerjeszti, és fordítva, ahhoz, hogy egy pl. 
X típusú gerjesztést hozzunk létre, az я + ч és я+ч operátorok szuperpozícióját kell 
alkalmaznunk. 
A kétféle leírás teljesen egyenrangú, az egyszerűbb állapotfüggvényeket az 
X, X oszcillátorok segítségével kapjuk, azonban az â+, â operátorok, mint mindjárt 
látni fogjuk, rendkívül egyszerű transzformációs tulajdonságaik miatt előnyösebben 
alkalmazhatók. 
Térjünk most rá az időtől függő Heisenberg-operátorok használatára. Az 
operátorokra vonatkozó mozgásegyenlet: 
dá / -
=
 h 
Ennek megoldása nyilvánvalóan: 
â(t) = â(0)e~io" (1.60) 
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Fejezzük ki most az új változókkal a ü[ mennyiségeket. Először is (1.26), (1.58) 
és (1.60) segítségével (1.38)-ból (я(0) helyett röviden á-t írva) 
n(q) = ^ f(oí, q) | /
 2t/J Д q ) + 
Térjünk vissza háromdimenziós jelöléseinkhez. Ezért jelöljük a vektorok 3—3 
komponensét összefoglalóan így: 
f(a, q) = (ej(a, q), e2(a, q), ..., ep(a, q)). 
Ezután (1.36) megfordításával (1.20)-at és (1.35)-öt felhasználva): 
™ = w / l k Ы « , q + (1. 61) 
és hasonló kifejezés érvényes p'k(t)-re is.** 
Hasonló alakhoz jutunk a klasszikus mechanikai tárgyalás során is, mindössze 
az (1.50) leképezésben kell a Yhâxq operátor helyett az Axq(t) amplitúdót írni. Ennek 
időfüggése olyan, mint az áxq operátoré, tehát a 
»£(0 = w I t » - Z , - Ы « , q)c-""- i^«'> '^ a < J(0) +kompi konj} 
/V ( z.Mk а><г yo}(oc, q ) 
kifejezéshez jutunk, itt az Ax„(0) számok a kezdeti feltételből nyerhető állandók. 
A kapott eredmények a klasszikus mechanika nyelvén tehát a következőt jelentik: 
A harmonikus kristály atomjainak mozgása a kristályon q hullámszámmal és a 
hozzá tartozó cu(a, q) frekvenciával végighaladó síkhullámok szuperpozíciójaként 
állítható elő. Minden hullámszámhoz a lehetséges frekvenciákat a 
D(q)f(a.q) = co(a, q)2f(a, q) 
összefüggésből kapjuk meg. Minthogy továbbá (1.17) miatt eigl = 1, és az összes 
szereplő ç-tôl függő mennyiség periodikus a reciprok rácsban, a reciprok-rács vektor-
ban eltérő hullámok ugyanolyan kitérésekre vezetnek. Az egyes atomok kitérésének 
irányát és a különböző polarizációjú rezgésekben való részvétel arányát a e t(a, q) 
polarizációs vektorok szabják meg. A komplex írásmódról persze valós mennyi-
ségekre térhetünk át. Ekkor u£(r) valós, állóhullámok szerinti sorához jutunk. Ennek 
az állóhullámok szerinti sorfejtésnek az együtthatói éppen a b, Ъ operátoroknak 
megfelelő klasszikus mennyiségek. A kvantummechanikai tárgyalásban ilyenféle 
szemléletesség nem adható, ehelyett azonban a megoldáshoz egészen más jellegű, 
igen egyszerű képet kapcsolhatunk. Azt a tényt ugyanis, hogy a hw(a, q) energiájú 
oszcillátor a и^-dik nívón van gerjesztve, úgy' is értelmezhetjük, hogy a megfelelő 
hm(ct, q) energiájú állapotban nx q db „részecske" van jelen, és az oszcillátor ger-
jesztésekor egy „részecske" keletkezik, alacsonyabb nívóra való átmenetnél pedig 
egy „részecske" eltűnik. Mivel továbbá adott (a, q) állapotban tetszőlegesen sok 
** A h. c. hermitikus adjungált operátort jelent. 
2* 
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„részecske" tartózkodhat, az (1.57) energiaoperátor Bose—Einstein statisztikát 
követő, kölcsönhatásmentes kvantumokból, ún. kvázirészekből álló „gáz" energia-
operátorként fogható fel. A kristálynak ezeket a kvázirészeit fonon-nak nevezik. 
Az, hogy a fenti analógia a valódi részecskékkel mennyire szerencsés, leginkább 
onnan látszik, hogy a fonon „kvázi-impulzussal" is rendelkezik. Ezen azt értjük, 
hogy a q hullámszám bizonyos értelemben impulzusként viselkedik. Vizsgáljuk 
meg például a P — 0 esetén az 
. . . 0 . . . > 
egyfononos állapot viselkedését, ha a kristályt egy 1 rácsvektorral eltoljuk. Mindenek-
előtt könnyű belátni, hogy az eltolásnak megfelelő u'1 — u l l _ l helyettesítéssel szem-
ben a |...0... > állapot invariáns. Ez azért van így, mert a „fonon-vákuum" állapot-
függvénye (1.48) alapján 
alakú kifejezések szorzata, az X2 + X'2 kifejezés transzformációs tulajdonságai 
viszont (1.42) miatt ugyanolyanok, mint az invariáns QXi4Qyq operátoroké. Elég 
tehát az â+q operátort transzformálni, és (1.36), (1.38) és (1.58) alkalmazásával az 
helyettesítéskor azt kapjuk, hogy 
4 í« l -0 . . .> -e ' « , d+ e | . . . 0 . . .> . (1.62) 
i — r 
Ha arra gondolunk, hogy szabad részecske hullámfüggvénye eltoláskor az e h 
tényezővel szorzódik, látjuk, hogy a Âq fonon esetén az impulzushoz hasonló sze-
repet játszik. 
Rögzítsük most a tömegközéppontot, tehát írjunk mind É lr mind P helyére 
0-t. Ekkor azonnal látszik, hogy mind az egyes magok impulzusa, mind az össz-
impulzus átlagosan eltűnik adott fononszámú állapotban, hiszen ezek az impul-
zusok â és á+ operátorok lineáris kombinációként állíthatók elő. Valódi impulzus 
tehát csak a tömegközéppont transzlációs mozgásából eredhet, a kváziimpulzus 
nem impulzus. Mégis, a kristály (1.62) által kifejezett transzlációs szimmetriája 
arra vezet, hogy fononok valódi részecskékkel, vagy egymással való kölcsönhatá-
sakor a kváziimpulzusok és a valódi impulzusok összege „majdnem" megmarad. 
Pontosabban, mint ezt a neutron-fonon kölcsönhatás példáján látni fogjuk, igaz az, 
hogy a folyamat elején és végén az impulzusok és kváziimpulzusok összege reciprok-
rács vektorban térhet csak el: 
Ip t + Ihqk = 2p t + Ihq, (mod g), 
ahol p t , p„ a résztvevő valódi részek impulzusa a folyamat kezdetén illetve végén, 
Äqit, Hv pedig a szereplő fononok kváziimpulzusait jelenti. Ennek a „megmaradási" 
tételnek a kapcsán persze felmerül a kérdés, hová „tűnik el" fonon gerjesztésekor 
az az impulzus, amit az ütköző részecske ténylegesen elveszített, hiszen a fonon 
kváziimpulzusa ezért, mint láttuk, nem felelős. Világos, hogy impulzus felvételére 
egyedül a tömegközéppont mozgását leíró „O-frekvenciájú oszcillátor" képes. 
Ezt azonban a tömegközéppont rögzítésekor a tárgyalásból kirekesztettük, tehát 
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az impulzus megmaradásának tételét a részecske-kristály rendszerre nem alkalmazhat-
juk. Látható egyébként, hogy ha a kristályt nem rögzítettük volna, a tömegközép-
ponti impulzus megváltozásán kívül semmi érdekeset nem tapasztalhatnánk. Rend-
kívül lényeges azonban az a körülmény, hogy a tömegközépponti mozgásnak át-
adott impulzust semmiképpen sem kíséri a tömegközéppontnak átadott energia-
átadás, mert rögzített kristály esetén ez pontosan 0, szabad kristály esetén a neutron 
és kristály tömegének aránya miatt elenyésző. Eszerint a részecskékkel (neutron, 
fonon stb.) kölcsönható kristály tetszőleges impulzust vehet fel esetleg energia-
változás nélkül, de mindenkor a kváziimpulzus és energia megmaradása által meg-
szabott mértékben. Ezért a részecske által leadott energia és impulzus egészen más 
összefüggésben állnak egymással, mint pl. két valódi részecske ütközése esetén. 
Ez a sokrészecske-rendszerek fonon-szerü, ún. elemi gerjesztéseire általában jel-
lemző, és a kölcsönható kristály legjellemzőbb dinamikai tulajdonsága, ezen alapul 
a Mössbauer-effektus is. 
A meghatározott kváziimpulzussal és energiával, valamint a polarizációval ren-
delkező', kölcsönhatásmentes fonongáz modell széles hőmérsékleti tartományban 
használható. A hőmérsékletet emelve azonban a rezgések egyre inkább anharmo-
nikussá válnak, nem állhatunk már meg az (1.5) sorfejtésben a másodrenü tagoknál. 
A tapasztalat szerint azonban ekkor is jó kiindulást jelent a harmonikus közelítés, 
az anharmonicitás perturbációs műszerekkel vehető tekintetbe. Röviden vázoljuk 
a helyzetet ebben az esetben [7]. A potenciális energia sorfejtésében továbbmenve 
ujj magasabb hatványai, tehát az â. á + operátorok többszörös szorzatai jelennek meg: 
H = H(harm) + 2 ciklâf âkâ,+ . . . . (1.63) 
Ez azt jelenti, hogy az adott részecskeszámú állapotot a Hamilton-operátornak 
nem sajátállapota többé, a Hamilton-operátor átvisz az egyfononos stb. állapot-
ból a 2, 3 stb. fononos állapotokba, ezek az állapotok tehát az idő folyamán egy-
mással keverednek. A második tag jelenléte arra vezet, hogy meghatározott idő 
múlva bekövetkezik a (a, q) által jellemzett fonon szétesése két, ill. több fononra, 
a kváziimpulzus megmaradása mellett. Ez az idő a fonon élettartama. Az anhar-
monikus folyamatok kissé megváltoztatják és kiszélesítik a fononok eddig jól meg-
határozott energianívóit, a fononokkal kölcsönható részecske (pl. neutron) éles 
energia-változásai kissé „elkenődnek". 
A neutron-fonon kölcsönhatás alább következő tárgyalásában harmonikus 
közelítésre szorítkozunk, mivel az anharmonikus effektusok tárgyalása túl messzire 
vezetne [8]. [36], másfelől a kölcsönhatás lényeges sajátságai már így is jól látszanak. 
5. Fononok kísérleti vizsgálata és az elmélet ellenőrzésének lehetőségei 
A fent tárgyalt Born—Kármán-féle fonon-képben alapvető szerep jutott a 
dinamikai tenzornak. Valamennyi dinamikai paraméter, a frekvenciák és polari-
zációk meghatározása az eddig követett úton aránylag egyszerű, ha a G tenzor 
elemeit ismerjük. Ezeknek a tenzorelemeknek, az ún. erőkonstansoknak a meg-
határozására két lehetőség kínálkozik. Az egyik a definíciókat követi: határozzuk 
meg adiabatikus közelítésben az elektron-állapot energiáját, differenciáljuk és 
megkapjuk a dinamikai tenzort. Világos, hogy ez csak akkor járható út, ha valami 
egyszerű elképzelésünk eleve van az illető kristályt összetartó erőkről; tehát ionos, 
vagy molekula-kristályok esetében. Fémeknél, ahol a helyzet bonyolultabb, ahol 
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nem elektrosztatikus vagy van der Waals-típusú erőkkel kell csak számolni, az erő-
konstansok közvetlen kiszámítása a definíciók alapján rendkívül nehéz. Ennek 
ellenére a több fém esetén léteznek ilyen számítások ]9] és a kiszámított diszperziós 
összefüggéseket a kísérletek szépen [10] igazolták. Legtöbb esetben azonban az 
erőállandókat „kísérleti" líton határozták meg. Ez azt jelenti, hogy például a disz-
perziós összefüggések kifejezésében szabadon hagyják a meghatározandó erőállandók 
értékét, majd mérést végeznek, és az elméleti görbét a kapott kísérleti értékekhez 
illesztik. Ha ez az illesztés aránylag csekély számú erőállandó megválasztásával 
lehetséges, az így meghatározott erőállandó-értékeket megbízhatónak tekinthet-
jük, és velük például termedinamikai stb. mennyiségeket kiszámíthatunk. 
Ebben a pontban röviden sorra vesszük azokat a legfontosabb mérési lehető-
ségeket, melyekkel információkat nyerhetünk a fononokra vonatkozóan, és megvizs-
gáljuk a ka pott adatok elméleti feldolgozásának lehetőségeit is. 
A) Rugalmas hulláir.ck és akusztikus fononok 
A D(c) mátrix vizsgálatakor láttuk, hegy q = 0-nál 3 sajátértéke 0, a megfelelő 
háicm sajátvektor pedig az elemi cella atomjainak (1.25 és 1.61 alapján) azonos 
kitérését írja le. A szereplő mennyiségek folytonossága miatt a helyzet közelítően 
megmarad, ha q=í0. de q «e/max . Ezért, minthogy 
<7max~^ |b |~ 1 0 8 c m - \ 
azt remélhetjük, hegy а / ~ 1 0 ~ 2 — l e m hullámhosszúságú iezgések polarizációs 
vektoraira a fentiek még igazak, másrészt a síkhullám-kifejtésből látható az is, 
hogy az с'4' fázis-szorzó igen lassan változik celláról cellára. Gyakorlatilag tehát 
többezer, vagy még több elemi cella mint egész együtt végzi a mozgását. Ennek 
a mozgásnak másik sajátossága, hogy diszperzic's relációja lineáris: ha q0-val a q 
irányú egységvektort jelöljük, 
ío(a.. q) =c(oí. q0) \q\, (1-64) 
ahol egy megadott irányban с állandó. Ezt az összefüggést a D(q) mátrix elemeinek 
sorfejtése útján a hárem akusztikus ágra könnyű bebizonyítani [2]. A fenti mozgás 
kvalitatív képe viszont teljesen megegyezik egy rugalmas, anizotrop közeg hang-
szerű mozgásaival, a lineáris diszpeizió a íugalmas hullámok legfontosabb tulaj-
donsága. Másrészt várható is, hogy az atomi méretekhez képest rendkívül nagy 
hullámhosszak esetén a fononok által leírt mozgás átmegy abba. amit a rugalmas-
ságtan egyenletei megszabni k. Ez az állítás plauzibilis, azonban részletes igazolása 
az általános esetben elég hosszadalmas, és az erőállandók több, általunk nem vizs-
gált szimmetriatulajdonságának felhasználásával történik [2]. 
A fentiek miatt az co(l,2, 3; q) által jellemzett 3 frekvenciaágat akusztikus 
ágnak nevezik. Eszerint kristálykan terjedő rugalmas hullám, vagy hosszúhullámú 
akusztikus fenon ugyanaz a fogalcm. A két elmélet paraméterei, a rugalmas állandók 
és az erő konstansok között tehát meghatározott összefüggések teljesülnek, más 
szóval a hosszúhullámú fononok diszperzióját a rugalmas állandók szabják meg. 
A kristály szimmetriáival rendelkező anizotrop kontinuum rugalmas állandóinak 
számától függően több-kevesebb egyenletet kaphatunk az erőállandók és a rugalmas 
állandók között, ha a D(q) kis q-ra érvényes alakját a rugalrrrsságtpn megfelelő 
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determinánsával összehasonlítjuk [11]. Az így nyert egyenletek általában nem ele-
gendőek az erőkonstansok meghatározására, azonban kiváló ellenőrzési lehetőséget 
szolgáltatnak a más úton nyert erőállandó értékekre. A neutronszórásnál kapott 
diszperziós görbék így az ultrahanggal végzett mérések segítségével ellenőrizhetők. 
B) Optikai abszorpció 
Ha az elemi cella több atomot tartalmaz, a 3 előbb vizsgált akusztikus ágon 
kívül fellépő többi ágat optikai ágnak nevezik. Az elnevezés magyarázata a követ-
kező: Láttuk, hogy q = 0-nál f(a, qjvalós. Valós tehát az optikai ág polarizációs 
vektora is, és mivel merőleges az akusztikus polarizációs vektorra az (1.26) érte-
lemben, tehát a cella egyes atomjai optikai rezgésnél egymáshoz képest mozdulnak el. 
Kis q esetén a helyzet még hasonló, a cellában levő atomoknak egymáshoz viszo-
nyított celláról cellára lassan változó mértékű elmozdulása olyan, mintha pl. két, 
különböző fajta atomokból álló, egymásba merített merev rácsot mozgatnánk 
egymással szemben. Az ilyen típusú mozgás ionkristályokban a cellán belüli dipól-
momentum periodikus változását jelenti, és ez optikai abszorpciót és reflexiót ered-
ményez. Tapasztalati tény, hogy az cu(opt, q) frekvenciák értéke 10~3 cm hullám-
hosszúságú fény frekvenciájának felel meg, vagyis q ~ 0 közelében az infravörös 
fény frekvenciája és hullámhossza egyaránt a kristály optikai rezgéseinek adataival 
egyenlő. Az infravörös fénnyel végzett mérésekkel tehát co(opt, 0) értéke meg-
állapítható, és az erőállandókból kiszámított értékkel összevethető. Másrészt bonyo-
lultabb összetételű rácsok esetén, ahol a frekvenciafelületek igen sok ágból állnak, 
a neutron-szórási kép alapján általában nehéz az egyes ágakat polarizáció szerint 
osztályozni, és ebben igen sokat segít, ha pl. tudjuk, hogy az illető fonon optikailag 
aktív. 
C) A fononspektrum 
A kristály legtöbb termikus tulajdonsága szoros kapcsolatban áll a fononok 
relatív eloszlását megadó függvénnyel, a fononspektrummal. Ezt a függvényt a 
következőképpen kapjuk: Jelöljük az (aj, w + dw) intervallumba eső fonon-frekven-
ciák számát N(m)dw-\a\. akkor, mivel a frekvenciák száma összesen 3N3p, a fonon-
spektrumot a 
f ( c ü ) = ^ N ( m ) (1.65) 
összefüggés határozza meg. Láthatóan 
ff(œ)dœ=l. (1.66) 
0 
Ezzel a függvénnyel például a Thőmérsékletű kristály belső energiája így fejezhető ki: 
E(T) = 2 M a , q) q)] + = 3N 3 p [ Щ^-dcn (1. 67) 
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figyelembe véve, hogy a co(a, q) frekvenciájú gerjesztések száma a statisztikus me-
chanika szerint*** 
С ha Л-1 
(â+â) = и (to) = U T - U • (1.68) 
Minthogy a hullámszám-vektorok az 1.19 szerint egyenletesen oszlanak el a Brillouin-
zónában, a frekvenciák eloszlását a diszperziós összefüggések egyértelműen meg-
határozzák. A frekvenciaspektrum jelentése alapján azonnal látható, hogy a q vek-
torok ^(q) sűrűségével kifejezve: 
/(со) do = j V p 2 J 0 (q) dq, 
oi < q ) ш ь> + dco 
vagy felületi integrál formájában, felhasználva a (1.19) összefüggést: 
/ И = Á l 2 f ds(q) - (1.69) 
(2л)3 3p T J Igrad со (a, q)| 
oj(a, q) = cj 
és itt az integrálást minden oc ágban az со (a, q) = co felületen kell elvégezni. A fenti 
definíciók alapján az /(со) függvény több általános tulajdonságát előre meg lehet 
állapítani [12]. Ez a függvény folytonos, deriváltja több pontban szingularitást 
mutat, és valamely maximális comax értéknél /(со) 0-vá válik, deriváltja itt -
Könnyen bebizonyítható ezenkívül, hogy 
/(co) = konst. со2 ha co«:comax. (1-70) 
Ez abból következik, hogy egészen kis frekvenciák esetén csak az akusztikus fonon-
frekvenciák jönnek számításba, és azok közül is a hosszúhullámúak, melyekre 
az (1.64) diszperziós összefüggés érvényes. Lineáris diszperzió mellett viszont (1.70) 
az (1.69) egyenlet következménye. Eredményünket az 
3 
= TÄ-« 2 ' h a и < < ®пш (I- 71) 
COq 
alakba írhatjuk, az így definiált co0 állandót az alább említendő okok miatt a Debye-
frekvencia T=0-nál vett értékének nevezik. — így például abban az idealizált eset-
ben, amikor az (1.64)-ben fellépő hangsebességek irányfüggetlenek, tehát a kristály 
teljesen izotróp kontinuumként viselkedik, co„-ra (1.69)-bó'l a 
- 1
 = 4л - 5 - . I Í - U 2 
со? (2л)3 3 [cf cf 
összefüggést nyerjük, itt ct a transzverzális, с, a longitudinális hanghullámok sebes-
sége. A reális kristályok természetesen nem izotrópak, co0 értékét csak közelítő 
numerikus módszerekkel lehet a rugalmas állandókkal kiszámítani. 
A fononspektrum valamennyi felsorolt tulajdonságát jól szemlélteti a követ-
kező ábra, mely a diszperziós összefüggések alapján számított fononspektrumot 
ábrázolja Na fém esetén : 
*** A hőmérsékletet energiaegységekben mérjük, Áboh*™»™ = 1. 
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Térjünk vissza egy pillanatra a belső energia (1.67) kifejezéséhez. Világos, hogy 
ha 7<кйш
тах
 akkor az n(co) szorzó miatt elég az ш « и
т а
, értékekre integrálni, 
ott viszont az alacsony hőmérsékleten mért fajhő kifejezésében a fononspektrum 
egyetlen paraméterrel, a rugalmas állandókkal összefüggő w0-val jellemzhető. 
Ez a hőmérsékleti tartomány 0—néhány K° között van. Kísérleti tapasztalat azonban, 
hogy a fajhőhöz hasonló, a fonon-spek-
trumot integrál jele alatt tartalmazó 
mennyiségek esetén többnyire jó kö-
zelítéshez jutunk, az alábbi, ún. De-
bye-féle fononspektrum segítségével 
№ = 
tol 
о 
C U ^ C O r 
fc>> 0}D 
(1.72) 
ha ítt az coD állandót, a Debye-frek-
venciát alkalmasan választjuk meg. Az 
itt szereplő Debye-frekvencia már nem 
valamiféle elmélet eredménye, hanem 
az illető méréstől, a hőmérséklettől is 
függő empirikus paraméter. Látszik, 
hogy ha az integrál alatt /(со) mellett 
szorzóként n(co) szerepel, az (1.72) 
spektrum Г —0 esetén œD = œ0- val a 
pontos eredményre vezet, egyébként 
œD értékéről semmit sem tudunk. Az 
a tény, hogy az 1. ábrán láthatótól tel-
jesen eltérő Debye-spektrum integrális 
mennyiségek első becslésére mégis jól 
használható a legtöbb esetben, a.kö-
vetkező okokkal magyarázható: 
1. a spektrum helyesen tükrözi a spektrum kezdeti szakazsának co-függését; 
2. valamely adott comax érték felett eltűnik, épp úgy, mint a valódi spektrum; 
3. az integrálás miatt a spektrum valódi alakjára a fajhő és hasonló mennyi-
ségek kevéssé érzékenyek, egyetlen megválasztható paraméter már jó egyezést 
tehet lehetővé. 
Fizikai jelentése tehát csak w„-nak van, a kísérleti értékek a rugalmas adatokkal 
valóban megegyeznek [13]. Másrészt a különböző módszerekkel magasabb hőmér-
sékleteken kapott œD értékek eltérnek, ami az előbbiek alapján érthető. A fonon-
spektrum valódi alakját a már említett okok miatt integrális mennyiségek (fajhő, 
entrópia, diffrakciós csúcs intenzitása stb.) alapján csak durván reprodukálhatjuk, 
ezzel szemben a neutronok szórása fononspektrum mérésére kiválóan alkalmas. 
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V (X10'2 sec'1) 
1. ábra. Na fononspektruma diszperziós 
összefüggésekből nyert erőállandók alapján [30] 
D) A neutronszórási kísérletek analízise 
Ki fog derülni, hogy ha a kristályt felépítő magok fizikai tulajdonságai lehetővé 
teszik a neutronok koherens szórását, ezzel mind a diszperziós összefüggések, mind 
a polarizációk mérése lehetővé válik az egész Brillouin-zónában. Az optikai kísér-
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letekkel ellentétben a neutronok szórásánál nincsenek kiválasztási szabályok, a 
kristály kémiai tulajdonságai a mérési lehetőségeket csak annyiban érintik, hogy 
pl. egyes túlságosan nagy frekvenciájú fonon mérését technikailag igen nehéz 
biztosítani. Ma már igen sok anyagon végeztek neutronszórási kísérleteket, (össze-
foglalva ld. pl. [14]) és ezzel az illető kristály fononjaira vonatkozó összes dinamikai 
adat birtokába jutottunk. Kérdés, érdemes-e ezek után analízist végezni; kiszámítani 
például az erőállandókat. Nyilvánvaló, hogy az elmélet alapfeltevéseinek érvényes-
ségéről éppen ezen az úton győződhetünk meg. Mikor a kapott adatokból megpróbál-
juk meghatározni az erőállandókat, kiderül, hogy milyen hatótávolságúak az ionokat 
összetertó erők, centrálisak, vagy más természetűek, milyen szerepe van az anhar-
monikus effektusoknak, mennyire jelentős az elektron-fonon kölcsönhatás stb. 
Ilyenkor két eset lehetséges. Kiderülhet, hogy a harmonikus, adiabatikus közelí-
tésen alapuló leírás helyes, ekkor a kapott erőállandók segítségével minden további 
fizikai mennyiséget megbízhatóan kiszámíthatunk. Előfordulhat azonban, hogy 
amikor az erőállandókat a diszperziós görbék alapján meg akarjuk határozni, 
ellentmondásokba ütközünk: egyre távolabbi szomszédok hatását figyelembe véve, 
a közeli szomszédokra kapott erőállandó-értékek teljesen megváltoznak, értéküket 
tehát egyáltalán nem lehet megbízhatónak tekinteni. Ilyenkor nyilvánvaló, hogy 
az eddig tárgyalt egyszerű Born—Kármán-féle modell túlságosan primitív, a kér-
déses anyag esetén nem alkalmazható. 
A különböző anyagokon elvégzett mérések mindkét esetre szolgáltattak pél-
dát. Jónak bizonyult a Born—Kármán-modell például Na-fém esetében, az erő-
állandókkal számított frekvenciaspektrum [30] a kísérleteket [15] pontosan reprodu-
kálta. Nem konvergáltak az erőállandók a Ge [16], Pb [17] esetén. Mindkét 
esetben az adiabatikus közelítést kell felülvizsgálni: ólom esetén például valószínű, 
hogy a fononoknak a vezetési elektronokkal való erős kölcsönhatása, az ún. Kohn-
effektus [18] okozza a Born—Kármán-modelltől való eltéréseket. 
Összefoglalva tehát azt mondhatjuk, hogy az adatok Born—Kármán-féle 
analízise mindenképpen szükséges, akár azért, hogy a leírás helyességéről meg-
győződjünk, akár azért, hogy a további korrekciós lehetőségekről képet kaphassunk. 
II. Lassú neutronok szórása kristályon 
/. A koherens és inkoherens hatáskeresztmetszet 
Ha a termikus reaktorból kilépő lassú (E 0 ~25meV) neutronok nyalábja 
kristályra esik, a neutronok egy része mozgásának irányát és energiáját megváltoz-
tatva szóródik, miközben a kristály kvantumállapotában változás történhet. 
Az elektronokkal, röntgensugarakkal végzett szóráskísérletekhez hasonlóan, 
itt is a szóródott nyaláb szög és energia szerinti eloszlásából következtetünk a kris-
tály .tulajdonságaira. Világos azonban, hogy a szórási kép legfontosabb tulajdon-
ságai nemcsak a kristálytól, hanem a részecskével való kölcsönhatás módjától is 
függnek. Attól függően, hogy milyen részecskét szóratunk, továbbá mekkorák 
a szereplő energiák és impulzusok, a szórási képben a kristály más-más tulajdonságai 
kerülnek előtérbe. Ismeretes például, hogy a röntgensugarak szórása segítségével 
megismerhető a kristály rács szerkezete, de a szokásos röntgendiffrakció az atomi 
dinamikáról kevés felvilágosítást ad. 
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Látni fogjuk, hogy a neutronok éppen azért kiváló eszközei a kristályfizikának, 
mert a kísérleti feltételek megfelelő beállításával elérhetjük, hogy a szórási képben 
ne csak a periodikus szerkezet hatása jelentkezzék, hanem jól kivehetően látsszanak 
az atomi mozgás részletei, az egyes fonon-módusok is. 
A szórás tárgyalásánál abból indulunk ki, hogy a neutron az elektromágneses 
erők hatását nem érzi, csak a magokkal lép kölcsönhatásba. (Ez csak közelítően 
van így, mágneses momentuma révén a neutron a mágneses tér hatására is szóródik, 
azonban a para- és ferromágneses kristályoktól eltekintve ez a feltevés igen jó köze-
lítést jelent.) Ez a tény — az elektronfelhőkön szóródó fény —, vagy elektron-
nyalábbal szemben -— az atomi dinamika vizsgálatánál igen kedvező. 
További előnyt jelent, hogy a lassú, 10"1— 10_ 3eV energiájú neutron szórása 
magfizikai szempontból igen egyszerűen tárgyalható. 
Ugyanúgy, ahogyan szabad mag esetén ilyen kis energiáknál elegendő a szórás 
leírásához az ún. „szabad szórási hosszak" [19] ismerete, a molekulában, kristály-
ban kötött atommag esetében is csak néhány állandó, a „kötött szórási amplitúdók" 
képviselik a magerők hatását. Az erre vonatkozó részletes vizsgálatok [20] meg-
mutatták, hogy az átmeneti valószínűséget formálisan az első Born-közelítés ismert 
képlete szolgáltatja: 
W(i, Ín-/,/„) = - y ! < / | < ' ' n l É | / n > | / > № - £ , + £ « - £ ) , (2.1) 
ahol |/'), j / ) a kristály kezdeti és végállapotát, £ , , Ef a kristály szórás előtti, illetve 
utáni energiáját jelöli, |г„),
 ;/„) pedig a neutron kezdeti és végállapota, £0 a beeső 
és £ a szórt neutron energiája. Ebben a formulában azonban а V potenciál helyére 
nem a magerőket képviselő valamiféle valódi potenciált kell írni. hanem a követ-
kező, ún. Fermi-féle pszeudopotenciált: 
V = - ~ r 2 ' (+v+2c ;s v á )ú ( f„ - f v ) , (2.2) 
m
 v 
ahol tn a neutron tömege, 
r„ a neutron koordinátája, 
rv a v-dik mag koordinátája, 
Sv a v-dik mag spin-operátora, 
s a neutron spin-operátora, 
Ay a v-dik mag ún. koherens szórási amplitúdója, és 
Cv = Cj]//V(/V + 1) a v-adik mag inkoherens szórási amplitúdója, 
7V a v-dik mag spinje. 
Az összegezésnél a v index a kristály összes atomján végigfut. A hatáskereszt-
metszet innen az ismert módon úgy kapható, hogy osztunk a beeső neutronok 
áramsűrűségével, és szorzunk az egységnyi energiaintervallumba eső neutron-
végállapotok számával. — Az így kapott hatáskeresztmeíszet azonban a szóró rend-
szer egy bizonyos kezdeti állapotából adott végállapotba való átmenetére vonat-
kozik, míg a mérésekből rendszerint nem ezt a mennyiséget lehet meghatározni. 
A mérés ugyanis legtöbbször abból áll, hogy megmérjük a beeső neutronok Йк0  
impulzusát, majd a ( í í , f l + díi) térszögbe (£, E + dE) energiával szórt részek inten-
zitását vizsgáljuk. Éppen ezért a méréskor adódó hatáskeresztmetszet mindazon 
folyamatok hatáskeresztmetszetének összege lesz. melyekben a neutron kezdeti 
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impulzusa, illetve szóródási szöge és végenergiája meghatározott, de pl. a szórt 
neutron spinje, vagy a kristályt jellemző végállapot-kvantumszámok tetszőleges 
értékűek. 
Ezért a végállapot-kvantumszámokra — kivéve a szórt nyaláb irányát és ener-
giáját — összegezni kell a (2.1)-ből nyert hatáskeresztmetszeteket. Másrészt a neutron 
йк0 impulzusán kívül a kezdeti kvantumszámok sem ismertek. Feltételezzük, hogy 
a kristály a szórási folyamat előtt környezetével hőmérsékleti egyensúlyban volt, tehát 
1 -El _£í 
Wi(T) = - e T z=2e T (2.3) 
Z i 
valószínűséggel tartózkodik az i) kezdeti állapotban. A kezdeti kvantumszámokra 
ezért a felírt valószínűségekkel átlagolnunk kell a hatáskeresztmetszetet. Ha beírjuk 
a (2. 2) potenciált (2.1)-be, hatáskeresztmetszetre térünk át, továbbá a neutron 
kezdetieés végállapotát Йк„ és Йк impulzusú síkhullámokkal jellemezzük, a követ-
kező eredményre jutunk:* 
cl2 a 
= -í- 2 À Wi(T) 2B(i, <T0-f, a)ö(Ei-Er-e) díldE k0 2 ' 1 (2- 4) 
B(i, a0-*f, a) = |<i|<ff0| 2 ( A + 2C; S v s v ) e ^ k ) l / > | 2 , 
V 
ahol a következő jelöléseket használtuk: 
da2 
annak a folyamatnak a hatáskeresztmetszete, melynél а Йк0 impulzusú 
(ILldk 
neutron az E körüli egységnyi energia intervallumba és az Í2 körüli egységnyi tér-
szögbe szóródik; (a szöget a k0 iránytól számítjuk), 
a0, a a neutron kezdeti és végállapotbeli spinjének z-komponense; 
x = к — k„ a neutron impulzus-nyeresége; 
s = E — E0 a neutron energia-nyeresége a folyamat során. 
A felírt hatáskeresztmetszetet kétszer differenciális hatáskeresztmetszetnek 
nevezik. A formulát tömörebb alakra hozhatjuk [21], ha kihasználjuk a <5 függvény 
=
 2ti ' / dt 
alakját és feltételezzük, hogy a kristály energia-operátora (1.34) alakú, tehát spin-
független. Egyszerű átalakítással kapjuk, hogy 
d2a к 1 
dSl dE k0 Inti dt e~
Íf
-'\Zl ЩЦЫ Z Z(t) Z *ß(P) 
Ú, «7о 2 V ß 
ко) 10 
IHt iHt 
X f t ) = [ ( ^ V + 2 C ; Svs)e^]e >• , (2. 5) 
ahol egyrészt kihasználtuk, hogy a végállapotok teljes függvényrendszert alkotnak 
2 » I / X / M = 1 
y> 
* Itt és a továbbiakban az exponensben szereplő x mindig а X vektort jelenti. 
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továbbá az operátorok Heisenberg-képbeli időtől függő alakjára térünk át: 
iÜt ií)l 
e~C Xe~~h=X(t). (2.6) 
Ezzel a végállapotokra vonatkozó összegezés már nem szerepel, csak a kezdeti 
neutron-spinre és a kristály kezdeti állapotaira kell átlagolnunk. Említettük, hogy 
feltevésünk szerint a Hamilton-operátor csak a koordinátáktól függ. Ezért a kris-
tály állapota koordináta és spinállapotok szorzatára bontható, és ha a v-dik mag 
spinjének z-komponense /,,., 
|/> = |и>|/1г, . . . /„.„> 
E> = En 
és minden j/1г, . . . , / „ , . . . ) állapot megvalósulása egyformán valószínű. Ezek alap-
ján a spinek szerinti átlagolás egyszerűen elvégezhető. Ennek során az AVCV szorzat 
együtthatója eltűnik, és a megmaradó kifejezés a következő alakú: 
-ém = 2âkjd' ' \? p"(nl ? ? | и > + 
+ 2 P n ( n \ 2 Cie-îvtOe-ixîv'o) |„)1 (2.7) 
n V J 
és itt az |я) állapot megvalósulási valószínűsége 
Pa = M ( T ) П (2/v+ 1). 
V 
Látjuk, hogy a hatáskeresztmetszet formálisan két tag összegére esett szét: Az első 
tagban AyAp (v ^ /i)-tartalmazó „interferencia"-tagok is szerepelnek, annak meg-
felelően, hogy az egyes magokon való szórás amplitúdói adódnak össze, a hatás-
keresztmetszet pedig az amplitúdók összegének abszolút-érték-négyzete. (Lásd: 
(2.4) képletet). A (2.7) képlet első tagját ezért „koherens szórási hatáskeresztmetszet"-
nek hívják, a fény szóródásának elméletében fellépő hasonló kifejezés mintájára: 
= A_L / dte~'T'( У A fw'(l) У A e~'*'A°)\T (2 8) díldE k02nhj / r , f/.öj 
ahol bevezettük a hőmérsékleti átlagolásra a 
О т = 2Pn{n\\n) (2.9) 
n 
jelölést. Megjegyzendő, hogy a neutronok koherens szórása nem kizárólag rugalmas, 
hiszen Ô(Ei — Ef — e) miatt különböző energiájú végállapotok járulékait tartalmazza. 
A második tagban az egyes magok hatása egyszerűen összegeződik, interferencia 
nem lép fel. Ez a tag úgy adódott, hogy a CVC„ ( v + p ) típusú vegyes, interferencia 
tagok együtthatója a spinállapotok teljes rendezetlensége miatt 0-vá vált. Hasonlóan 
adódik össze pl. két teljesen független fényforrásból származó fényintenzitás; ott 
a „fázis" értékének határozatlansága felel meg a spin-térbeli „rendezetlenségének", 
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az amplitúdók helyett az intenzitásokat kell összegezni. Ennek az analógiának az 
alapján az 
ÍiSÍE-ilk f (2.10) 
kifejezést „inkoherens szórási hatáskeresztmetszeF'-nek nevezik. Amint a leveze-
résből kiderül, ezek a képletek egészen általános érvényűek. Az inkoherens és kohe-
tens hatáskeresztmetszetekre vonatkozó formulák egyaránt használhatók a molekulá-
kon, kristályokon, folyadékokon történő szórás leírására, ha a szóró rendszerre 
tett egyetlen megkötés, a spin-térbeli rendezetlenség feltétele teljesül. 
Abban a pillantban azonban, amikor a hatáskeresztmetszet értékét számszerűen 
meg akarjuk adni, szükségessé válik, hogy a szereplő 
F'(x, t) = ( 2 Ave'"L(0 2 Л„е-*3»т)т (2.11) 
V Д 
F's (x, о = < 2 C J ^ O e - M ° > > r (2.12) 
V 
hőmérsékleti átlagokat, az ún. korrelációs függvényeket az illető szóró rendszer 
esetén meghatározzuk. Általában persze nem áll rendelkezésünkre a szóró rendszer 
részletes kvantummechanikai leírása, amely ennek a számításnak az elvégzéséhez 
szükséges. 
Ezért a szórási képet úgy igyekszünk megérteni, hogy valószerűnek látszó modellt 
alkotunk a szóró rendszerről, közelítően vagy pontosan meghatározzuk a korrelá-
ciós függvényeket ennek a modellnek az alapján, és a kísérleteket a számításokkal 
összevetve megvizsgáljuk, mennyire tükrözi a modell a realitást, milyen irányban 
kell azt továbbfejleszteni. Ezek alapján világos, hogy a korrelációs függvények 
kiszámításához molekulák, kristály vagy folyadék esetén más és más módszereket 
kell igénybe venni. 
Azonnal látni fogjuk, hogy a harmonikus, Born—Kármán-képpel leírható 
kristály esetében a korrelációs függvényt pontosan ki tudjuk számítani, és ezzel 
— a neutron adatait, a x é s e mennyiségeket is célszerűen változtatva — a diszperziós 
összefüggések és polarizációs vektorok értékét meghatározhatjuk. Most tehát 
— felhasználva az I. fejezetben nyert ismereteinket — hozzáfogunk a kristály 
((2.11), (2.12)) korrelációs függvényeinek kiszámításához. írjuk először is a v, p 
index helyére a kristály atomjait jellemző (к, 1) index-párt, és végezzük el a 
f v =r[ = 1T r^ -f új-
helyettesítést. Felhasználva, hogy l t és rk állandók, F' és F's-re ez adódik: 
F'(xt) = 2 2 AklAk.v еыу -11 еы(Тк ~Гк ^  (еы^(0 e ~ «*ai<<o>)r 
к,к' I, Г 
F's {xt) = 2 2 (°>>T. (2.13) 
к I 
Könnyű belátni, hogy a szereplő 
<y*OÍ(r)e-<'*s£(0)\T 
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hőmérsékleti átlag csak a (1—1') különbség függvénye, ehhez a fonon-állapotok 
(1.62) eltolási szimmetriája és Й invarianciája elegendő. Speciálisan: 
/ei*SÍ(Oe-i*úL(0))T — (ei* S°(t)e-ixSS(°>)T. (2.14)' 
Amennyiben a /с-adik helyen minden cellában ugyanolyan mag foglal helyet, a szó-
rási hossz csak k-tól függ: 
Aki = Ak; Ckl = Ck. (2.15) 
így tehát az (1, Г) szerinti összegezés így alakul át: 
F'(x, t) = Z А
к
А
к
.е^~'"'> У eM,->'Ae"»l<"'<'>e-,"»S'«»)T 
к.к' I,г 
és ugyanígy: 
F's(x. t) = N3 Z Ск(еы"°(,)е~'*й°(0))т. 
к 
Az egy cellára jutó szórási hatáskeresztmetszet kifejezése tehát : 
=
 Y 0 [ S c o h ( x ' + £)] 
Scoh(*. e) = j I j r J F(X, t)dt (2.16> 
1 í - 4 < 5inc(
*'
 £)
 / e Fi(*>t)dt 
F(x. t)= 2 А
к
А
к
.е
ы
^-'"0 — 2 eiK<,-l">(ei<" м
е
-
ы
™)
т 
к,к' M 1,1' (2.17) 
F f x . t) = 2Cl(eix^e-ix«k)T. 
к 
Az 5coh és Sinc mennyiségeket koherens és inkoherens szórásfüggvénynek hívják. 
Fourier-transzformáltjaik, az F = ~ F ' korrelációs függvények felírásánál áttértünk 
az egvszerübb 
û"(0) = ùk. Ûj?(0 - û k (0 
jelölésekre. 
Tételezzük most fel, hogy a cellák k-ik helyén ugyanazon elemnek esetleg 
más-más izotópja foglal helyet. 
Minthogy a magban levő neutronok száma kémiai kötést, és így az erőkons-
tansok értékét nem befolyásolja, annak valószínűségét, hogy egy bizonyos cellában 
az Xx,X.2, stb. izotópot találjuk, nyilvánvalóan csak az összetétel szabja meg, 
függetlenül a szomszédos cellákban levő magoktól. Másrészt a szereplő hőmérsék-
leti átlagérték a kristály (1.34) alakú Hamilton-operátorától függ csupán, melyet az 
erőállandók és a tömegek egyértelműen meghatároznak. Ha magasabb rendszámú 
elem különböző tömegű izotópjairól van szó, a Hamilton-operátorban nemcsak 
az eróallandók maradnak változatlanok, de a tömegeknek ezt a viszonylag kis 
megváltozását is elhanyagolhatjuk, ezáltal a (1.62) transzlációs invarianciát kife-
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jező képlet érvényes marad. Ugyanakkor azonban a különböző izotópok, mag-
fizikai tulajdonságai, tehát magspinje, szórási hossza lényegesen eltérnek egymástól. 
Könnyen beláthatjuk, hogy (2.15) helyett most a 
Aki Акт Äk-Äk, + [A'l - (Äk)2] ôki k. <5,, 
ci^ci 
helyettesítést kell végeznünk, ahol a felülvonás az izotóp-összetétel szerinti átlag-
képzést jelenti. A (2.16) és (2.17) képletek továbbra is érvényesek maradnak, ha a 
AkAk. + Äk.Äk, és C2^Cl + 0kik.[Äl-(Äk)2} (2.18) 
helyettesítéseket elvégezzük. Látható, hogy az izotópok szerinti rendezetlenség 
ismét inkoherens szórást eredményez, éppúgy, mint ahogyan a spinek esetén történt. 
A továbbiakban egyszerűen a (2.16), (2.17) képleteket használjuk, de a szórási 
hosszaknak különböző izotópok jelenlétekor a (2.18) jelentést tulajdonítjuk. Tér-
jünk most rá a 
átlagérték kiszámítására [22], annak alapján, hogy a Hamilton-operátor az (1.34) 
fonon-energiaoperátor, sajátállapotai fonon-szám sajátállapotok, az û[(/) kitérésre 
pedig az (1.61) kifejtés érvényes. A kitevőben tehát abszorpciós és emissziós operá-
torok lineáris alakja szerepel, így az algebrai úton igazolható Wick-tétel [6] szerint: 
Újabb egyszerű algebrai átalakítás után kapjuk az elnyelő és keltő operátorok 
fenti átlagértékére vonatkozó, ún. Bloch-féle tételt [21]: 
tehát az összeget tagonként átlagolva ezt kapjuk: 
r lkk.(t) = e ~ i«t*íi(0]2>T + <(*Gfc.)2>T} e<Mk(0) ["ük .])T , 
Nyilvánvaló, de az (1.61) kifejezés azonnal mutatja is, hogy a ([хи[(/)]2)
г
 átlag 
sem /-tői, sem /-tői nem függ, ezért 
r'kk.(t) = if ("йк)2>т+(("Gfc.)2>T> e([*GkC)] [*ûk.]>T ( 
vagy a 
<«£.»(0 = М[
г
(/)|
лх
. (2.19) 
jelöléssel** 
r'kk.(t) = е-^"МккУ--'<Мк-к'Ае* (2.20) 
А *Мх kifejezést, mely, mint látjuk, az elemi cellában levő Á-ik mag x irányú ki-
térése négyzetének átlaga, így jelölik: 
хМ
кк
х = 2Щ 
** A M tenzoroknál a / = 0, 1=0 argumentumot nem jelöljük. 
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és a exp ( — 2 Wk) kifejezést Debye—Waller-faktornak hívják. Ez a szorzó szabá-
lyozza a röntgen-diffrakciós csúcsok intenzitását, és a neutron-szórásnál mint ki-
derül, teljesen hasonló szerepe van. Végeredményül tehát azt írhatjuk, hogy az egy 
elemi cellára jutó hatáskeresztmetszet ilyen alakú lesz: 
1
 = к y A k A k ei<Ik-Ik,)e-wk-wk, L. 2 e -C-n ' / f l V ^м^рж d t 
dE кa u A'1 Inh J 
(2.21) 
1 d2oinc _ к у Qe-2wk_L_ j e~'~h' gxMu^ dt (2.22) 
A3 dkl  
A 3 dkl dt k 0 - k 2nti, 
2. A fonon-sor 
Azonnal látni fogjuk, hogy az Mj / ( r ) tenzor a fekvenciák és polarizációs vek-
torok függvényeként könnyen megadható, és ezáltal a hatáskeresztmetszet Fourier-
transzformálja , a korrelációs függvény zárt alakban előttünk áll. A szórásfügg-
vényre vezető Fourier-transzformáció azonban csak sorfejtés alkalmazásával végez-
hető el, és áttekinthető eredményt csak az alábbi két esetben kapunk: 
1. На x „elég kicsi". Ekkor a hatáskeresztmetszetet előállító végtelen sor 
első tagjai mellett a többi tag elhagyható. 
2. На X „nagy", a végtelen sort közelítően összegezni tudjuk. Az idézőjelbe 
tett kifejezés értelme később válik érthetővé, egyelőre fogadjuk el, hogy „valamihez 
képest" kicsiny, vagy egészen nagy x értékek mellett jó közelítések léteznek (2.21) 
és (2.22) kiszámítására. 
Ahhoz, hogy a közelítő módszerekhez eljussunk, részletesebben meg kell vizs-
gálnunk az Mjjt.(t) tenzorokat. A (2.19) definíció alapján ez semmi nehézséget nem 
jelent, ha felhasználjuk a kitérések (1.16) keltő és eltüntető operátorok szerinti 
kifejtését. A keletkező operátorszorzatok közül csak az âf âaq és âxq âfq típusúak 
átlagértéke nem 0, ezek átlagát viszont (1.56) és (1.68) alapján ismerjük. (1.61), 
(1.56), és (1.68) felhasználásával végülis azt kapjuk, hogy 
M' (t\ = — 1 V ek.x(+ q)g£.*'(«. q) 
2 A 0 ) ( a . q) 
• e ~ {n (со) eico(-a-q)t + [n (cu) + l]e-im(«-i>'}. (2.23) 
Nézzük először az 1 = 0 esetet, köbös szimmetriájú Bravais-rácsra szorítkozva. 
А к index ilyenkor elmarad, a polarizációs vektorok valósak, tehát 
Mx,At) = 2 C(a' qh' + [n(oj) + l ] e ( 2 . 2 4 ) 
Ez a tenzor határozza meg az inkoherens szórási hatáskeresztmetszetet. Minthogy 
a kristály köbös szimmetriájú, ez a hatáskeresztmetszet ugyanakkora marad, ha 
k0 és к vektorok irányát úgy változtatjuk meg, hogy mindkettőt pl. a kristály XY 
szimmetriasíkjára tükrözzük. A kristály egyensúlyi alakzata erre a tükrözésre ön-
magába megy át, a két szórási folyamat ezért mindenben egymás tükörképe kell, 
3 Fizikai Fo lyó i ra t XIV/2 
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hogy legyen. k0 és к tükrözésekor я is megváltozik, а Xх, = y.x ; x'y = xy; x'z = — xz 
új értékeket veszi fel. A (2.24) kifejezés azonban nem változhat, speciálisan, ha 
x = ( x x , 0, x z ) , 
akkor ez arra vezet, hogy 
2 Mx:(t)xxxz = - 2 Mxz(t)xxxz. 
Hasonlóan belátható, hogy 
M J f ) = MJt) = MJt) ; MJt) = MJt) = MJt) = 0. 
Másfelől, a {Mxx + Myy + M:z) kifejezésben megjelenik a polarizációs vektor négy-
zete, ami a normálási feltétel alapján 1, tehát köbös Bravais-rácsra 
м
х
,Л<) = i f 
illetve a frekvencia-spektrum segítségéve] 
Mx,Jt) = SXtX. j ' { п ( ш ) е ш + [n(w) + l ] e - ; » ' } r fo (2.25) 
adódik. 
(Megjegyezzük, hogy (2.24)-től (2.25)-höz a szórási kép invarianciájának felhasz-
nálása nélkül, pusztán a (1.32), (1.33) összefüggések alapján is eljuthatunk.) Fejtsük 
sorba ezután a (2.22) kifejezés integrandusát. Az áttekinthetőség kedvéért Bravais-
rácsnál maradva 
е
*м(о* _ 1 xM(t)x + ^ ( x M ( t ) x f + .... 
A t szerinti integrálást tagonként elvégezve azt kapjuk, hogy 
J ^2ginc
 = -V (2 26) 
Ns díldE Yo dndE ' ' ; 
ahol az ún. n-fononos (inkoherens) szórási hatáskeresztmetszet:* 
,]2n<.n) I-
" inc __ (J2_e-2W \ ' 2 — 2 2 -
nl [2M) dSl dE k0 
i 4 i ) ± - M«.«U) ) (2.27) 
± = (e(a, q) x)  
cb(«, q) 
,2 / ч J 1 
!»(©)+ 2 ± j 
* А у azt jelenti, hogy az előjelek minden, összesen 2" db variációjára összegezni kell. 
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Köbös szimmetria esetén ez a (2.25) képlet alapján a 
,/2_(л) h 
' "inc _ £2 _ g - ш 
díl dE k0 
/ Ю 
1 [Ы\п v f f f(u>i) . . 1 1 
co„ 
+ ô(s±hco ... ±ltcon)-dœ1...dœn (2.28) 
alakra hozható, a polarizációs vektorok ilyenkor kiesnek a számításból. A (2.27) 
képletnek egyszerű szemléletes tartalma van: a 
ô [e 4- • - tuo(a„qn)] 
kifejezés arra utal, hogy a (ocxqj) adatokkal rendelkező fonon keletkezik, a (txnqn) 
fonon elnyelődik a szóráskor, hiszen az egyik csökkenti, a másik növeli a neutron 
energia-nyereségét. Az я-fononos szórási hatáskeresztmetszet tehát mindazon 
folyamatok hatáskeresztmetszetének összege, melyekben n fonon vesz részt, minden 
lehetséges módon elnyelődve, és keletkezve. Látható, hogy a (a, q) fonon elnyeléskor 
а f~q keltésekor а f f q szorzó jelenik meg. A helyzet lényegében változatlan, tetszőle-
gesen bonyolult kristály esetében is, mivel mindig e±io" a faktorok szabják meg 
a M tenzorok időfüggését. A koherens hatáskeresztmetszet hasonló sor alakjában 
állítható elő, ott azonban — mint látni fogjuk — az egyes tagok által leírt folyama-
tokban az energia mellett a kváziimpulzus megmaradását biztosító ô függvények 
is szerepelnek.* Maradjunk most az inkoherens hatáskeresztmetszet sorfejté-
sénél, és vizsgáljuk meg részletesebben az egyes tagokat. 
Az áttekinthetőség kedvéért a köbös szimmetria esetével foglalkozunk. Mindenek 
előtt a 
GÁkw) = - í - Я М ) "ÍZT— (2-2 9 a> 
Reo -xr , 
e
 1
 — 1 
függvény bevezetésével eltüntethetjük a (2.28)-ban az előjelek különböző értékeire 
való összegezést, ha °°-tői 4-°°-ig integrálunk: 
~díl 
r2k 1 U2*2)2 [ ' , f 
Ш = J d ( û - J • 
•dœnGl{hœ)...G„(1i(i>)ô(E — hco1—... —hœn). (2.29b) 
Más szóval az /i-fononos hatáskeresztmetszet: 
d2rr(n) к 1 I A2*2)" 
= С
2
^-е~
ш
—
т
G„(e) (2.30) dSldE k0 n\\2M 
* Inkoherens szórásnál a kváziimpulzus nem marad meg. Ez azért van így, mert az inko-
herens szórás a spin-operátoroknál kapcsolatos és azok á'lagai nem mutatják a fonon-állapotok 
transzlációs szimmetriáját. 
3* 
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és itt G„(e) a Gffico) függvény önmagával vett л-szeres konvolúc-ója, amit így is 
írhatunk : 
Minthogy w— 0 esetén /(ш)~»ш2; tehát GAfico) és ezzel a G„(e) is sima, folytonos 
függvény.Ennek a ténynek rendkívül fontos következményei vannak. A hatás-
keresztmetszet 
alakjából látszik, hogy ha e + 0, nincs értelme pontosan e energiacserével szóródó 
neutronokról beszélni, minthogy az (e, e + de) intervallumban szóródó neutronok 
száma ífe-vel arányos a G„ függvény folytonossága miatt. Más a helyzet e = 0-nál. 
E körül a pont körül akármennyire szűkítjük a mérés intervallumát (más szóval 
a berendezés csatornaszélességét), akármilyen kicsiny As intervallumban mérünk, 
a mért hatáskeresztmetszet egyik része, a 0-fononos szórás járuléka C2e~2w lesz, 
függetlenül a mérési intervallum szélességétől. A többfononos folyamatok is vezet-
nek persze £ = 0 szóráshoz, a rugalmas szórásnak ez a része azonban: 
éppúgy arányos az intervallum hosszával, mint a rugalmatlan esetben. Látható 
tehát, hogy a beeső neutronok véges hányada egzaktul rugalmasan szóródik a kris-
tályon. Világos az is, hogy mikor a mérésből a hatáskeresztmetszetet meghatároz-
zuk, az £ = 0 helyen annál inkább mutatkozni fog a <5 szingularitás, minél jobb 
a berendezés felbontóképessége. Más szóval a kétszer differenciális hatáskereszt-
metszet mérésekor a 0 helyen a berendezés felbontóképességének növekedésével 
egy keskenyedő és egyre jobban kiemelkedő rugalmas csúcs mutatkozik, melynek 
területe véges marad. E?t a csúcsot a többfononos szórás „háttere" veszi körül, 
és a rugalmas szórás többfononos eredetű, nem szinguláris járuléka éppen ennek 
a háttérnek a folytatása az £ = 0 pontban. A méréskor adódó rugalmas csúcs alakját 
és területét befolyásolja a berendezés felbontóképessége is. Fentiekből azonban 
kitűnik, hogy a mérési intervallum hosszának és a rugalmas csúcs maximumának 
a szorzata egyre pontosabban közelíti a C2e~2W értéket. (A felbontóképesség szere-
pét később még megvizsgáljuk.) 
Látjuk tehát, hogy rugalmatlan szórásnál a kétszer differenciális hatáskereszt-
metszet rendelkezik fizikai tartalommal. A rugalmas szórásnál ezzel szemben a 
0-fononos csúcs területét megszabó Debye—Waller faktor, vagyis csupán szög szerint 
differenciális hatáskeresztmetszetet ad a mérőberendezéstől független, jellemző meny-
nyiséget. 
Megemlítjük még, hogy ha rögzített x mellett a c2-k/k0 szorzót elhagyva £ sze-
rint integráljuk a (2.31) kifejezés zárójelben levő tagját, mely voltaképpen 
(2.31) 
> 
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a megjelenő ő(t) függvény miatt 1 adódik. Innen látható, hogy rögzített к mellett 
a rugalmas csúcsnak és az összes rugalmatlan folyamat integráljának, tehát a több-
fononos háttér területének az aránya: 
e~
2w
:(\-e-2w)- (2.32) 
Minél közelebb van tehát a Debye—Waller faktor l-hez, annál elhanyagolhatóbbá 
válik a többfononos folyamatok háttere a rugalmas csúcs mellett. A Debye—Waller 
faktort később részletesebben megvizsgáljuk, most előbb vázoljuk, miért jelenik 
meg a rugalmas csúcsra vezető ú-függvény. Minthogy 
e~
2w
 = e-i<M(0)2+(xG)2>7-5 
ezért abból, hogy a M(f ) tenzor esetén 0-hoz tart (amint ez a (2.25) előállítás 
alapján belátható), világos, hogy 
e~
2w
 = lim F(H, t). 
(-> oo 
Azt látjuk, hogy F(x, t) a t —°° esetén állandó értékhez tart, tehát Fourier-transz-
formáltja szükségképpen deltaszerű szingularitást tartalmaz a e = 0 helyen. 
Ez az eredmény tetszőlegesen bonyolult kristály esetén igaz marad, sőt akkor is, 
ha a kristály anharmonikus, vagy hibahelyeket tartalmaz. 
Ennél többet is mondhatunk. Elég általánosan be lehet látni, hogy a ő-függvény 
minden olyan esetben fellép az inkoherens szórásnál, mikor a szóró magok moz-
gása a térben korlátozott, tehát ha ([ű(t) — û(0)]2} nem növekedhet korlátlanul 
t-+°° esetén [23]. 
Ugyanilyen eredetű a visszalökődés nélküli y foton elnyelése és kibocsátása a 
kristályba épült mag radioaktív bomlásakor, sőt, az effektus valószínűségét is ép-
pen az e~2w kifejezés szolgáltatja. [34]. 
Mielőtt tovább mennénk, megjegyezzük, hogy az „я-fononos szórás" kifejezés 
nem egészen pontos. A 2.27 képlet ugyanis világosan mutatja, hogy pl. a két fononos 
folyamatok közül azok, melyekben egy és ugyanaz a fonon keletkezik és nyelődik el, 
csak formálisan kétfononos, fizikailag 0-fononos folyamat. Ugyanígy a többfononos 
hatáskeresztmetszetekben is vannak fizikailag alacsonyabb fonont tartalmazó 
folyamatok is. Nem nehéz ugyanakkor belátni, hogy ideális kristálynál, ahol az 
egyes frekvenciák járuléka |e(a<jr)[2-nel arányos, ezek a folyamatok elhanyagol-
hatók, és a fizikailag, ill. névlegesen «-fononos folyamatok ugyanazt jelentik. 
Nem így áll a helyzet akkor, ha a kristályba „idegen" magok is beépültek. 
Ekkor is lehet harmonikus közelítésben fononokról beszélni, azonban ha az idegen 
magokon való neutron szórást vizsgáljuk, meg kell különböztetnünk a formálisan, 
vagy fizikailag egy vagy több fonont tartalmazó folyamatokat [24]. 
Térjünk most rá a fonon-sor további tagjainak vizsgálatára. Ha összehason-
lítjuk egy fonon elnyelésének és keletkezésének hatáskeresztmetszetét, azt találjuk, 
hogy a kettő megegyezik, azzal a különbséggel, hogy a keletkezés valószínűsége 
(n(m) + 1 )-el, az elnyelésé «(co)-val arányos, vagyis 
И
7(elnyelés) _ 
IF(keletkezés) ~ 
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A neutron-fonon kölcsönhatás ebben a tekintetben erősen emlékeztet az atomoknak 
sugárzási térrel való kölcsönhatására; a fényelnyelés és fénykibocsátás valószínű-
ségének viszonya ugyanis éppen a fenti kifejezés, csak œ a kérdéses foton frekven-
ciáját jelenti. 
Láthatóan, ha a hőmérséklet 0 felé tart |vagyis ^ ^ — , akkor n(со) az 1 mel-
lett elhanyagolhatóvá válik, és a neutron szórása csak fonon keltésére vezethet: 
a kristályban elfogytak a fononok, de fonon keltése lehetséges a neutron energiájá-
nak rovására. 
Ugyanígy jut túlsúlyba az elektromágneses tér intenzitásának csökkentésekor 
a fényemisszió az elnyeléssel szemben, és elég alacsony hőmérsékleten csak az ún. 
spontán fényemisszió jön létre. Magasabb hőmérsékleten az elnyelés és kibocsátás 
valószínűségei egyenlővé válnak, mivel XÍXXt-L % 1. A sugárzási térrel fennálló 
analógia persze nem véletlen, mindkét esetben a Born-közelítés és a részecskékre 
vonatkozó Bose—Einstein statisztika következménye. Kérdés azonban, hogy az 
adott kristály esetén valamely Г, x és s mellett mennyi tagot kell a fonon sorban 
tekintetbe venni ahhoz, hogy már jó közelítést kapjunk. 
Ennek vizsgálata céljából jellemezzük ismét Debye-frekvenciával a fonon-
spektrumot*. Ekkor (2.31) alapján meg lehet mutatni, hogy tia>D-hoz képest ala-
Йх
2 
csony hőmérsékleten a sor - -- növekvő hatványai szerint halad, míg magasabb 
2 McoD 
hőmérséklet mellett T/tw}D bizonyos hatványai is fellépnek. Innen azt a követ-
keztetést lehet levonni, hogy minél inkább teljesülnek a 
Й
2
х
2 
f j J f < < w D ' , T<szhwD (2.33) 
feltételek, annál jobb közelítés a fonon-sor első tagjára szorítkozni. A Debye— 
Waller faktor vizsgálatakor ki fog derülni, hogy éppen ilyen feltételek mellett lesz 
e ~ 2 W m l . A fonon-sor első tagja, a rugalmas csúcs tehát ilyenkor egyre inkább 
dominál, ami a fenti eredménnyel jól egybevág. 
Ez a tény nem a tett egyszerűsítő feltevések következménye, hanem a szórási 
hatáskeresztmetszet általános, itt nem tárgyalt tulajdonságaiból következik. Be lehet 
ugyanis bizonyítani [25], hogy a legnagyobb súllyal azok a folyamatok jönnek létre 
Й
2
х
2 
szórás során, amelyeknél a neutron energia-vesztesége éppen , és az egyáltalán 
létrejövő szórási folyamatok energiája ettől annál inkább különbözhet, minél ma-
gasabb a rendszer hőmérséklete. Világos tehát, hogy a (2.33) feltételek közül az első 
a legvalószínűbb folyamatként a rugalmashoz közelálló, kevés fononos folyamatokat 
jelöli ki, míg a második feltétel „leszűkíti" erre a tartományra a többi számításba 
jövő folyamatokat. 
A (2.33) feltételek, amelyek a 0, 1 esetleg kétfononos folyamatokra redukálják 
a szórást, egyben a Mössbauer-effektus létrejöttének kedvező feltételeként is ismere-
* Ez különösen összetett rácsnál igen durva közelítés, azonban a fonon-sor konvergenciá-
jára vonatkozó kvalitatív becslésnél elfogadható. 
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tesek. Az elmélet a másik szélső esetben, a 
%2x 
ÍM » hojn T > ho)D 
feltételek esetén a következő eredményt adja: nagy visszalökődési energia mellett 
a fonon-sor igen lassan konvergál. Ehelyett azonban közelítőleg meg lehet a sor 
összegét határozni, és az adódik, hogy a szórási kép egyre inkább hasonlóvá válik 
a szabad magon való szórás képéhez, és ha a hőmérséklet is elegendően magas ([22], 
[35]), a szórási képben semmi sem emlékeztet arra, hogy a szóró mag egy kristály 
alkotórésze.** 
Gyakran fontos lehet, hogy a hatáskeresztmetszetet ilyen feltételek mellett 
is ki tudjuk számolni, azonban a fononok jellemző tulajdonságainak vizsgálatánál 
ettől az esettől eltekinthetünk. A továbbiakban tehát a (2.33) feltételeket érvényesnek 
tekintjük, a fonon-sor első tagjával foglalkozunk. 
3. Koherens szórás. Diffrakció és diszperziós összefüggések 
A (2.21) képlet fonon-sora így alakul: 
<F4o„
 = rf'ggjL , dW^ , 
dílde d í l d e dílde 
Vizsgáljuk először is az első tagot, amely a 0-fononos szórásra vonatkozik: 
d2a(0) 1 
coh
 = Á(V) y A, A, e'xbk-'kO-Wk-Wk- 2— y
 eW-V) 
dílde A3 ífr 
Ugyanezt így is írhatjuk: 
d 2 a m 1 
= m Z A k e ^ e - " f w \ Z é * T (2.34) 
Itt a 
|T(x)|2 = | 2 Akeimke~Wk\2 (2.35) 
к 
kifejezést, mely az elemi cellákban levő magok elhelyezkedésétől, a szórási hosz-
szaktól és a Debye—Waller faktoroktól függ, struktúra-faktornak nevezik. Nyilván-
való, hogy Bravais-rácsra egyszerűen 
\F{x)\2 = A2e~iW. 
A periodikus szerkezet a transzlációs bázisvektorok töbszöröseiből felépülő 
ún. forma-faktorban jut kifejezésre. 
Ennek kiszámításához írjuk fel a x vektort a reciprokrács alapvektoraival 
kifejezve : 
* = xf>l + x2b2 + x3b3. (2.36) 
* 
** A rugalmas csúcs ugyan megvan, integrális intenzitása azonban 2 W » 1 miatt rendkívül 
kicsiny. 
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Ezzel — felhasználva az (1.10) összefüggést —, továbbá a fellépő exp (2лрг
г
) há-
nyadosú geometriai sor összegképletét és az abszolút értéket képezve — a követ-
kező eredményt kapjuk: 
/>(*) = / / l ' ^ ' ^ l . (2.37) f i l [N sin2 ) 
Ez a kifejezés a fényelhajlás elméletében is szerepel. Látható, hogy ha x, = egész, 
akkor a függvény az Л'3 maximális értéket veszi fel, a x ; = egész + értéknél 0-ra 
csökken és további maximumai az első mellett nem lényegesek. Ez a (2.36) kifejtés 
alapján azt jelenti, hogy a 
* = gi.g2> ••• (2.38) 
értékeknél N növekedésével egyre kisebb szélességű és egyre növekvő intenzitású 
csúcsok jelennek meg, másutt az intenzitás elhanyagolhatóan kicsi. Látjuk, hogy 
ez éppen a röntgendiffrakció elméletéből ismert Laue—Bragg feltétel. A 0-fononos 
koherens neutronszórást ezért neutron-diffrakciónak nevezik, és ennek feltétele 
tehát, éppúgy, mint a fény esetében, az, hogy a szórásnál létrejövő impulzusváltozás 
valamely reciprokrácsvektorral legyen egyenlő. Ezen végeredményben nem is cso-
dálkozhatunk, hiszen mindkét esetben síkhullámok periodikus strukturán történő 
rugalmas szóródásáról van szó, és ennek általános feltétele a (2.38) összefüggés. 
Megjegyezzük, hogy a D(x) függvény ó-függvények összegeként állítható elő, 
pontosabban 
(2л)3 (2л)3 limi)(x) = L - L 2 - g ) = — J(k) (2-39) 
N - - l'o д v0 
amint ez (2.37)-ből elemi átalakításokkal belátható; itt v0 az elemi cella térfogata. 
A diffrakciós csúcsok intenzitását a ó-függvényeknek a mérési módszertől 
függően történő integrálásával kapjuk. A neutronok koherens szórása tehát éppúgy 
alkalmas a rács szerkezetének tanulmányozására, mint a röntgendiffrakció : a szórás-
kísérletnél az éles Bragg-reflexiók mérésével a reciprokrács vektorokhoz jutunk, 
és ez ekvivalens az ax , a2, a3 vektorok ismeretével. Ami az egyes magoknak a cellán 
belüli helyzetét illeti, látjuk, hogy a struktúra-faktorban éppen az r^  vektorok sze-
repelnek. A diffrakciós csúcsok intenzitásának mérésével, viszont — mint a képlet 
mutatja — voltaképpen a struktúra-faktort mérjük, így az vektorok is meghatá-
rozhatók. 
Nézzük most meg, mely esetekben előnyösebb a neutrondiffrakciós módszer 
a szerkezetkutatásban. Általában az a helyzet, hogy a röntgendiffrakciós szerkezet-
vizsgálat pontosabb. Ugyanakkor azonban sok esetben, amikor a röntgendiffrakció 
teljesen csődöt mondott, a szerkezet meghatározása éppen neutronok segítségével 
válik lehetővé. Ennek oka abban rejlik, hogy a struktúra-faktorok a két esetben 
lényegesen különböznek egymástól: a fényszóródás az elektronokon történik, 
ezért a röntgendiffrakció struktúra-faktorában a szóródási hosszak helyén az atomi 
elektronsűrűségek x helyen vett Fourier-transzformáltját, az ún. „atomi szórás-
faktort" találjuk. Éppen ezért csak a neutrondiffrakció alkalmas 
1. egészen kevés elektront tartalmazó atomok (H, D, stb.) rácsbeli helyzetének 
meghatározására, mivel ezeken számottevő fényszórás nem lép fel; 
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2. közel egyenlő rendszámú elemek, vagy éppen izotópok megkülönbözteté-
sére, mivel a röntgendiffrakció szempontjából ezek „egyformák"; 
3. a spintérbeli rendezettség vizsgálatára. 
Példaként megemlítjük, hogy a fenti okok miatt a jég, az ammóniumsók, 
a ferroelektromos tulajdonságú KH 2 P0 4 kristály stb. szerkezetének vizsgálatára 
a neutrondiffrakció kiváló eszköznek bizonyult. 
Rátérve ezután az egyfononos folyamatokat leíró tagra, a (2.21) és (2.23) képlet 
alapján 
a
 ° c o h 
díl eh. 
к h 
k0 2N 3  
1 
ш(а, q) 
2 | ö ( * - q ) 
, ч
 1 1 
n ( c a ) + 2 ± 2 
Í M k 
ô(e±hco(a, q)) (2. 40) 
Innen azonnal leolvasható, hogy egyfononos koherens szórás csak azoknál a x és e 
értékeknél lép fel, amelyekre a 
x = q (mod g) 
e = ± Й ш ( а , q) (2.41) 
egyenletek valamely (а, q) értékeknél egyszerre teljesülnek. Mivel ez azt jelenti, 
hogy a neutron energia, illetve impulzusnyeresége ilyenkor éppen egy fonon ener-
giájával, ill. kváziimpulzusával egyenlő, joggal beszélünk fonon keltéséről és el-
nyeléséről. 
Feltételezve ezután, hogy 1. a szórás kizárólag koherens, továbbá, hogy 
2. a többfononos tagok szerepe nem lényeges, a fonon adatai már igen könnyen 
meghatározhatók. Az első feltétel teljesülése persze magfizikai „adottság" kérdése, 
a második feltételről azonban a fonon-sorral kapcsolatosan mondottakból tudjuk, 
hogy X és T megfelelő megválasztásával hogyan teljesíthető. 
Most először is (1. 19) alapján térjünk át a q szerinti összegezésről integrálásra, 
ez (2.40)-ben a 
N 3 
helyettesítést jelenti. Itt lényegében azt vesszük figyelembe, hogy a mérőberendezés 
x-t csak egy (x, x + dx) intervallumon belül határozza meg, melybe a kristály mé-
reteinek, vagyis TV-nek növelésével tetszőlegesen, sok hullámszám esik. Ezzel fel-
használva még a (2.39) képletet, elvégezve az integrálást, a következő kifejezésre 
jutunk: 
díl de 4 M л0 Z. X l 2 Ake-
ixIk
e~
Wk (xek(oc, x)) 
ÍM k 
1 
ш(а, x) 
г ч 1 1 
n((0) + - ± - <5(е±йси(а, x)) (2.42) 
Az integrálásnál a (2.39)-ben szereplő <5 függvények közül természetesen csak az 
jött számításba, amelynél a x — g = x* vektor a Brillouin-zónába esik. Ezért követ-
kezetes az lenne, ha az e és со függvények argumentuma helyére a x r „redukált x " 
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értéket írnánk. Szokásosabb azonban a fenti jelölésmód, ahol az e és ы függvényeket 
az egész hullámszámtérben értelmezik, úgy, hogy értékük a Brillouin-zónabeli 
értékek periodikus ismétlődése legyen, vagyis a x* és x * + g helyen felvett érték 
ugyanaz. 
Azt kaptuk tehát, hogy a 
£ = Йсо(а, x) 
értékeknél, tehát éppen a (2.41) feltételek mellett az energia függvényében éles csúcsok 
lépnek fel, pontosan annyi, ahány polarizációs ág létezik, melyre (x-e(ax)) nem 0. 
Ezeket a csúcsokat megkeresve megkapjuk a x-hoz (pontosabban a redukált 
x* vektorhoz) mint hullámszámhoz tartozó fonon-energiákat, tehát a diszperziós 
összefüggéseket. 
Ezen a ponton azonban szólnunk kell néhány szót a különböző mérési mó-
szerekről. A hagyományos eljárás szerint a szórt neutronok szöge és energiája 
a „változó", aminek függvényében az eredményeket ábrázolják. Ez a következő 
hátránnyal jár: mivel a k0 vektor adott, lehetetlen rögzített x = k — k„ mellett 
az £ értékét változtatni, hiszen e változásakor к is megváltozik. A fonon-csúcsok 
persze így is fellépnek, csak a mérés tervezése és kiértékelése £ és x egyidejű változása 
miatt érthetően bonyolultabb, a polarizációs vektorokat pedig nem is lehet meg-
határozni ezzel a módszerrel. Láttuk, hogy az elméleti feldolgozás számára a x és e 
egymástól független változtatása lenne kényelmes. Ezért dolgozták ki az ún. „kon-
stans x" módszert. Ennek lényege [14], hogy a szórás szögével és a szórt neutronok 
energiájával egyidejűleg változtatják például a beeső nyaláb szögét, éspedig éppen 
úgy, hogy eközben x állandó és csak e változik. Ez az eljárás — nagyfokú elvi egy-
szerűsége mellett — módot ad arra is, hogy a fonon-csúcsok intenzitásából a pola-
rizációs vektorokat meghatározzuk. Egyenlőre még a diszperziós összefüggések 
kérdésénél maradva, a konstans x módszerrel történő mérés általában a következő 
lépésekből áll: 
1. Diffrakciós úton meghatározzák a reciprok-rács alakját és helyzetét a labo-
ratórium koordinátarendszerében, majd ábrázolják azt a sík metszetét, melyet 
a mérésben szereplő к és k0 vektorok meghatároznak. 
2. A kijelölt x vektort rögzítve к és k0 értékének változtatásával több s mellett 
megmérik a hatáskeresztmetszetet és megkapják a különböző polarizációknak 
megfelelő fonon-csúcsokat. 
3. A x vektorból addig vonnak le g reciprokrácsvektort, míg a Brillouin-
zónába eső vektorhoz jutnak, és ehhez rendelik hozzá a kapott fonon-energiákat. 
Ezt illusztrálja a következő 2. ábra, mely egy Pb-on végzett mérést mutat. 
A mai, gépi programokkal működő konstans x módszerek alkalmazásával minden 
olyan anyagnál, melyből egykristályok állíthatók elő, és ahol a kérdéses x és £ 
tartomány a mérés által elérhető, rövid idő alatt elvégezhetők az adott anyag disz-
perziós relációinak mérése. Gondot csak a különböző polarizációs ágak helyes 
megjelölése okoz, azonban szimmetrikus irányokban, ahol eleve tudható, hogy 
az adott x irányra merőleges és vele párhuzamos polarizációs vektorok léteznek, 
ez nagyban egyszerűsödik, a merőleges polarizációjú fononon ugyanis ekkor nem 
történik szórás. Kérdés azonban, hogy a termikus neutronok segítségével elérhető-e 
valamennyi, a Brillouin-zóna méretei által meghatározott q és a fonon energiákkal 
megegyező e ? 
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Ez a kérdéses hullámszám- és energiaintervallum anyagonként más és más, 
de általában 
| ? | ~ 0 - 1 0 8 c m " 1 
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2. ábra: Diszperziós összefüggés mérése ólomban [17]. a) A reciprok rács (1, —1, 0) síkjában a 
X vektor rögzített, a (3/2, 3/2, 3/2) pontba mutat. A mérést a szaggatott szakaszok mentén végez-
ték el. b) a (1, 1, 1) szimmetria irányban történő mérésnél egyedül a longitudinális polarizációt 
észleljük. Az energia szerinti eloszlás tehát egyetlen csúcsot tartalmaz, c) A diszperziós össze-
függések néhány irányban. A szaggatott vonal a Brillouin-zóna határát jelenti. L és T a lon-
gitudinális és transzverzális polarizációt. 
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és a frekvenciák tipikus értékei: akusztikus fononok: — 30 meV, optikai 
fononok: 30—60 meV. Vessük fel először kissé általánosabban a kérdést. Általában 
igaz az, hogy a szórt részecske impulzusa és energiája, valamint a fonon adatai 
között fenn kell állni a 
E—E0 = Äw(a,q), k - k „ s q (mod g) (2.43) 
egyenleteknek. 
Nézzük, mi a helyzet például látható fény esetén. A kristályra bocsátott fény 
egyrésze rugalmatlanul szóródik. (Raman-szórás, Mangyelstam—Brillouin-szórás.) 
A szórt fény impulzusa és energiája spektroszkópiai úton mérhető, tehát a neutron-
szórással analóg kísérlet elvégezhető, éspedig jóval nagyobb pontossággal. A módszer 
mégsem alkalmas a fonon diszperziós összefüggések mérésére. Ennek oka a következő: 
Egy fonon energiája a foton hullámszámát Ak = — ~ ^ _ej változtatja 
с с 
3 eV 
meg, ez a fény hullámszámához képest csak 1%. Ezért az impulzuscsere 
a 9 szórási szög függvényében jó közelítéssel 
lx |~2k0 sin - ~ 105cm_ 1 . 
Ez azt jelenti, hogy a látható fénnyel csak azon a fononok tudnak kölcsönhatni, 
amelyek hullámszámvektorának abszolút értéke a maximális fononhullámszámnak 
legfeljebb ezredrésze. Ezek a hullámszámok tehát a Brillouin-zónában a q = 0 körüli 
igen kis környezetben helyezkednek el, a legtöbb fonon a látható fény számára 
hozzáférhetetlen. 
Röntgensugarak szórásakor elérjük ugyan а ~ 108 cm" 1 tartományt, mivel a rönt-
gensugárzás esetén |Аг0| ~ 108 c m - 1 , azonban ha egy 10 keV-os röntgen-kvantum elnyel 
egy ~ 10 meV energiájú fonont, relatív energiaváltozása olyan kicsiny lesz, hogy 
nem lehet pontosan észlelni. (Bizonyos irányokban, nem ilyen „direkt" módon, 
mégis lehet röntgen-sugarakkal diszperziós összefüggést mérni. A módszer intenzitás-
mérésen alapul, kiértékelése jóval nehezebb.) 
Látjuk tehát, hogy ha a foton energiája „csak" 100-szorosa a fonon energiájá-
nak, akkor hullámszáma mintegy 103-szer kisebb a rövid hullámhosszú fononénál, 
míg ha hullámszáma eléri a maximális fonon-hullámszámokat, energiája lesz 
~ 106-szor akkora. Ha a fény diszperziós összefüggéséhez, a 
E = ha> = hc\k\ 
képlethez hasonlóan a fononok diszperzióját egy hangsebességgel jellemezzük, 
ami akusztikus fononokra nem rossz becslés: 
Äft)(a, q) = Äc„|q!, 
akkor a fenti eredményeket így lehet megfogalmazni: 
A fény és a hang sebessége közötti 101 ~ 106-os szorzó arra vezet, hogy fotonok-
kal csak q ~ 0 tartomány fonottjait tudjuk vizsgálni. Neutronok esetén a helyzet 
megváltozik. A hidee és termikus neutronok adatai: 
|Á-O|~108 cm" 1 
E0 ~ 5 - 50 meV (2.44) 
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és ezért általában könnyű találni olyan k0, к párost, hogy (2.41) kielégüljön. Hideg 
neutronok szórásánál, ahol k0 ;<s: к közelítőleg kn = 0-t írva, 
h2k2 
= Йш(а, к) 2m 
adódik, és itt ismét az izotóp hangsebességgel jellemezve a diszperziót, a szórt 
neutronok sebességére 
Vn=2 C„ 
adódik, ahol Vn a neutron sebessége, Ch a hangsebesség. A tipikus hangsebesség 
értékekkel megegyező sebességű neutronok az £ ~ 1 0 — 30 meV energiájú termikus 
neutronok tehát a szórás után a ~ 0 sebességű neutron termikus energiát nyer 
a fonon elnyelésekor. Ugyanez a helyzet akkor, ha a beeső neutronok is termikus 
energiájúak. Azt látjuk tehát, hogy noha a neutron energiahullámszáma összefüggése 
egészen más, mint a fononoké, a lényeges fonon energiák és hullámszámok olyanok, 
hogy kivételes esetektől eltekintve, a neutronok bármely fonont kelthetnek, vagy 
eltüntethetnek. így segítségükkel az összes fonon diszperziós összefüggését meg lehet 
határozni. 
Az egyfononos szórásra visszatérve, érdekes eset áll elő, ha elég kis kezdeti 
E0 neutron-energia mellett a fononkeltés hatáskeresztmetszetét vizsgáljuk. Ilyenkor 
elég a kisebb energiájú akusztikus fononokra szorítkozni, és ezek diszperziós gör-
béjét jó közelítésben lineárisnak vehetjük, minthogy m kis értékei jönnek csak szá-
mításba. Eszerint a megmaradási tételek 
£ =hw = hchq\ 
к - k0 = q 
alakúak. Ezek a 
£ = Í V - k 5 ) 
egyenlettel együtt azonban arra vezetnek, hogy ha 
m -
 Vn C h
' 
akkor fonon keltése nem lehetséges, míg 
vn>c„ 
esetén kis szögben „előre", k0 irányába szóródó akusztikus fonon jöhet létre. Ez 
a fény közegbeli sebességénél gyorsabban terjedő részek fénykibocsátására a 
Cserenkov-effektusra emlékeztet. 
Vizsgáljuk most meg a polarizációs vektorok mérésének lehetőségeit. Ez, 
mint már említettük csak konstans x eljárással válik lehetővé. Megjegyezzük hogy 
a diszperziós görbék mérésével szemben, mely mind Bravais-típusú, mind összetett kris-
tály esetén lényegében egyforma problémát jelent, az összetett kristály (komplex) pola-
rizációs vektorainak mérése roppant bonyolult, ezért a polarizációs vektorokat 
eddig csak Bravais-rácson mérték. írjuk fel az egyfononos szórás formuláját (2.42)-
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ben а к indexet elhagyva, és integráljuk e szerint az e — 1ia>(ix, x) értékek körül, 
hogy az egyes fonon-csúcsok területét megkapjuk. Az eredmény: 
/? (* ) = ~гА2е Ы IM 
1 
ш(а, х) 
/ s 1 1 
и(о>)+ 2 ± 2 |е(а, х)-х0|2, 
ahol 7+(х) az а = 1 , 2 , 3 polarizációjú fononhoz tartozó csúcs területe fononkellés-
kor, I~ я elnyeléskor, x0 pedig a н irányú egységvektor. Legyen először a k0 és к 
vektorok által meghatározott sík a kristálynak egy tükörsíkja. Ekkor a polarizációs 
vektorokra vonatkozó 1.33) szim-
[0,0,1]=[ 1,1,1] metria-meggondolások arra vezet-
nek, hogy két polarizációs vektor, 
mondjuk e( 1) és e(2) a (k0 , k) síkban 
fekszik, egy arra merő leges, tehát 
x„-t a z irányú egységvektornak vá-
lasztva 
e(3)2 = e(3)-x0 = 0. 
Ha tehát 
rünk, 
pl. fonon-elnyelést mé-
[0,0,0] fbH 
{ Щ ] E(L, X)\
 = /Г(Х)Ю(1, X)N[Q)(L, X)] 
e(2,x)l 1,7 (x)со(2, x)n [со(2. x)} 
(2.45) 
ami az 
e(l,x)2z + e(2, x):=\ 
(1.26/b) feltétellel együtt teljesen 
meghatározza e(l, x)l és e(2, x)l ér-
tékét, és ha az X, Y, Z koordináta-
tengelyeket úgy választjuk, hogy X 
a síkra merőleges legyen, akkor mi-
vel e(\, x)x = e(2, x)x = 0, <?(1, xfy és 
e(2, x)y is ismertté válik. A kompo-
nensek előjelét pl. a szimmetria-irá-
nyokra vonatkozó (ismert) vektorokhoz való folytonos csatlakozás feltételéből 
nyerhetjük, vagy egy újabb, x + g mellett végzett mérés oszlatja el a bizonyta-
lanságot. 
Ha (k0 + k) nem szimmetria-sík, akkor meg kell mérni például 7~(x + g) értékét 
is. Ekkor x0 változik, de az le(a, x)-x0 |2 mellett álló szorzat ugyanaz marad, és maga 
e(a, x) is, tehát ezzel e(a, x) újabb komponensére kaptunk összefüggést. Hasonlóan 
legfeljebb három méréssel a polarizációs vektorok mindig meghatározhatók. [26]. 
Egy ilyen mérés eredményét mutat ja a 3. ábra. 
A mérési módszer rendkívül nagy előnye, hogy a Debye—Waller faktor, sőt a 
szórási hossz is kiesik a kiértékelésnél, tehát a hatáskeresztmetszet abszolút mérésénél 
sokkal egyszerűbb relatív intenzitás-mérés elegendő a polarizációs vektorok meghatá-
rozásához. A polarizációs vektorok mérésével a dinamikai tenzor megismeréséhez 
is közelebb jutunk. Amint láttuk, ha olyan koordinátarendszerben írjuk fel a karak-
3. ábra: Polarizációs vektorok mérése Na-ban 
[10] néhány speciális irányban. 
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terisztikus egyenletet, melynek tengelyei a polarizációs irányok, az egyenlet lineáris 
egyenletté alakul, és ennek kiértékelése sokkal egyszerűbb, mint a mért frekvenciák 
összevetése az általában hatodfokú karakterisztikus egyenlettel. Látjuk, hogy a 
koherens szórás kiértékelése mind a frekvenciák, mind a polarizációs vektorok 
szempontjából kedvezőbben alakul, ha a mérés szimmetrikus irányban, vagy síkban 
történt, azonban az így nyert adatok általában nem elegendőek a dinamikai tenzor 
meghatárázásához. A kiértékeléskor természetesen problémát jelent, hogy a mérés-
nél a többfononos szórást is észleljük. Ez azonban a 
s = Äftj(a1, q1)±Äo>(a2q2) + ... 
x = q i ± q 2 ± . . . 
képletek szerint nem eredményez adott x mellett éles csúcsot az energiában: az, 
hogy két fonon kváziimpulzusának összege x, még nem határozza meg a két fonon 
energiájának összegét. Ezért a többfononos koherens szórás „folytonos" hátterében 
az egyfononos szórás energia-csúcsai jól leválaszthatók. Ez a 2. ábrán jól látható. 
Rátérünk most az inkoherens szórás tárgyalására. 
4. Inkoherens szórás, fononspektrum 
A fonon-sor első két tagját fogjuk vizsgálni. Tetszőleges kristálynál a képlet-
ből az egy elemi cellára jutó hatáskeresztmetszet: 
d 2 o i n c d2oW d2oW 
= 1 L 
d í l dr. díl de ' d í l de 
ahol 
a 0-fononos és 
d2ol0) 
= 2 elérőié) (2.46) 
^ = l o 2 C ! e - 2 ^ T k k x (2.47a) 
az egyfononos hatáskeresztmetszet, melyet lényegében a 
,
 ч
 i 1 
n(œ) + - ± - ô(s±ho}(a, q)) (2.47b) 
kifejezés határoz meg. Vizsgáljuk meg először a Debye—Waller faktort. Konkrét 
alakját az MAA(0) tenzorok kifejezése alapján könnyen felírhatjuk: 
2Wk = Terr-Tut 2 j 7 Г" [2n(tü)+ ÍJ, 
2Mk N3 tq u>(?L, q) 
vagy az utolsó tényezőt kissé átalakítva és integrálásra térve át : 
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Eszerint a к-adik mag Debye—Waller faktorát ügy kapjuk, hogy a 
1
 с Л
 Йш(а, q) 
<u(a, q) 2 7 
függvényt a 
|e*(oc, q)x„j2 
„sűrüségfüggfénnyel" a Brillouin-zónában átlagoljuk, és a polarizációs ágakra 
összegezzük. A legegyszerűbb esetben, a köbös szimmetriájú Bravais-rácsnál már 
láttuk, hogy a polarizációs vektorok x0 irányú komponensének négyzete y-dal 
pótolható, és со szerinti integrálásra térhetünk át: 
2M J со IT v ' 
0 
A Debye—Waller faktor kvalitatív viselkedését vizsgálva, í r junk Debye-spektrumot 
f(co) helyére. Egyszerű átalakítással 
= I L (2.50) 2M [2ю
й
 о^Дйсо,, 
ahol 
4 
I f p i 
Л- J с" <р(х) = I (2.51) 
з йх
2 
Láthatóan alacsony hőmérsékleten, ahol 7<кЙсо,,, 2 W яг — • —-— tehát a 
2 2MCOD 
Debye—Waller faktor csak x2 értékétől függ. Ahogyan a hőmérséklet növekszik, 
a tp | "yr j függvény egyre inkább közelíti az 1 értéket, és dominálni fog a második, 
T-vei arányos tag: mind x2, mind Tlineárisan növeli értékét: 
Йх
2
 T 
Ma>D hcoD 
Mivel 2W /=((xû)2) fizikailag mindez azt jelenti, hogy alacsony hőmérsékleten sem 
tűnik el az atom kitérés-négyzetének várható értéke a O-rezgések miatt, azonban 
a hőmérséklet növelésével ez a várható érték T-vel arányosan növekszik. Ez az ered-
mény a harmonikus oszcillátor elméletéből jólismert. Ahhoz tehát, hogy a Debye— 
Waller faktor ^ 1 legyen, a 
b 2
 i ; 2 MœD ' ЙШд 
feltételeknek egyszerre kell teljesülniök. Ezek a feltételek valóban éppen a fonon-sor 
konvergencia-kritériumai. A Debye—Waller faktorra vonatkozó mérések mindenek-
előtt igazolták а 2 И / ~ х 2 arányosságot, továbbá, hogy egyatomos, köbös rácsban 
megfelelően választott ooD mellett a (2.50)—(2.51) formulák jól használhatók. Egészen 
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másként áll a helyzet összetett rács esetén. Ilyenkor semmiféle szimmetria-meg-
gondolás nem teszi lehetővé, hogy a polarizációs vektorokat a számításból elhagyjuk, 
mivel a normálási összefüggések nem az egyes (e(a, q))2 értékeket szabják meg, 
csak ezek összegét. A polarizációs vektorok, illetve a fellépő optikai frekvenciák 
figyelmen kívül hagyása komoly hibákra vezet. Különösen így van ez akkor, ha 
a szereplő atomok tömege erősen eltérő. Kétatomos kristály esetén például elég 
általánosan be lehet bizonyítani [27], hogy ha M1<s:M2, akkor a könnyű mag túl-
nyomóan az optikai, a nehéz pedig a: akusztikus rezgésekben „vesz részt" : az |et(a, q)|2 
kifejezés az optikai ágban közel 1, az akusztikusban <cl, míg 1е2(я, q)j2 éppen 
ellenkezően viselkedik. Ismeretes, hogy ugyancsak M k « M 2 mellett az optikai 
ágak „összeszűkülnek", q függésük elhanyagolható, az optikai frekvenciák értéke 
a zónában közel állandó. 
Nézzük a példa kedvéért a ZrH kristályt. Mivel M:r = 9\ Mpr, ez a kristály 
mutatja a fenti tulajdonságokat, sőt, megvan az a különleges sajátsága is, hogy 
a még általában különböző, 3 optikai frekvencia értéke egybeesik. A proton Debye— 
Waller faktorának számításakor tehát itt csak az optikai ágak játszanak szerepet, 
és itt |epr(opt, q)|2— 1. Ezzel ugyanúgy, mint a köbös Bravais-rács esetén, eljuthatunk 
a (2.49) képlethez, de mivel egyetlen wE optikai frekvencia van, a 
f(co) = ö( co—coE) 
ún. Einstein-féle fononspektrumot kell használnunk, mellyel a (2.50)-tó'l teljesen 
eltérő 
ЙХ
2
 , fiCOE 2 Wm = -—7 cth 
" 2 M u rmE T 
eredményre jutunk. A mérések [28] valóban igazolták ezt az eredményt. Általában 
persze nem jutunk ilyen könnyen célhoz, és a polarizációs vektorok, valamint a 
fononspektrum ismeretére van szükségünk a Debye—Waller faktor meghatározá-
sához. A inkoherens rugalmas szórás azonban nemcsak a Debye—Waller faktor 
mérésére használható fel, hanem segítségével meg lehet határozni a berendezés 
felbontóképességét is. 
Ezen a következőt ért jük: A valóságban sohasem teljesül az a feltétel, hogy 
a berendezés pontosan meghatározott E0 energiájú neutronokat enged a kristályra, 
és az éppen E energiával szóródottakat észleli, hanem a bejövő neutronok között 
bizonyos cp(E0 — E'0)dEg valószínűséggel (E'0, E'0 +dEq) intervallumba eső neutronok 
is vannak, és a névlegesen E energiájú neutronok észlelésekor a berendezés ide-
számítja a közeli, (£", E' + dE') intervallum neutronjait is, mondjuk i j /(E' — E)dE' 
valószínűséggel. Az ideális esetben a q> és ф függvény egyaránt ó-függvény, és a 
mérés az elméleti értéket adná; általában a kísérleti és az elméleti hatáskereszt-
metszet között a fentiek szerint a 
* (* ,e ) k „ = / f <p(E0-E'0W(E'-EMx,E'-E'0)dE'0dE' (2.52) 
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d2(T 
összefüggés áll fenn; itt a • = a(x. e) jelölést használtuk.* Bevezetve ezután az 
ti 12 a h 
E' — E'0=e'; és E'-E=x 
változókat, 
ahol 
a(x, s)kis = f 2(c — sja(x ejds', 
2(z) = J' tp(-z-x)i/t(x)dx. 
Eszerint kísérletben észlelt hatáskeresztmetszet a valódi érték és а 2(e) ún. felbontási 
függvény konvolúciója. 
Ezt a 2(a) függvényt a O-fononos csúcs segítségével viszont könnyű meghatá-
rozni: ha ugyanis a mérésnél az egy-és többfononos folyamatok nem lényegesek, 
o(x, fi) helyébe a O-fononos tagot írva 
e)ki3 = C2e~zWÁ(s), 
tehát a szórt neutronok energia szerinti eloszlása éppen a felbontási függvény. 
Mivel a felbontóképesség (legalábbis hozzávetőleges) ismerete nélkül az eredmények 
kiértékelése lehetetlen, 2(e) számítása, vagy mérése minden esetben jelentkező prob-
léma. A mérésekhez az inkoherensen szóró, magas karakterisztikus frekvenciájú 
vanádiumot használják: itt könnyű x és T értékét úgy megválasztani, hogy 2W<ícl 
és így lényegében csak a O-fononos szórás lépjen fel. 
Az inkoherens szórás egyfononos tagját először Bravais-rács esetén vizsgál-
juk. A (2.28) képlet alapján pl. fonon elnyelésre 
Ш = < 4 •-•* 1 " " » < « • «»• <2- 53> 
A legegyszerűbb esetben, ha a rács köbös szimmetriát mutat, ez — mint láttuk — a 
d2aa> к 
= C 2 « _ W ( ? i ( e ) ( 2 54) díl de k0 
alakra egyszerűsödik, ahol a G fis) függvény a (2.29) képlet szerint arányos a fonon-
spektrummal. Ha tehát x és F értéke olyan, hogy a fonon-sor jól konvergál, viszont 
az egyfononos szórás még számottevő, akkor ennek mérésével a fononspektrum-
hoz jutunk. 
Ezzel a módszerrel a vanádiumon kívül sikerült a Ni fononspektrumát is meg-
mérni: olyan arányban keverték össze a target készítésénél a különböző szórási 
hosszakkal rendelkező Ni-izotópokat, hogy az átlagos koherens szórási hossz 
0 legyen. A következő 4. ábra a Ni-rács fononspektrumát mutatja: 
* Ennél az egyszerű meggondolásnál figyelemen kívül hagyjuk a hatáskeresztmetszetben 
к 
szereplő — szorzót, valamint azt is, hogy rögzített szög mellett x is függ az e-tól, továbbá, hogy 
ко 
a tp és V függvények általában y(E„ — E,j, Eo) és ц/(E'—E, E) alakúak. A pontosabb tárgyalás ezt 
is tekintetbe veszi. 
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A mérés kiértékelésekor feltételezik, hogy a rugalmatlan szórás kizárólag az egy-
fononos szórásból ered, meghatározzák a fononspektrumot, majd ennek segítsé-
gével megbecsülik a fonon-sor további tagjaiból eredő járulékot. Ezután ezt a mérési 
eredményekből levonják, és az eljárást megismétlik. Világos, hogy ha a többfononos 
szórás valóban csak korrekcióként jelentkezik, így már néhány lépés után eljutunk 
a valódi spektrumhoz. 
A fononspektrum azonban nemcsak köbös, hanem tetszőleges szimmetriájú 
Bravais-ráes esetén meghatározható, ha a méréshez nem egykristályt, hanem poli-
te ris tály о s mintát használunk. Minthogy ekkor az egyes mikrokristályok minden 
irányban egyforma valószínűséggel vannak elfordulva, a (2.53) hatáskereszt-
metszetet átlagolnunk kell, a kristály lehetséges tértbeli helyzete szerint. Ha Debye— 
Waller faktor értéke közel 1, akkor a (2.53) képletben jó közelítéssel helyettesít-
hetjük irány szerinti átlagával. Az átlagolás ezután már könnyen elvégezhető, és 
láthatóan a 
(e(a, x2 
helyettesítésre vezet, amivel ismét a (2.54) kifejezésre jutunk. Összetett, pl. kétatomos 
rács esetén a helyzet már jóval bonyolultabb, polikristályos anyag használata sem 
„ejti ki" a képletből a polarizációs vektorokat. Az átlagolás ilyenkor a 
= k \ cf a j 
dQ.de k0 12Mj 2M2 2f 
4' 
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képletre vezet, ahol 
Emlékezzünk azonban vissza, hogy ha a kristály egy elem különböző izotópjait 
tartalmazza az elemi cella mondjuk k = 1 helyén, akkor Cf a meghatározott izotóp-
arány szerinti átlagérték. Vagyis, ha sikerül két olyan polikristályt előállítani, amely 
ugyanolyan kémiai összetételű, de az alkotórészek izotóp-elosztása a két keverék-
ben más és más, akkor mindkettőn mérést végezve a kapott kétismeretlenes lineáris 
egyenletrendszerből Ex és E2 kiszámítható. Ezután a Debye—Waller faktorokat 
közelítően egyformának tekintve összeadjuk £ j és Е.
г
-1, a (1.26) feltételek miatt 
a polarizációs vektorok eltűnnek, és ezt kapjuk: 
Az izotópösszetételt változtatva tehát bármilyen anyag fononspektrumának mérése 
lehetséges, ha a szórás inkoherens. A gyakorlatban azonban éppen itt a baj: a 
hidrogénen, a vanádiumon és a már említett speciális nikkel izotóp-keveréken kívül 
a legtöbb mag koherens szórása sokkal számottevőbb az inkoherensnél. Ez persze 
nem akadálya a frekvenciaspektrum megismerésének: közvetlen méréssel a fonon-
spektrumot ugyan nem kapjuk meg, de a koherens szórás sokkal teljesebb adat-
sokasága alkalmas a fononspektrum kiszámítására: A Brillouin-zónában elég 
sűrűn felvett q értékeknél meghatározzák a hozzátartozó cu(a, q) frekvenciákat, 
majd megnézik, hogy az egyes (со, (o + dw) tartományokba hány darab frekvencia 
esik. A relatív eloszlás éppen а /(со) függvény. így határozzák meg pl. az 1. ábrán 
szereplő spektrumot is. 
A meghatározott frekvenciaspektrumokkal több más kísérlet eredményét 
sikerrel tudták értelmezni (Mössbauer-effektus ónnál [29], Na fajhője [30]). 
Láttuk, hogy a koherens szórási képből tetszőleges kristály diszperziós össze-
függései, az inkoherens szórásból fononspektruma, más szóval a harmonikus köze-
lítés paraméterei hogyan határozhatók meg. 
Az eddigi mérések tapasztalatai szerint azonban a szórási kép elemzésekor 
ennél sokkal több adathoz juthatunk. Mindenekelőtt a berendezés felbontóképes-
ségének növelése módot ad a koherens fonon-csúcsok szélességének mérésére, 
ez pedig az anharmonikus korrekcióból eredő fonon-élettartam meghatározását 
teszi lehetővé [31]. A diszperziós görbéknek az elméletileg várttól való éles eltérése 
az elektron-fonon kölcsönhatásból eredő ún. Kohn-effektus miatt lehetőséget ad 
azokban a fémekben, ahol ez a kölcsönhatás erős, az elektrondinamika Fermi-
felületeinek vizsgálatára. Ezek szerint a reális kristályban fellépő fonon-fonon 
és elektron-fonon kölcsönhatás a szórási képet jelentősen befolyásolhatja. A más 
atomokkal szennyezett kristályban fellépő igen rövid élettartamú, ún. lokalizált 
fononok frekvenciáit is sikerült megmérni [32]. 
5. Néhány további probléma 
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A további fejlődés útja a finomabb effektusok kimutatása és pontosabb vizs-
gálata, másfelől a kristályhoz bizonyos értelemben hasonló struktúrák, pl. folyadékok 
„fonon"-jainak vizsgálata [33]. 
* * * 
Végül szeretnék köszönetet mondani azoknak, akik a cikk megírásában segít-
ségemre voltak: elsősorban Kosály György tudományos munkatársnak, aki mun-
kámban állandóan támogatott, továbbá Zawadowsky Alfréd és Hargitai Csaba 
tudományos munkatársaknak az értékes diszkussziókért. 
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A 60Co y-SUGARAIVAL ELŐÁLLÍTOTT 
MAGIZOMÉR HATÁSKERESZTMETSZETEK 
KÍSÉRLETI KÖRÜLMÉNYEKTŐL VALÓ 
FÜGGÉSÉNEK VIZSGÁLATA* 
VERES ÁRPÁD 
OAB Izotóp Intézete, Budapest 
A (y, yj reakció alapján végzett magizomeria vizsgálatok rövid irodalmi át-
tekintése után a reakció hatáskeresztmetszetének a kísérleti körülményektől való füg-
gését vetjük elemzés alá. Meghatároztuk számítással eoCo sugárforrásra néhány, a 
gyakorlatban leginkább előforduló sugárforrás forma, valamint abszorbens és target 
vastagságra az egyes parciális hatáskeresztmetszetekre vonatkozó összefüggéseket. 
A számított elméleti görbék adatait összevetjük a kísérletileg mért értékekkel. 
Bevezetés 
A magizomeria vizsgálatoknak fontos szerepük van az atommag szerkezeté-
nek megismerésében. A gerjesztett és izomér állapotok energiáinak ismeretében, 
valamint ezen állapotok energiáinak elektromágneses erőterek kvantumjai alak-
jában történő kisugárzását vizsgálva visszakövetkeztethetünk az atommag jellemző' 
adataira és a magban végbemenő kvantumát-
menetek törvényszerűségeire. Mindezek alap-
ján az atommagok gerjesztett és izomér ál-
lapotait igen széles körű vizsgálatoknak ve-
tették alá. Ezek közé sorolható a magfoto-
effektus is. A jelenség A(y, y')A* reakcióval 
írható le, ahol A valamely atom, amely-
lyel a y-kvantum kölcsönhatásba lépett és 
A* ugyanazon atom izomérje. A folyamat 
mechanizmusa mind elméleti meggondolá-
sok, mind kísérleti tapasztalatok alapján 
úgy megy végbe, hogy az atommag a 
y-kvantummal történő kölcsönhatás ered-
ményeképpen egy, a metastabil nívónál na-
gyobb energiájú nívóra gerjesztődik (Em < Ea) 
és onnét jut el a mag közvetlen, vagy 
kaszkád átmeneteken keresztül a metastabil 
nívót is érintve az alapnívóra. A folyamat 
sémája az 1. ábrán látható. 
A (y, y') reakció alapján a kis ener-
gia tartományban (0,5—5 MeV) Waldman 
és munkatársai [1] 1939-ben elsőnek mu-
tatták ki az U5In és Pb metastabil nívóit. 
A gerjesztést elektron gyorsítóval előállított folytonos fékezési sugárzás segítségé-
vel végezték. A kísérleti adatokat E. Guth [2] értékelte ki. Wiedenbeck [3] ezüst, 
1 
l< 
/П 
1 2 3 5 6 
7 
1. ábra. A metastabil nívóra történő ger-
jesztés energiadiagramja. Az 1 vonal az 
aktivációs nívóra gerjesztést, a 2,5 vona-
lak a metastabil nívó nélküli alapállapotba 
jutást, a 3 az aktivációs nívóról a metas-
tabil nívóra történő direkt, a 4,6 pedig egy 
lehetséges kaszkád átmenetet, míg a 7-es 
vonal a metastabil nívóról az alapállapot-
ba történő átmenetet szimbolizálja. 
* Érkezett 1965. IX. 15. 
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kadmium, higany, stroncium, nióbium, arany, kripton és ródium elemeket vizs-
gált. Több elem esetében a keletkezett izomér aktivitás értéket a gyorsító elektron 
energiájának függvényében is felvetették és azt találták, hogy a küszöbenergia 
1 MeV körüli értéknél van, majd lépcsőzetesen újabb rezonancia nívók jelennek meg. 
Az elektronnyaláb energiáját 3,3 MeV-ig növelve 4—6 ugrásszerű aktivitás emel-
kedést észleltek, amely értékekkel egy-egy gerjesztési nívó megjelenését lehetett 
összefüggésbe hozni (1. 1. táblázat). Gideon, Miller és Waldman [4] szelént vizsgáltak 
egy fiA-os gyorsítóval, a küszöbenergiát 0,76 MeV-re mérték és törést 1,45 Me V-nél 
észleltek. Lukens, Ötvös és Wagner [5] egy 3 MeV-os 1 mA-s Van de Graaff elektro-
sztatikus gyorsítóval megvizsgáltak valamennyi Z > 4 rendszámú elemet a nemes-
gázok kivételével és 23 magizomért határoztak meg. 
Az ugyanezen energiatartományba tartozó és a radioaktív bomlást kísérő 
diszkrét energiájú y-sugarakkal ugyancsak folytattak kísérleteket magizomérek 
előállítására, illetve vizsgálatára. 
Az első kísérletet 1939-ben Goldhaber, Hill és Szilárd [6] végezték. 0,5 g radium-
226 y-sugaraival indium fémet sugároztak be, de nem tudtak izomér aktivitást 
kimutatni. A kísérlet negatív voltát Guth [2] azzal magyarázta, hogy a 226Ra y-
vonalainak energiái nem esnek össze, a rezonancia tartományon belül, az indium 
aktivációs nívójának energiájával. Ez kétségtelenül igaz, de mivel a 226Ra-nak az 
1. TÁBLÁZAT 
Néhány izotóp gerjesztési energianívói* 
Izotóp 
Metastabil nívó Aktivációs nívók energiája 
felezési ideje energiá ja ( M e V ) (MeV) 
Rh-103 45 perc 0,04 1,26 
1,64 
2,02 
2,37 
2,71 
3,05 
Ag-107-109 40,4 sec 0,093 1,18 
1,59 
1,95 
2,32 
2,76 
3,13 
Cd-l l l 48,8 perc 0,396 1,25 
1,68 
2,08 
2,56 
ln-115 4,42 óra 0,339 1,04 
1,42 
2,13 
2,63 
Au 197 7,5 sec 0,407 1,22 
1,68 
2,15 
2,56 
2,97 
* A táblázat túlnyomó részben a Wiedenbeck által közölt értékeket tartalmazza. 
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indium aktivációs nívójánál (1,1 MeV) nagyobb energiájú vonala is van, a sugár-for-
rásban, a közbenső anyagban, vagy a targetban történő Compton-szóródás következ-
tében a szórt y-spektrumban kell lenni olyan energiájú gamma kvantumnak, amely az 
indiumot olyan, úgynevezett aktivációs nívóra gerjesztheti, amelyről direkt vagy 
kaszkád átmeneteken keresztül jut el a mag a metastabil nívóra. Mai kísérleti tapasz-
talataink alapján tudjuk, hogy a 0,5 g 22eRa aktivitása nem volt elégséges ahhoz, 
hogy a Compton effektus következtében keletkezett szórt y-kvantumok, az indium 
atomokkal történő kölcsönhatás eredményeképpen, méréssel kimutatható számú 
izomér magot hozzanak létre. 
G. Harbott le [7] a 100—1800 Curies 60Co és az 1300 C-s l82Ta sugárforrások 
y-sugarai által létrehozott 115mIn és l l l m Cd izoméreket próbálta felhasználni az 
említett sugárforrások dózisintenzitásának meghatározására. Az indium esetében 
1 kr/óra dózisintenzitás által létrehozott izomér aktivitás 0,1—0,2 cpm/g között 
mozgott a kísérleti körülményektől függően. Harbottle kísérlete esetében a 60Co 
primér y-kvantumjaira vonatkoztatott aktivációs hatáskeresztmetszetet az 115mIn-re 
10~33cm2 nagyságrendűnek becsülte. Később N. Ikeda és K. Yoshihara [8—9] 
japán kutatók a közölt kísérleti adatok alapján újra kiszámolták a hatáskereszt-
metszetet és azt (1,8—2,5)10_32cm2 értékűnek^találták. Az említett japán szerzők 
az indium—115m és a kadmium—lllm-en kívül vizsgálták még a ródium, ezüst, 
stroncium és a lutécium izomérjeit. A kísérletekhez 40—10000 Curies kobalt—60 
sugárforrásokat használtak. A szerző és munkatársai [10—13] az említett izoméreken 
kívül — 424, 1310, 2900 Curies 60Co források felhasználásával — még további 
7 izomért vizsgáltak meg. Meghatározták az izomérek hatáskeresztmetszetét és 
becslést végeztek az aktivációs nívóról a metastabil nívóra történő átmeneti való-
színűségekre, azaz a parciális nívószélességekre is. 
A japán és magyar szerzők diszkultálták a jelenség néhány gyakorlati alkalmazási 
lehetőségét is. Ezek főleg analitikai vizsgálatokra, sugárforrások aktivitásának 
mérésére és dózisintenzitások meghatározására irányultak. 
K. Yoshihara 30, 50 és 70%-os összetételű indium-ón ötvözetet vizsgált és 
a módszerrel kimutatható meghatározási pontosság elérte a 3%-ot. A szerző által 
használt 3 kC-s kobalt-60 sugárforrással 20 g-os mintákat használva az egyes ele-
mekből a minimálisan detektálható mennyiségeket határozta meg. Ez indium ese-
tében 1 mg vagyis 5-10~3%-os koncentrációjú szennyeződés kimutatására alkal-
mas. Az effektus felhasználásával 10 С feletti kobalt-60 sugárforrások aktivitása is 
meghatározható. Ezenkívül alkalmas még a módszer valamennyi, a e°Co-hoz hasonló 
nagyságrendű aktivitású és 1,1 MeV-nél nagyobb y-kvantum energiával bíró radio-
izotóp aktivitásának mérésére is. Dózisintenzitások meghatározására N. Ikeda, 
K. Yoshihara és K. Shirnada 2 X 3 cm indium fóliával folytattak vizsgálatokat. 
Az 1,04 MeV feletti y-kvantumokból eredő dózisintenzitásra kapott eredményeik 
jó egyezést mutattak a kémiai és a Viktorien doziméterekkel mért értékekkel. A fal 
közelében a többszörös szóródások miatt az egyezés nem volt teljesen kielégítő. 
K. Yoshihara egy újabb méréssel kísérletileg meghatározva a többszörös szóródás-
ból eredő korrekcióikat (dose bild up factor) és az effektív hatáskeresztmetszetet 
20% belüli pontosságot ért el. A módszer különösen jól használható 107 rad/óra 
és annál nagyobb dózisintenzitások meghatározására. 
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A kísérleti körülmények befolyása a hatáskeresztmetszetek értékére 
Méréseink során az egyes különböző intenzitású, méretű és geometriai elren-
dezésű 60Co sugárforrásokkal az egy adott izomér esetében meghatározott hatás-
keresztmetszet értékek a hibahatár feletti eltéréseket eredményeztek. Ugyanilyen 
jelenség volt megfigyelhető a 115In hatáskeresztmetszeteire az említett japán szer-
zők munkáiban is. A 2. táblázatban foglaltuk össze a kísérletek során meghatározott 
hatáskeresztmetszeteket, összehasonlítva a más szerzők által kapott értékekkel. 
A hatáskeresztmetszet értékekre a kísérleti elrendezés azért van befolyással, 
mert ezeket a mérések során a kutatók az alkalmazott sugárforrás primér y-kvan-
tumaira vonatkoztatták. Ez a kísérleti körülményektől való függés elkerülhető, 
ha a hatáskeresztmetszet értékeket nem a primér spektumra, hanem a kölcsönhatás-
ban résztvevő energiájú szórt y-kvantumokra vagyis az úgynevezett mikrospektrumra 
2. TÁBLÁZAT 
Néhány izomér kísérleti hatáskeresztmetszetének irodalmi adatai 
I zomér Felezési idő Kísérleti hatáskereszt-metszet (a) 1 0 _ 3 2 cm 2 
Szerzők a közi. való hivatko-
zással 
77mSe 18 sec 9,5 Veres [10] 
87mSr 2,8 óra 2,2 Yoshihara [8] 
0,85 Veres [10] 
90m Y 16 sec 0,08 Veres [10] 
103mRh 58 perc 2,5 Ikeda és 
Yoshihara [7] 
2,2, 3 Yoshihara [8] 
2,3 Veres [10] 
107m, 1 0 9 m A g 44 sec 0,7—1,2 Ikeda és 
Yoshihara [7] 
39 sec 0,8 Veres [10] 
lllmCd 49 perc 1,2 Ikeda és 
Yoshihara [7] 
1,4 Veres [9] 
113mCd 14 év 1,4 Veres és 
Ozsgyányiné [12] 
1 1 3 m l n 1,7 óra 1,2 Veres és 
Pavlicsek [11] 
U 5 m l n 4,5 óra 1,9—2,5 Ikeda és 
Yoshihara [7] 
3,5—5,3 Yoshihara [8] 
0,1 Harbottle 
(1,3—2,5)** 
8,3 Veres [9] 
4,9 Veres és 
Pavlicsek [11] 
176mLu 3,7 óra 100—240 Yoshihara [8] 
179mHf 19 sec 1. Veres [10] 
195mPt 3,5 nap 0,2 Veres [10] 
1 9 7 m A u 7,2 sec 0,07 Veres [10] 
1 9 9 m H g 42 perc 0,005 Veres [10] 
** A zárójelben levő értékeket a (7) alatt említett japán szerzők számolták ki Harbottle 
kísérleti adatából. 
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adjuk meg. Ez a mikrospektrum a kísérleti adatok ismeretében a Klein—Nishina 
formula alapján kiszámítható. 
Ha azonban az irodalomban használatos primér y-kvantumokra vonatkoz-
tatott hatáskeresztmetszettel számolunk, a kísérleti körülményektó'l való függést 
úgy vehetjük figyelembe, hogy a hatáskeresztmetszetet a kísérletet befolyásoló 
komponensekre bontjuk szét és azok hatását egyenként vesszük figyelembe. Ennek 
megfelelően a ff-hatáskeresztmetszet értéket négy komponensre bonthatjuk szét: 
<r = f f 1 + ff2 + ff3 + ff4 (1) 
ahol a ff1 a sugárforrás anyagában, a ff., a forrás és a target közötti úgynevezett 
közbenső anyagban, а ff3 a védőfaltól származó, a <r4 pedig a target anyagában 
keletkező szóródás figyelembe vételére szolgál. Az egyes komponensek a er3 kivételé-
vel könnyen számolhatók. A a3 a többszörös szóródás és a védőfal változatossága 
miatt viszont csak rendkívül nehezen számolható. Ezért ennek értékét inkább 
kísérletileg határozzák meg. Az alábbiakban néhány különböző alakú forrásra, 
a közbenső anyagra és a targetra felírjuk azokat a formulákat, amelyekkel az egyes 
komponensek változása figyelembe vehető. 
1. A sugárforrásban és a közbenső anyagban történő szóródás alapján számolt 
hatáskeresztmetszet érték 
A számítás menete függ a sugárforrás geometriai alakjaitól és méreteitől. 
Jelen munkában a leggyakrabban előforduló típusokra vonatkozó adatok meg-
határozására szorítkozunk. 
a) Gömb alakú sugárforrások 
Gömb alakú sugárforrás feltételezése esetén az (1) alatt említett <т4 és <r2 hatás-
keresztmetszeteket a következőképpen számolhatjuk ki: valamely N atomot tar-
talmazó target A aktivitása, ha csak a sugárforrás anyagában bekövetkező Compton-
szóródást vesszük figyelembe a következő egyenlet segítségével határozható meg: 
A = Na j / S , (2) 
ahol ffj a hatáskeresztmetszet, S = 1 — a telítési tényező, amelyben t a besugár-
zás ideje é s / a primér у fluxus. Az aktivációs nívó rezonancia tartományára ugyancsak 
fennáll az 
A — NaafaS (3) 
egyenlet, ahol aa az abszorpciós hatáskeresztmetszet fa pedig a rezonancia tarto-
mányba szóródott fluxus. A két utóbbi egyenletből következik 
4 = (4) 
A gömb alakú sugárforrás középpontjában az fa értékét megkapjuk, ha az egy r 
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és r + clr elemi gömbhéjban keletkezett dfa értékét integráljuk a gömb R sugarára 
R fa = J dfa = f 4лп01г2 dr<t> —G- = n014>fR (5a) 
ahol /г01 a sugárforrás anyagának egységnyi térfogatában levő elektron sűrűség 
és Ф a reakció létrejöttéhez szükséges energiájú gamma kvantum keletkezésének, 
az egy elektronra vonatkoztatott hatáskeresztmetszete, amely differenciális hatás-
keresztmetszet az aktivációs nívószélességnek megfelelő Ak energia intervallumra 
a Klein—Nishina formulával adható meg. 
A sugárforrás anyagában történő abszorpció figyelembevétele alapján az előző 
(5a) egyenletbe fa helyébe faep,R és a z / / 4 г г л helyébe feR/4r2n írva 
R 
fa = «0 1ф/еОп-Ж J e-^'dr = ^LeiRi-ROR^-e-mR) (5b) 
о Pi 
ahol és a sugárforrás abszorpciós koefficiensei, az eredeti és a rezonancia 
kvantum energiáknak megfelelően. 
A (4) és (5a) egyenletek alapján 
(J[=NNOA<PR. ( 6 ) 
A (4) és (5b) egyenletekből pedig 
a\ = "пФ<Та e</D-M>R(i _ e - h i R ) ( 7 ) 
PI 
A <rj-t egy к tényezővel megszorozva megkapjuk a 1. 
(Tj = a[k = ( тДег-Ж (8) 
Ezzel а к tényezővel a sugárforrás és a target között elhelyezkedő, a mérés folyamán 
nem eliminálható közbenső anyagban történő abszorpciót vettük figyelembe, mind 
a primér, mind a szórt y-kvantum energiákra. A g2 és g2 az ezekhez tartozó abszorb-
ciós koefficiensek, míg d a közbenső anyag vastagsága. 
Az előzőhöz hasonló gondolatmenet alapján <r2-re a következő egyenlethez 
juthatunk: 
О 2 = « o 2<RA4>D, ( 9 ) 
ahol и02 a közbenső anyag egységnyi térfogatának elektron sűrűsége. A primér 
és rezonancia energiatartományba tartozó energiájú y-kvantumok abszorpcióinak 
figyelembevétele után az fa értékre a következőket írhatjuk fel: 
1+4
 ф Г 
= f nu2(pfe-^'-'l)e-p2<.rt + d-r) fr = J02_L [1 _ g-0l«-ílí)4J (JO) 
Г P2 — PI 
Ennek és <r2 (4)-hez tartozó összefüggés érvényessége alapján cr2-t az alábbi egyen-
lettel fejezhetjük ki : 
п
П9Фа 
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b) Korong alakú sugárforrások 
Korong alakú sugárforrások esetében a 2. ábrán látható és az eddig használt 
jelölések mellett a számításokat a következőképpen végezhetjük el: 
Meghatározzuk az A pontban a 
szórt, azaz a rezonanciatartományba eső ^ 
differenciális y-fluxust. Ez az alábbi kép-
lettel írható fel: 
dfa = ^At -e-w) df (12) 
bi 
ahol 
d (h2 + r2)"2 
x
- 2 h -
A df értéke pedig 
áfa df = 4n(r2 + h2) e - ^ r d r d O (14) 
A gömb alakú forráshoz hasonlóan itt is 
érvényes az alábbi összefüggés: 
"Ál = Sqfa _ ° j
d f * 
f (15) 
0 
~
rk ' 
К о го пд 
2. ábra. Aktiválás korong alakú sugárforrás-
A (12) egyenletből való behelyettesítés sal. A target az A pontban helyezkedik el. 
után 
l " f 
Bevezetve a 
bi 
b i 
(16) 
(17) 
jelölést, valamint integrálva az egész korongra az r szerint O-tól rk-ig és 0 szerint 
0-tól 271-ig kapjuk, hogy 
• к 
J *,'(*) е-щх 
r
2
 + h2 dr 
<*ki = 
• к 
f 
(18) 
r
2
 + h- dr 
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A (18) egyenlet közelítő megoldását az alábbi összegzési formula segítségével ad-
hatjuk még meg. 
m 
n X- .. Г 
У ( т . ( \ - . ) г - т —!— Ar 2 сй( Y•)e~''1-Ï, -— 
Ú Л '> rf + h2*' 2 A ,> rf + If 
kl = = - (19) ri 
> л— LllXi ' 
rf + h2 it1 rf + h2 
amelyben az az ., ' , , és az e~"tXt a hatáskeresztmetszet mértékét befolvásoló 
3
 " rf + h2 
súlyfaktorok. Ha h»r, akkor a (13) alatti összefüggés — alakúra egyszerűsödik 
és a (17) egyenlet a következő alakot ölti: 
= ( 2 0 ) 
A Oj j -nek a (19) egyenletbe történő helyettesítés után könnyen belátható, hogy 
(21) 
"к 1 -
Tehát: 
(l —e"1^) 'кг - e 2 [1-е 2J (22) 
hi 
Az elemi számitások elhagyásával a közbenső anyagtól származó hatáskereszt-
metszetet pedig a következő egyenlettel írhatjuk le: 
m 
< = (23) 
i ^ W Y i f 
ahol 
а'2(х1) = [1 - e-YuAl (24) 
hí-fh 
A (18) egyenletnél említettek érvényessége mellett, valamint a (17) és (24) egyenletek 
segítségével a er(x1,xl)-1 a következőképpen írhatjuk fel: 
o(Xi, xi) =
 + [) (25) 
Ennek alapján korong alakú forrás esetén a forrás és a közbenső anyagtól szár-
mazó (Tk-ra a következő egyenlethez ju tunk: 
m 
2 <r(Xi, x'i)e->"*>-Y. 
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c) Henger alakú sugárforrások 
Henger alakú sugárforrások esetében a számítások teljesen analógok a korong-
nál végzettekhez, ezért a 3. ábrán szereplő jelölések mellett az alábbi egyenleteket 
írhatjuk fel. 
o'fly) = п°1(Т°Ф
 e(Pi-n)y(i -е-пу) (27) 
a'Áy'i) 
Pi 
"и®-* [ l_ e -o . ; -Mtoí] (28) 
Ú2-Ú2 
m 
2 
1 
d2 + (z-hf 
m 
У p-riyt  
áí d2 + (z — h)2 
(29) 
2 °'Лу\)е~ 
1 
Сьг = — 
és- a 
alapján 
d2 + (z — h)2 
2. 
i = l 
-112)9 . 1 
(30) 
d2 + (z-h)2 
Henger 
3. ábra. Aktiválás henger alakú sugárforrás-
sal. A target az A pontban helyezkedik el. 
<r(yi,yí) = ffiOtfe^-^' + e i O i ) 
m
 ' 1 
У u(v- v+e'Wi-Mn 
^КУ„У,)е
 di + ( z _ h y 
V ' 1 
> p-mn-ßtri  
Á d2 + (z-h)2 
(31) 
(32) 
Itt is érvényes, hogy ha a besugárzandó targetot a sugárforrástól nagy távolságra 
helyezzük el, akkor formulánk egyszerűsödik. Ugyanis ha tbs>(z —A), akkor y ^ r h 
és ezek figyelembevétele mellett a következő összefüggéseket írhatjuk fel: 
a
'i(yd — I'lifh) — konstans 
Pi 
(33) 
(34) 
Ü , = ff,(rí) = [1 (35) Ú2 Ú2 
A (32) egyenlet tehát: 
о
 h = a(rh,r'h). (36) 
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2. A sugárforrás tartójának befolyása 
a hatáskeresztmetszetre 
Mint már az előzőekben említettük a <r3 értéket számolással meghatározni, 
illetve megbecsülni a faleffektus komplex volta illetőleg a többszörös szórások miatt 
rendkívül nehéz, sőt majdnem lehetetlen. Ezért ilyen esetekben azt az eljárást szok-
ták alkalmazni, hogy az adott berendezésre kísérletileg határozzák meg az alkal-
mazott abszorbensek mellett a dózisnövelési tényezőt, (dose bild up factor) а В-1. 
Valamely sugárforrástól meghatározott távolságra levő D0 dózisintenzitás, 
ha az adott pont és a sugárforrás között d vastagságú abszorbens van, az abszorb-
cióra érvényes exponenciális törvény alapján 
D = D0e-"d (37) 
értékre csökken, ha csak a direkt sugárnyalábot vesszük figyelembe. Nem kollimált 
nyaláb esetén azonban, valamint a többszörös szóródás fellépte és a fal effektus 
következtében a D csak akkor fogja az adott pontban a dózisintenzitás helyes értékét 
adni, ha ezek hatását a képletben is figyelembe vesszük. így a (37) egyenlet a követ-
kezőképpen alakul: 
Dt = BD0e-',d. (38) 
А В értékének kísérleti vizsgálatát K. Yoshihara úgy végezte, hogy a kobalt-60 
y-fluxus alapján meghatározta a D értékét. 1 r/ó dózisintenzitást kobalt-60 esetében, 
4,35-105 y-kvantum c m - 2 s ec - 1 fluxusnak tekintett. Majd Viktorien és kémiai 
dózismérővel meghatározva az adott pontban a dózisintenzitást becsülte а В értékét. 
А В értéke, ha vas abszorbenst 0—10 cm-ig növelte, 1-ről 1,37-re növekedett. 
A kísérleti részben bemutatjuk a a3 értékének meghatározására általunk vég-
zett vizsgálatokat. A berendezés falától származó értékváltozást a 8. ábrán szem-
léltetjük. 
3. A target anyagának befolyása a hatáskeresztmetszetre 
Az 1. képletben szereplő <r4 értékének számolását ugyancsak az eddigi meg-
gondolásokhoz hasonló módon végezhetjük el. Egy N atomot tartalmazó / vastag-
ságú targetban egy x rétegvastagság után a target magok száma — y j /V-nel 
egyenlő. Egy dx rétegben keletkező az abszorbens rezonancia tartományba szórt 
y-kvantumok száma pedig 
dfa = n0i<Pfldx, (39) 
ahol n04 a target anyag elektron sűrűsége, az / 4 pedig a target elhelyezkedési 
pontjában jelenlevő direkt y-fluxus. A dx rétegben keletkezett aktivitást a követ-
kező egyenlettel adhatjuk meg: 
dA = ( l - y ) NfaS = nMa/Pf,N ( 1 - y ) 5 d x (40) 
és integrálás után 
A =f Na
а
п01Ф í 1 - y ) S dx = i - Naana&fJS (41 ) 
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Másrészt viszont a <rj-vel felírható, hogy 
A=NaiftS. 
A (41) és (42) egyenletekből következik 
4 = Wxl'aJ. 
(42) 
(43) 
Mivel a target anyagában végbemenő abszorpciót is figyelembe kell venni, a (39) 
egyenletben az / 4 helyett / 4 e _ " x - t kell használnunk, ahol a /í4 a target abszorbciós 
koefficiense. így tehát 
A = j Naan0i ( l - y ) S cl: 
HÍ p j p j 
<x4 
HÍ 
1 e-Pi' 
1 r + p j p j 
(44) 
(45) 
A kísérleti és elméleti eredmények értékelése 
Az elméleti meggondolások alapján levezetett összefüggésekből látható, hogy 
a hatáskeresztmetszet változás a különböző atomi állandók és jellemzők mellett 
milyen mértékben függ a sugárforrás méreteitől, illetve alakjától. Az összefüggések 
alapján ábrázolt görbék segítségével gyorsan meghatározhatjuk azokat a sugár-
forrás abszorbens és target méreteket, amelyek mellett a legoptimálisabb eredmé-
nyeket érhetjük el a módszer olyan gyakorlati alkalmazásaiban, mint az egyes 
sugárforrások aktivitásának mérése vagy az egyes target elemekre vonatkozó ana-
litikai meghatározások. 
Az alábbiakban csak a kísérletünkben felhasznált alakú sugárforrásra, abszor-
bensekre és targetra vonatkozó elméleti görbéket adjuk meg. A oyre vonatkozó 
elméleti görbéket azokra a különböző abszorbensekre szerkesztettük meg, amelyekre 
előzőleg kísérleti méréseket végeztünk. 
A 4. ábra egy korong alakú forrásra és targetra számított görbét ábrázol. A szá-
molást kobalt-60 sugárforrásra és indium targetra a (20), illetve a (45) alatt szereplő 
egyenletekkel végeztük az egyes paraméterek alábbi értékeivel: 
n01 = 2,4 • 1024 c m - 3 ; и04 = 1,88 • 1024 cm"3; pk = 0,473 cm-1 ; 
p[ = 0 ,513cm- 1 ; pq = 0,497 c m " 1 ; <т„ = 10"22 cm2 és 
Ф = = 6,1 - 10"34 cm2, 
a Klein—Nishina által a differenciális hatáskeresztmetszetre levezetett formula alapján, 
a 60Co 1,17 és 1,33 MeV-es energiáival, az indium 1,04 MeV-es aktivációs 
nívóenergiájával és ennek a nívónak 4-10- 3 eV-os szélességével számolva. 
A görbe menetéből láthatóan 8 cm feletti forrásvastagságok már nem növelték 
a hatáskeresztmetszet értékét, hanem csökkentették. Ezért ilyen források alkal-
mazása már célszerűtlen. A targetnál is közel hasonló helyzet áll fenn. 
5 Fizikai Fo lyó i ra t XIV/2 
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Az 5. ábrán az ólom, vas, alumínium és grafit abszorbensek elméleti görbéi 
láthatók a (35) egyenlet alapján számolva. A görbék az egyenestől a nagyobb vas-
tagságok felé enyhén elhajlanak. Ez a nagyobb rendszámú vas és ólom esetében 
már észrevehető. 
A kísérleti görbék felvételéhez egy 2460 С aktivitású kobalt-60 sugárforrást 
használtunk. A forrás aktív mérete 0 21 X 18,5 mm, az inaktív mérete pedig 2 3 x 2 3 
П 1 1 
5 10 15 cm 
Forrás ill. target vastagság 
4. ábra. A (y, yj reakció alapján a különböző forrás 
és targetvastagságokra számított aktivációs hatáskeresztmetszet 
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mm volt. A sugárforrás a 6. ábrán látható ólomtartóban helyezkedett el. A besugár-
záshoz használt manipulátor úgy volt kiképezve, hogy az ólomvédelemmel ellátott 
csó' végére csatlakozott az indium target, illetve a közbenső' abszorbenseket tar-
talmazó alumínium tok. Ebben változtatható volt mind a target és a forrás közötti 
távolság, mind az abszorbens vastagság. 
Abszorbens vastagság 
5. ábra. A (y, / ) reakció alapján különböző vastagságú szén, alumínium, vas 
és ólom közbenső anyagokra számított aktivációs hatáskeresztmetszetek 
5' 
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A besugárzásokat elvégeztük abszorbensek nélkül a forrás felületére helyezett 
targettal, majd változtattuk a távolságot 3,4 és 10 cm-re a forrás felületétől. Ugyan-
csak végeztünk méréseket 2,4—6 cm-es ólom és 2,4 cm-es vas, alumínium és grafit 
abszorbensekkel. A besugárzás után a keletkezett indium-115 m aktivitását a felvett 
spektrumból a csúcs alatti terület alapján határoztuk meg. Az QE tényezőt, amely 
a mérésnél alkalmazott fi geometriai elrendezésnek és a NaJ(Tl) kristály e effek-
tivitásának figyelembevételére szolgál ismert aktivitású és a targettal azonos méretű 
Cr-51 minta segítségével határoztuk meg. Fzt korrekció nélkül megtehettük, mivel 
az In-115m y-vonalának energiája 335 KeV a Cr-51-é pedig 325 KeV. A keletkezett 
izomér aktivitás mérését KFKI tip. 128 csatornás analizátorral és GOM detektor-
ral végeztük. A háttér csökkentése szempontjából a detektort 15 cm-es falvas-
tagságú vastoroiiyba helyeztük. így a háttér kevesebb, mint 1%-a volt a 10 g In tar-
get beütésszámának. Ez 2000cpm nagyságrendű volt és 10 perces mérések után a 
statisztikus hiba elhanyagolható volt. A kísérleti hatáskeresztmetszet értékét a 
berendezésre meghatározott adatok és egyéb komponensek figyelembevételével az 
alábbi képlettel határoztuk meg: 
ahol I a target aktivitása cps-ben а а konverziós együttható, A a target tömegszáma, 
fie a mérőberendezés geometriai tényezője, R az Avogadro szám, a a minta izotóp 
aránya, m a target súlya, S a telítési tényező é s / a primer y-fluxus a target helyén. 
A 7. ábrán szemléltetjük a oyre a kísérletek során nyert eredményeket szén, 
alumínium, vas és ólom abszorbensekre. A függőleges tengelyen az abszorbensek 
! 
. O á 
6. ábra. Besugárzó berendezés I. target, 
2. abszorbens (közbenső anyag), 3. sugár-
forrás, 4. ólomvédelem 
I{\+ol)A (46) QeRamfS 
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nélküli nullától eltérő' érték a kísérletekben felhasznált sugárforrás és target hatásá-
tól származik. Ezeket a kísérleti eredményeket összehasonlítva az 5. ábrán kiszá-
molt elméleti értékkel, azok jó egyezést mutatnak, mind a görbék elhajlása, mind a 
számszerű értékek tekintetében. 
62 
10~32cm2 f 
50 Л 
5 10 15 cm 
7. ábra. A (y, / ) reakció alapján különböző vastagságú 
szén, alumínium, vas és ólom abszorbensekkel kísérleti-
leg meghatározott aktivációs hatáskeresztmetszetek 
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A 8. ábrán pedig a távolság függvényében felvett görbe látható. Az elméleti 
számítások alapján megbecsülhető, hogy a görbe menetére milyen befolyással van 
az, ha a levegőt mint közbenső szóróközeget figyelembe vesszük. Ez 10 cm-es távol-
ságra számolva a jelenlegi hatáskeresztmetszet értékeknél 2 nagyságrenddel kisebb. 
Ezért ez igen jó közelítéssel azonosítható berendezésünkre oymal, vagyis az ábrán 
Ю-
i forrás es fargef Sororr faro/ság 
8. ábra. A (y, yj reakció alapján a sugár 
forrás védő falától származó kísérletileg 
meghatározott aktivációs hatáskeresztmet-
szet a forrástól levő távolság függvényében. 
látható hatáskeresztmetszet növekedés a berendezésünk faláról törénő szóródás-
tól származtatható. 
A a2 és <r3-ra vonatkozó kísérleti munkák végzésében Harsányi György elek-
trotechnikus volt segítségemre. Ezúton mondok köszönetet érte. 
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GYORS KOINCIDENCIAKOR 
ÉS IDŐFELBONTÁS* 
ZÁMORI ZOLTÁN 
Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
A cikk ismerteti a magfizikában használatos gyors koincidenciakörök idöfel-
bontóképességének számítási és mérési módszereit. 
Koincidenciaköröket a magfizikában kétféle céllal alkalmaznak. Egyrészt, 
hogy olyan eseményeket detektáljanak, melyek egyidőben következnek be, más-
részt pedig nem egyidejű, de korrelált események időbeli eloszlásának a vizsgálatá-
hoz. Az eseményeket (sugárzásokat) általában szcintillációs detektorokkal detek-
tálják. 
Azokat a koinridenciaköröket nevezik gyorsaknak, melyek időfelbontása 
10~9 sec nagyságrendű, vagy annál jobb. Megvalósításuk nem tisztán elektronikus 
probléma, mivel a szcintillátorok és multiplierek időszórása is döntő szerepet játszik 
tervezésüknél. 
A detektorból érkező jeleket általában amplitúdó és időtartamra egalizálják 
és olyan elektronikus áramkörbe vezetik be, amely csak akkor ad kimenő jelet, 
ha a beérkező két egalizált jel időben valamennyire fedi egymást. Ha a detektorok 
jeleit úgy formáljuk, hogy időtartamuk At legyen, akkor ezzel megszabtuk a koin-
cidenciakörünk időbeli felbontóképességét, ugyanis ha a két bejövő jel között 
ezen At értéknél nagycbb idő különbség van, akkor már nem lesz fedés a jelek 
között, tehát nem kapunk kimenőjelet. Á koincidenciakör kimenőjelet csak akkor 
ad. ha a két bemenő jel közötti időkülönbség kisebb, mint At. 
Egy koincidenciakör felbontóképessége tehát durván úgy mérhető, hogy le-
mérjük a körre vezetett egalizált jelek hosszát. Durván azért, mert a bemenő jelek 
átfedési mértékének függvényében általában változik a koincidenciakörről kivehető 
jelek amplitúdója s így a koincidenciakört követő számláló fokozat bemenő érzékeny-
ségétől függ az, hogy még milyen mértékű átfedésre szólal az meg. 
Sokkal pontosabb felbontóképesség meghatározást tudunk végezni véletlen 
koincidencia méiés alapján. Véletlenszerű egymásutánban érkező impulzusokat 
váltunk ki pl. egy radioaktív forrással az 1. detektorból és hasonló, de az előbbitől 
független impulzusokat egy másik forrással a 2. detektorból. Az impulzusokat ega-
lizálás után a koincidenciakör két bemenetére vezetjük, s mérjük a véletlenül elő-
álló koincidenciák időegység alatt bekövetkező A„ számát. Mérjük ezenkívül a ko-
incidenciakör két bemenetére érkező impulzusok Nx és N2 rátáját is. 
Ha az első detektorba az egyik je! a t időpontban érkezett be és a második 
detektorba a (t — At), (t + At) időintervallum alatt, akkor a At hosszra formált 
jelek között még fedés lévén, a koincidenciakör ad kimenő jelet. Az első detektor 
minden beérkező jele tehát lAt ideig érzékennyé teszi a kört a második detektor 
* A TMB bíráló bizottságának ösztönzésére közölt részlet a szerző kandidátusi disszertá-
ciójából [1]. 
1965. szept. 16. 
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felől jövő jelekre. Ezt figyelembe véve elemi megfontolással következik, hogy 
Nv = 2NxN2At. (1) 
Ezt az Nc értéket nevezik véletlen koincidencia rátának és az ebből számítható 
At értéket nevezhetnénk felbontási időnek. Meg fogjuk azonban látni, hogy sokkal 
jobb lesz, ha az így mért At értéket „koincidencia csatornaszélesség"-nek nevezzük. 
Az utolsó megjegyzéstől eltekintve úgy tűnik, hogyha nagy felbontóképességű 
koincidenciakört kívánunk összeállítani, akkor csupán a At értékét kell csökkenteni. 
Ez végeredményben tisztán elektronikus feladat, mégpedig pontosan az, hogy 
a detektorokról a koincidenciakör bemenetére vezetett jeleket rövidebb időtartamra 
kell egalizálni és magát a koincidencia érzékelőt, tehát a koincidenciakört úgy meg-
építeni, hogy ne legyenek benne nagy időállandók. Ugyanis minden elektronikus 
kör bemenő pontjai között és kimenő pontjai között elkerülhetetlenül vannak 
szórt kapacitások s a beérkező jelekkel ezeket vagy fel kell tölteni, vagy ki kell sütni. 
Ha ezekhez a kapacitásokhoz tartozó időállandók nagyok, akkor rövid jelekkel 
ez nem sikerülhet. 
Gyors áramkörök azonban ma már kristály diódákkal, nagy áramú csövekkel 
és tranzisztorokkal viszonylag könnyen szerkeszthetők. Marad tehát az impulzusok 
rövidre való formálásának problémája. Nagy áramú multiplier vagy limitercsövek 
segítségével az ezekután is elkerülhetetlen szórt kapacitások ellenére (éppen a nagy 
áramok miatt) előállíthatók rövid felfutású jelek. Ezekből pedig rövidre zárt mű-
be 
- Œ 
ki 
a 
* ц 
c' 
a) b) 
1. ábra. Jelhossz egalizálás rövidrezárt kábelcsonkkal. A kébelvégről visszavert ellenkező polari-
tású jel At=2l/c' idő után kioltja a bemenő jelet. (A bemenetre vezetett jel csak a kétszeres At 
átfutási idő után „érzi meg", hogy ohmikus rövidzárral találta szemben magát.) Eredmény: a 
At kétszeres jelátfutási időnek megfelelő időtartamra formált jel. A bemenő jel végének is meg-
felel egy ellenkező polaritású At hosszra formált jel. E második, a koincidenciakör kapcsolásokban 
zavaró jeltől elektronikus vágással szabadulnak meg. Jelölésünkben / a kábel hossza, c' az elektro-
mos jel futási sebessége az alkalmazott kábelben. Ez utóbbi értéke a koaxiális kábelekben alkalma-
zott dielektrikumok elektromos jellemzőitől függően a fénysebesség (3. 10'° cm sec -1) 70—90%-a. 
a) A jelformálás hatása rövid felfutású bemenő jel esetén. (A formált jel At hosszú.) 
b) Rövidrezárt kábelcsonkkal történő jelformálás hatása véges tf felfutási idejű bemenőjel esetén. 
A formált jel most At+tf hosszúságú, amplitúdója pedig nem éri el a bemenőjel amplitúdóját ha 
-At-xtj Ilyen esetben a formált jel hossza At csökkentésével a t/ felfutási időhöz tart, miközben 
amplitúdója a 0 érték felé csökken. 
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vonalakkal, kábelekkel vagy impulzus transzformátorokkal könnyen formálhatók 
a felfutási idő értékénél nem rövidebb jelek. (1. ábra.) Sőt, ha itt szigorúbb 
követelmények lennének, az ún. differenciál koincidenciakörökkel [2] még mindig 
megvalósíthatók lehetnének elektronikus módszerekkel szinte tetszőleges rövid-
ségű At értékek. 
A most következő részletesebb analízisből azonban ki fog derülni, hogy a 
At koincidenciacsatornaszélesség csökkentésével — amely ugyan a (1) formulán 
keresztül a véletlen koincidenciaszámot tetszőlegesen lenyomhatja — a koincidencia-
kör ezentúl r-val jelölt felbontóképessége — tehát az az időtartam, amelynél na-
gyobb időkülönbséggel beérkező eseményeket a kör feltétlenül, vagy legalábbis 
megadott valószínűséggel visszatart — nem csökkenthető. 
Hogy erről meggyőződjünk, először röviden fel kell idéznünk a koincidencia 
felbontási idő mérésének tulajdonképpen egyedül helyes módszerét, a késleltetett 
koincidencia módszert. Ennél az eljárásnál az egv-időben érkező események által 
a detektorokból kiváltott két At hosszra formált jelet—valamelyik ágban egy D idejű 
f
 о 
D r 
2. ábra. 
késleltetést végezve — vezetjük a koincidenciakörre. Ha az egyidejű detektált ese-
mények időegység alatti száma Nc, úgy a D késleltetési idő változtatásával a 2. ábrán 
látható késleltetett koincidencia görbét vehetjük fel — feltéve, hogy az egyidejű 
események a két detektorban egyidejű jeleket váltanak ki. Ennek a görbének a 
félszélessége lesz definíció szerint a felbontási idő, hiszen a D > z értéknél nagyobb 
időkülönbséggel érkező jelekre tényleg nem reagál a kör. Ebben az esetben — mikor 
tehát az egyidejű eseményektől származó jelek a mesterséges D késleltetés előtt ma-
guk is feltétlenül egyidejűek voltak — az ábrából is leolvashatóan z = At. 
Ha azonban a detektorról levett At hosszra formált jelek (pl. kezdőpontjaik) 
az őket kiváltó eseményekhez képest időben ingadozhatnak — és ez a helyzet min-
den részecskedetektornál —, akkor a késleltetett koincidenciagörbe négyszögletes 
alakja eltorzul és a szélessége is megváltozhat. (3. ábra.) Ha a detektor jelek meg-
jelenési időpontjának szórása a, és a»At. azaz nagyobb a detektorból kijövő jelek 
időszórása, mint az elektronikus úton tetszőlegesen rövidre megválasztható At 
formálási hossz (azaz a koincidencia csatornaszélesség), akkor a késleltetett koin-
cidencia görbe négyszögletes alakja egészen eltorzul és т félszélessége (félmagas-
ságban), amelyet definíció szerint ezután is koincidencia felbontóképességnek 
(vagy időnek) nevezünk, nagyobb lesz, mint At. 
Valóban különbséget kell tehát tennünk a véletlen koincidenciákkal mérhető 
At koincidencia csatornaszélesség és a késleltetett koincidencia görbe szélességből 
meghatározott т koincidencia felbontási idő között, r nagysága a a időszórással 
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van szoros kapcsolatban. Ha az időszórás nagy, hiába rövid a formálási idő, a 
At-nél nagyobb időkülönbséggel érkező részecskék is adhatnak koincidencia jelet. 
Hogy még milyen távoli jelek, arra a fenti mérésből kiolvasott т érték adhat infor-
mációt. 
3. ábra. 
Milyen kapcsolat van a és т között? Ez а detektorjelek időingadozásainak 
eloszlásfüggvényétől függ. Legyen egy olyan példánk, amelyben az egyidejű ese-
ményeknek megfelelő detektorjelek szórásait mindkét detektor után az analitikusan 
viszonylag könnyen kezelhető Gauss eloszlások írják le. 
w(t) = 1 
Y2K a 
o-t)2 
ia2-
Válasszuk r-ot mindkét detektornál 0-nak, így 
1 
w2(t) 
Y2na 
t2 
2 a2 
s ha az első detektorból kijövő jeleket késleltetjük meg D idővel 
(t-D)2 
w'i(0 = 1 2<72 Í2n a 
(2) 
(3) 
(4) 
feltételezve, hogy mindkét detektor időszórása ugyanaz a a érték. 
Határozzuk meg ilyen eloszlásfüggvények esetén a késleltetett koincidencia 
görbét leíró Nc = C(D) összefüggést. 
Annak a valószínűsége, hogy az I. detektor jele a t időpont körüli dt interval-
lumbajöjjön be wl(t)dt. Hogy a 2. detektor jele a t körüli [At intervallumba jöjjön 
be, annak a valószínűsége At jelformálási hossz esetén. 
át 
f w2(t-t')dt'. 
-át 
A két esemény egyidejű bekövetkezésének 
át 
HiíO dt J w2(t — t') dt' 
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valószínűsége megadja a koincidencia bekövetkezésének valószínűségét azzal a fel-
tétellel, hogy az első jel a t időpontban érkezett be. A fenti valószínűségi sűrűség-
függvényt / szerint integrálva megkapjuk annak a valószínűségét, hogy a koincidencia 
egyáltalán bekövetkezzen. 
C= f f wx(t)w2(t-tjdt' dt. 
Ez tehát a valószínűsége annak, hogy az egyidejű események által kiváltott, az 
egyik ágban D idővel mesterségesen megkésleltetett és ezen túlmenően a jelki-
váltás statisztikus természete miatt időben (a vv/í) és w2(r) valószínűségi sűrűség-
függvényekkel leírt módon) ingadozó jelek egy At koincidencia csatornaszélességű 
körben koincidenciát adjanak. 
Beírva ide t\\(t), és u2( í) (4) és (3) alakját, a kitevőkbeni teljes négyzetté alakítás 
C(D) = 
Л1 
2no* / / 
exp 
2t2 — 2t(D + t j + D2 + t'' 
At 
=
 2яа2 / 
exp ( D - t ' )
2 
4cr2 
2<r2 
exp 
dt'dt 
]/2t- D + t'\ 
2a2 
dt dt' 
és integrálás után azt kapjuk, hogy 
C(D; At, о) = - Ф 
2 
D + At 
]/2а 
ahol Ф(х) a szokásos Gauss integrál: 
Ф(х) = l / f 
JC 
- Ф 
dtp. 
D-At 
\2o 
(5) 
Ez az összefüggés írja le a késleltetett koincidencia görbe alakját a D késlel-
tetési idő függvényében. Adott időszórás, de különböző At koincidencia csatorna-
szélesség mellett ezen összefüggés segítségével felrajzolt görbesereg a 4. ábrán látható. 
Ezen függvények megszerkesztése két egymástól 2At értékre eltolt és /2сг szó-
rással jellemzett Gauss-integrál értékének leolvasott különbégéből egyszerűen tör-
ténhet. Л?<зс<т esetén a C(D) függvény alig tér el egy Í2a szórással jellemzett Gauss 
görbétől, amelynek a félmagasságban vett т fébzélessége egyszerű számítással 
T = j/21n2-j/2 a = 1,66 a, 
vagy a gyakran használt 2т érték 
2T = 3,32(7. 
(6) 
(7) 
Megjegyzendő, hogy D = 0 esetén az (5.) összefüggés a koincidencia hatásfokot 
adja meg az adott a és At értékek esetére. 
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Megvan tehát a kapcsolatunk At«.<r esetén is a x felbontóképesség és a detektor 
jelek о időszórása között. Ha At»a, akkor z = At, amint azt szemléletesen is belát-
hatjuk. 
Fennmarad még a kérdés, hogy szcintillációs detektorok esetén milyen nagyok 
a a-val jellemzett időszórások. Ha ezt számolni tudnánk, akkor а т koincidencia 
felbontási időt előre tervezhetnénk. 
Először azonban nézzük meg az általunk használt koincidencia kör kapcso-
lását (5. ábra). 
C(D) 
"c 
lik \\ 
4. ábra. Az (5.) egyenlettel leírt függvény grafikus képe. 
A görbe sereg paramétere a At koincidencia csatorna-szélesség. 
í >+E0 
ErôsiïS Diszkrí-
mnátor 1 
S 
f j e ! n 2.je! 
5. ábra. A diódás koincidenciakör kapcsolási rajza. 
A multiplier anódjáról érkező negatív jelekkel nagy meredekségü nyitott csö-
veket zártunk le, s ezzel amplitúdóban limitáltuk a jeleket. Limiterként két pár-
huzamosan kapcsolt £180 F csövet használtunk, melyek előfeszültségét úgy állí-
tottuk be, hogy együttes anódáramuk 30 mA legyen. Mivel ezeknek a csöveknek 
a meredeksége £ = 1 5 mA/V, így 1 V-os negatív jel elegendő a lezárásukra. A limi-
terfokozat anódján megjelenő pozitív jeleket 150 ohmos hullámellenállású 80 cm 
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hosszú rövidre zárt kábelcsonkkal egalizáltuk időben. így a At formálási idő értéke 
eredetileg ~ 7 nsec. Mivel a rövidre zárt kábelvégről jelek verődnek vissza, a limi-
tercsövek anódellenállása a hullámellenállással egyenlőnek lett választva (150 ohm), 
így a limitercső 75 ohmos munkaellenállást érez, melyen a 30 mA 2,25 V-os feszült-
ségimpulzusokat produkál. Ezeket az egalizált jeleket vezettük egy diódás Rossi-
körbe, melynek anódjáról egy diódás nyújtó fokozaton keresztül csatlakoztunk 
egy erősítőre. Ezután egy integrál diszkriminátor és számláló fokozat következett. 
A diódás koincidenciakor működési elve hasonló Rossi eredeti csöves kap-
csolásáéhoz. Ez a diódás kapcsolás a két bemenőjel közül a kisebbikkel arányos 
kimenőjelet ad ki. így ha az egyik bemeneten nincs jel, akkor elvileg a kimeneten 
sincs. 
Nyugalmi állapotban a diódák vezetnek, a munkaellenállás alsó végén, tehát 
a Cs- szórt kapacitáson, a dióda karakterisztikákból meghatározhatóan К 4 ( ~ 0 , 1 V) 
a feszültség (6. ábra). Ha az egyik oldalra érkezik be jel, akkor az anódpont fe-
szültsége — szintén a karakterisztikából leolvasható — V2 értékig növekedhet. Ha egy-
idejűleg a másik oldalra is érkezik be impulzus, akkor mindkét dióda lezár és a 
Csz kapacitás az R ellenálláson — ha elég hosszú az átfedési idő — a Vbe feszültség-
szintig töltődhet. Ezt a feszültséget Ka nem haladhatja meg, mivel a diódák ekkor 
már kinyílnak. 
Az időszórásokra visszatérve — ez a szcintillációs detektoroknál két tényező-
től függ. A foszforban a sugárzással való gerjesztést követően kilépő fotonok meg-
jelenési idejében van egyrészt bizonytalanság, másrészt a multiplierben a fotonok 
által kiváltott elektronlavina beérkezési idejében. 
/ 
Egy dióda 
О О E0 
6. ábra. A diódás koincidenciakör működésének grafikus szemléltetése. 
Ha a multiplier fotokatódjáról egy elektron indul el, akkor az anódra beérkező 
elektronlavina időbeli eloszlása jó közelítéssel Gauss-szerű lesz. Legyen ennek 
az időbeli töltéseloszlásnak az anódra való átlagos beérkezési ideje /„, szórása pedig 
ß. A ß időszórás értéke jobb multiplier csöveknél 1 nsec körül van. Ennek ismere-
tében felírható az 1 elektron hatására az anódon megjelenő áram időfüggése. (7. ábra) 
7(0 = 77= 
Me -
e 
(t-t o)2 
]/2nß 
(8) 
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ahol e az elektron töltése, M pedig a multiplier sokszorozási tényezője. Ha pl. 
ß= \ nsec és Л7=108 amint ez jobb multiplier csöveknél (pl. RCA6810/A) kb. 
igaz, akkor a t0 időpontban folyó maximális áram 
108-1,6-10"19 
2,5-10"9 
0,64-10"2 Amp. 
A multiplier anódon levő RA = 150 ohmos ellenálláson (ha az anódköri időállandó 
nem nagyobb mint ß) ez 
Í2Vß0 
(G to)2  
*ßi 
7. ábra. A multiplier jelátfutási idejének eloszlása. 
г I — г " — г 
7 2 3 4 5 
A fűhrtZei/ronűi sorszáma 
8. ábra. Egy szcintillációs esemény hatására a 
multiplier anódon megjelenő áram kialakulása. 
A katódról gyors egymásutánban kiváltott fo-
toelektronokhoz tartozó elemi áram impulzusok 
szuperpozíciójaként adódik ki a teljes anódáram. 
Xnax ~ E afm a x — 1 Volt 
feszültséget hoz létre. Ez az 1 V, ami 
egyetlen fotoelektron hatására alakult 
ki, egy pillanatra már éppen le képes 
zárni a limitercsövet. Gyors egymás-
utánban érkező két fotoelektron pedig 
— M és ß ilyen értéke mellett — 
biztosan lezárja azt. (8. ábra) 
Szcintillációs számlálóknál egy 
detektált esemény hatására is általá-
ban több fotoelektron indul el a katód-
ról, s még a lassú lecsengésű NaJ ese-
tén is viszonylag rövid időközökben. 
A NaJ(Tl) foszfor lumineszcenciájának 
lecsengési ideje 0,25 gsec, az időegység-
re eső bomlási valószínűség tehát 
A = 4-106 sec - 1 . Legyen egy adott 
energiájú részecske hatására a katód-
ból kiváltott fotoelektronok száma R. 
Ekkor megbecsülhetjük.hogy a foto-
elektronoknak a katódból való átlagos 
kilépési időköze \/Rz nagyságú, ami-
nek értéke pl. R = 500 mellett (0,5 
MeV-es annihilációs fotonok NaJ fosz-
forban) 0,5-10~9sec. A multiplier 
anódfeszültségének alakulása ilyen kö-
rülmények között tehát a 8. ábrán vá-
zolt görbéhez hasonló. 
Mitől fog ingadozni a limiter le-
zárási ideje? Egyrészt a fotoelektronok 
megjelenési idejében mutatkozó bi-
zonytalanságtól, másrészt a multipli-
eren való t0 átfutási időben fellelhe-
tő bizonytalanságtól. Jellemezze az 
előbbi eloszlását ox, az utóbbiét a., 
szórás. így a detektorjel megjelenési 
idejét jellemző már említett a eredő szórásra felírható. 
<r2 = erf + crl. (9) 
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A tr2 szórás értéke szférikus fotokatóddal készült gyors multipliereknél (RCA 
6810—A, 56AVP) kisebb, mint 0,5-10"9 sec. 
ax értékére az exponenciális lecsengésű foszforok statisztikus elemzése alapján 
MINTON [3] vezetett le egy összefüggést. Számításai szerint az R és A értékekkel jel-
lemzett szcintillációs folyamatnál a 0-adik fotoelektron átlagos megjelenési ideje 
Q_ 
R). 2 R 
és a 0-adik fotoelektron kiváltásának idejében mutatkozó időszórás 
r'ö» = 
01/2 
R/. 
1 + 2(g + l) 
R 
1/2 
(10) 
(11) 
Ha a limiter fokozatunk már az első fotoelektron hatására lezárul, úgy 0 = 1 
esetén az utóbbi képletből (R = 500. A =4-106 sec - 1 . ) ej1 ' =0,5-10~9 sec, s ilyenkor 
a detektor jeleiben mutatkozó teljes с szórás értéke 
= )/2-0,5-10-9 = 0,7-10~9 sec 
s az ennek megfelelő т felbon-
tóképesség (7) alapján (feltéte-
lezve, hogy az időingadozások 
Gauss-szerűek) 
2т 2,3 nsec. 
Na22-ből származó pozitronok 
megsemmisülési sugárzásával mi 
2t = 2,4 nsec értéket mértünk, te-
hát a lassú NaJ foszforral elér-
hető alsó elvi határt tulajdonkép-
pen elértük. 
Ezt a határt a koinciden-
ciakör esetleges módosításával 
elektronikus úton csökkenteni 
nem lehet. A csökkentés egyet-
len módja gyorsabb lecsengésű 
foszforok i'letve kisebb átfutási 
időszórású multiplierek alkal-
mazása. 
(A helyzet teljesen analóg a 
sugárzásdetektorok energiafel-
bontóképességével. Ott sem az 
elektronikus amplitúdó analizáto-
rok tetszőlegesen csökkenthető 
csatornaszélessége, hanem a de-
tektorban kiváltott jelek ampli-
túdó szórása határozza mee az 
1. detektor Na22 2 detektor 
n e • 
9. ábra. Mérési eredmények, a) A gyors koincidencia 
kimenetről származó jelek amplitúdó spektruma, 
b) A két különböző VD diszkriminációs feszültség mel-
lett mért késleltetett koincidencia görbe. 
6 Fiz ikai Folyóirat X I V / 2 
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energiafelbontóképességet. Az analógia annyira teljes, hogy energiaspektrum 
mérésénél az egycsatornás differenciáldiszkriminátorral felvett vonal alakját az 
alkalmazott csatornaszélesség függvényében — Gauss-eloszlású amplitúdó szórást 
feltételezve — ugyancsak a (5) formula adja meg. A bevezetett „koincidenciacsatorna-
szélesség" elnevezés erre az analógiára utal.) 
Mérési eredményeink a 9. ábrán láthatók. 
Az ábra felső sarkában a gyorskoincidenciakör erősítőjéről levett jelek amplitúdó 
spektrumát rajzoltuk fel. Ez nyilvánvalóan egy féloldalas Gauss-görbe, ha ugyanis 
a limiter után 7 nsec hosszúságra formált jelek éppen maximálisan fedik egymást, 
akkor lesz a Csz kapacitás Va feszültsége maximális. (Ezzel a feszültséggel arányos 
a kimenőjel). Ha a formált jelek akár egyik, akár másik irányban szórnak, a jelek 
közötti átfedés csak kisebb lehet. Ha a VD diszkriminátor feszültséggel csak az 
„egyes" (single) impulzusoknak megfelelő jeleket vágjuk le, akkor lesz az effektív 
At koincidencia csatornaszélesség a kábel formálással beállított 7 nsec körüli érték. 
(Pontos értéke az alkalmazott diszkrimináció miatt véletlen koincidencia módszerrel 
határozható meg.) Ha a diszkriminációs szintet növeljük, akkor az effektív At koin-
cidencia csatornaszélesség éppenúgy csökken, mint ha rövidebb vágó kábelt hasz-
náltunk volna, mert ilyenkor a kisebb átfedések nyomán megjelenő kimenő im-
pulzusokat a diszkriminátor visszatartja. 
Ha a VD diszkriminátor szint már beér a promt koincidenciáknak megfelelő 
Gauss-görbe területére, úgy a felbontás már csak pár százalékot javulva — а 2т = 
= 3,32<r értékhez tart, viszont a koincidencia hatásfok — a VD szint felett meg-
maradó területtel arányosan — rohamosan romlik. 
A 9. ábra alsó részén a fent bejelölt két VD érték mellett felvett késleltetett 
koincidencia görbéket látjuk. 
A görbék menetét a (5) formula valóban visszaadja, levezetésekor tett felté-
telezéseink tehát reálisnak bizonyulnak. 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A KVANTUMMECHANIKA ALAPEGYENLETEI* 
P. A. M. DIRAC 
1. Bevezetés 
Amint az jól ismert, az atomfizika kísérleti tényei szükségessé teszik, hogy 
az atomi jelenségek leírásában eltérjünk az elektrodinamika klasszikus elméletétől. 
Ez az eltérés Bohr elméletében az atom sugárzástól mentes, stacionárius állapotainak 
létezésére, és a stacionárius állapotokat s az ezek között végbemenő átmenetek 
során kibocsátott sugárzás rezgésszámait rögzítő szabályokra, az ún. kvantumfel-
tételekre vonatkozó feltevések alakját ölti. Ezek a szabályok teljesen idegenek 
a klasszikus elmélettől, de az atomi jelenségek korlátozott körének értelmezésében 
igen sikeresnek bizonyultak. A klasszikus elmélet csak azon a feltevésen keresztül 
kerül felhasználásra, mely szerint a stacionárius állapotokban a mozgások leírására 
a klasszikus törvények érvényesek, bár érvényüket az átmenetek folyamán teljesen 
elveszítik, valamint a korrespondencia-elvnek nevezett feltevésen keresztül, mely 
szerint a klasszikus elmélet a helyes eredményt adja abban a határesetben, amikor 
a rendszer egy periódusára vonatkoztatott hatás nagy a h Planck-állandóhoz képest, 
és bizonyos más speciális esetekben. 
Nemrég közölt dolgozatában [1] Heisenberg új elméletet javasol. Heisenberg 
dolgozata azt sugalmazza, hogy nem a klasszikus mechanika egyenleteiben van valami-
féle hiba, hanem azokat a matematikai operációkat kell módosítanunk, amelyek 
segítségével a fizikai eredményeket levezetjük belőlük. Az új elméletben tehát a 
klasszikus elmélet szolgáltatta minden információ felhasználható. 
2. Kvantumalgebra 
Vegyünk szemügyre egy többszörösen periodikus nemelfajult и szabadsági 
fokú dinamikai rendszert, melyet a koordináták és időderiváltjaik között kapcso-
latot teremtő egyenletek határoznak meg. A feladatot a klasszikus elméletben 
a következőképpen oldhatjuk meg. Tegyük fel, hogy az x koordináták mindegyike 
a t időben többszörös Fourier-sorba fejthető, azaz 
x = 2 *(а1а2...аи)ехр/(а1со1 + а2со г+ . . .+а„ши)/ , 
a i...au 
vagy rövidebb jelöléssel 
x = Ixa exp i(xo>)t. 
Helyettesítsük be ezeket a kifejezéseket a mozgásegyenletekbe, és tegyük egyenlővé az 
egyenletek két oldalán minden egyes harmonikus tag együtthatóit. Az így nyert 
egyenletek (nevezzük ezeket az A egyenleteknek) meghatározzák az xa amplitúdók 
* Proc. Roy. Soc. 109, 642 (1925). 
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mindegyikét és az (аса) rezgésszámokat (a rezgésszámokat radián per időegységben 
mérjük). A megoldás nem lesz egyértelmű. A megoldások w-szorosan végtelen 
seregét nyerjük; a megoldások oly módon jellemezhetők, hogy az amplitúdókat 
és a rezgésszámokat и számú állandó: x1,x2,...,xu függvényének tekintjük. 
Most tehát minden egyes xa és (асо) két számsorozattól függ, az a-któl és a x-któl. 
Jelölésük így történhet : xax, (aca)x. 
A feladat kvantumelméleti megoldását keresve Heisenberg nyomán most is 
feltesszük, hogy mindegyik koordináta exp iœt alakú harmonikus komponensekkel 
reprezentálható; ezek amplitúdói és frekvenciái két számsorozattól függnek, melyek 
jele legyen nx...nu és m1...mu. Itt az я-ек és az m-ek mind egész számok; az ampli-
túdókat és a frekvenciákat így ír juk: x(nm), w(nm). Az nr — mr különbségek 
a korábbi ar-eknek felelnek meg, azt a szerepet azonban, amelyet előzőleg a x-k 
játszottak megjelölve, hogy az egyes harmonikus komponensek melyik megoldás-
hoz tartoznak, sem az n-tk, sem pedig az я-екпек és az /и-екпек valamiféle függvényei 
nem töltik be. Nem foglalhatjuk össze pl. mindazon komponenseket, amelyekre 
az я-ек adott értékrendszerrel egyeznek meg mondván, hogy ezek önmagukban 
a mozgásegyenletek egy teljes megoldását alkotják. A kvantumelméleti megoldások 
egymáshoz kapcsolódnak és egyetlen egésznek tekintendők. Ennek az a következ-
ménye matematikailag, hogy míg a klasszikus elméletben az A egyenletek mind-
egyike a x-k adott értékrendszeréhez tartozó amplitúdók és frekvenciák között 
ad meg összefüggést, a kvantumelméleti A egyenletekben előforduló amplitúdókhoz 
és frekvenciákhoz nem tartozik az я-екпек, vagy pedig az я-ек és az яг-ек valamilyen 
függvényeinek meghatározott értékrendszere; mindazonáltal, mint később látni 
fogjuk, я-jeik és nz-jeik egymással speciális kapcsolatban állanak. 
A klasszikus elméletben fennáll a nyilvánvaló 
(<zcü)x + (ßw)x = (a + ß, 0J)X 
összefüggés. 
He isenberget követve feltesszük, hogy a megfelelő összefüggés a kvantumel-
méletben 
со(я, я — а) + со(я — а, n — at—ß) = со(п, я— ос — ß) 
vagy 
со (nm) + со (mk) = vt(nk). (1) 
Ez azt jelenti, hogy co(nm) előállítható az Q(n)—Q(m) alakban, ahol az fí-k a 
frekvenciaszintek. Bohr elméletében ezek az energiaszintek 2n/h szorosai volnának, 
ezt azonban nem kell feltennünk. 
A klasszikus elméletben a x-k ugyanazon értékrendszeréhez tartozó két har-
monikus komponenst a következőképpen szorozhatunk össze: 
aaK exp i(oceo)xt-bßx exp i(ßa>)j = (ab)x+ßfx exp i(a + ß, m).j, 
ahol 
(ab)a+ILy = aJ}llx. 
A kvantumelméletben ennek megfelelően egy (nm) és egy (mk) komponenst szoroz-
hatunk össze: 
a(nm) exp ico(nm)t-b(mk) exp ia>(mk)t = ab(nk) exp ia>(nk)t, 
ahol 
ab (nk) = a (nm) b (mk). 
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Megfontolásaink arra az eredményre vezettek tehát, hogy egy (nm) és egy 
(mk) komponens amplitúdóinak szorzatát egy (nk) amplitúdónak kell tekintenünk. 
Ez, azzal a szabállyal együtt, hogy egy A egyenletben csak az ugyanazon értékrend-
szer-párhoz tartozó amplitúdók adhatók össze, foglalja el a klasszikus szabály 
helyét, mely szerint az egy A egyenletben előforduló valamennyi amplitúdó a x-k 
ugyanazon értékrendszeréhez tartozik. 
Most már abban a helyzetben vagyunk, hogy a kvantumváltozókon a közön-
séges algebrai műveleteket elvégezhetjük. Az x és y változók összegét az 
{x +y) (nm) = x (nm) + y (nm) 
egyenlet határozza meg, szorzatukat pedig 
xy(nm) = Z x(nk)y(km), (2) 
к 
mely hasonlít a klasszikus szorzat 
(Xy)m = 2 ' W a - r . x 
r 
képletére. 
Itt a kétféle algebra között fontos eltérés lép fel. Általában 
xy (nm) X yx (nm), 
azaz a kvantumelméleti szorzás nem kommutatív, noha — mint arról könnyen 
meggyőződhetünk — az asszociativitás és a disztributivitás fennáll. A (2) alatt 
definiált xy(nm) komponensekkel rendelkező mennyiséget x és y Heisenberg-szor-
zatának nevezzük, és jelölésére egyszerűen xy-1 írunk. Valahányszor két kvantum-
mennyiség szorzata fellép, azon a Heisenberg-szorzatot kell érteni. Természetesen 
az »-ek explicite rögzített értékrendszereihez tartozó amplitúdók, frekvenciák és 
más mennyiségek szorzása esetében a közönséges szorzás értendő. 
Az x kvantummennyiség reciproka az 
l / x - x = l vagy x - l / x = l (3) 
összefüggések bármelyikével definiálható. Ez a két egyenlet egyenértékű, ha ug/anis 
az előbbi mindkét oldalát elölről szorozzuk x-szel, majd hátulról x-szel osztjuk, az 
utóbbit kapjuk meg. Hasonlóképpen x négyzetgyöke a 
/ x • f x = x (4) 
összefüggéssel definiálható. Nem nyilvánvaló, hogy (3)-nak és (4)-nek mindenkor 
létezik megoldása. Speciálisan ahhoz, hogy kifejezhessük /х-et, szükség lehet al-
harmonikusok, azaz új közbenső frekvenciaszintek bevezetésére. Ezek a nehéz-
ségek úgy kerülhetők el, hogy mielőtt áttérnénk a kvantumelméleti értelmezésre 
és leszármaztatnánk az A egyenleteket, minden egyenletet racionális alakra hozunk 
és eltüntetjük a nevezőket. 
Immár képesek vagyunk rá, hogy a rendszer valamennyi mozgásegyenletét 
átvegyük a kvantumelméletbe feltéve, hogy el tudjuk dönteni, mi a tényezők helyes 
sorrendje az egyes szorzatokban. Minden olyan egyenlet, amely a mozgásegyen-
letekből a szorzatok tényezőinek sorrendjét változatlanul megőrző algebrai el-
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járással, valamint a t idő szerint elvégzett differenciálással nyerhető, ugyancsak 
átvehető a kvantumelméletbe. így speciálisan átvehető az energiatétel. 
A mozgásegyenletek nem elégségesek ahhoz, hogy a kvantumproblémát meg-
oldjuk. A klasszikus elméletben a mozgásegyenletek mindaddig nem határozzák 
meg az xax-kat és (xm)x-kat mint а х-к függvényeit, amíg nem vezetünk be valamely 
feltevést a x-kra vonatkozóan, amely azokat meghatározza. Ha úgy tetszenék, 
a megoldás teljessé tétele érdekében megválaszthatnánk a x-kat oly módon, hogy 
дЕ/дх
г
 = со
г
/2п teljesüljön, ahol E a rendszer energiája; így a xr-ek a Jr hatás-
változókkal egyeznének meg. A kvantumelméletben is ke 11 ezeknek megfelelő egyen-
leteknek lenniök. Ezek lesznek a kvantumfeltételek. 
3. Kvantumdifferenciálás 
Az egyetlen differenciálás, amelyet eddig a kvantumelméletben alkalmaztunk, 
a t idő szerint elvégzett differenciálás volt. Most meghatározzuk azon legáltalánosabb 
dldv kvantumoperáció alakját, amelyre teljesül a 
d d d 
^ ( л ч - y ) = - x + - y (I) 
es a 
d , ч d d ,rr, 
^ ( x y ) = j - X . y + X . j - y (II) 
törvény. (Megjegyezzük, hogy az utóbbi egyenletben x és у sorrendje érintetlen 
marad.) 
Ezen törvények közül az első megköveteli, hogy dx/dv komponenseinek ampli-
túdói x komponenseinek amplitúdóitól lineárisan függjenek, azaz hogy 
dxjdv(nm) = Z о(пт\n'm')x(n'm') (5) 
nm 
^egyen. Az egész számok alkotta n, m, n' és m' értékrend szer-négyes mindegyikéhez 
egy-egy a(nm\n'mj együttható tartozik. A második törvény feltételeket ró ki az 
ű-kra. Helyettesítsük be a 11-be szereplő differenciálhányadosok helyére azok (5) 
alatt megadott kifejezését, mindkét oldalon írva az (nm) komponenseket. Az ered-
mény: 
2 a(nm\n'm')x(n'k)y(km') = Z Фк; n'k')x(n'k')y(km) + 
n'm'k kn'k' 
+ 2 x(nk)a(km; k'mjy(k'mj. 
kk'm 
Ennek igaznak kell lennie x és у amplitúdóinak minden értékére, így tehát egyenlővé 
tehetjük x(n'k)y(k'm')-nek az egyenlet két oldalán szereplő együtthatóit. Felhasz-
nálva a öm„ szimbólumot, melynek értéke egységnyi, ha m = n (azaz ha mr = nr 
minden r-re), és zérus, ha m kapjuk: 
ôkk>a(nm\ n'm') = Ьтт.а(пк'; n'k) + ô„„-a(km; k'mj. 
A továbbiakban egyébként szemügyre kell vennünk a kk', mm' és nn' értékrend-
szerek között fennálló egyenlőségek és egyenlőtlenségek különféle eseteit. 
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Legyen először k = k', m+m'. n+rí. Ekkor 
a(nm ; n'mj = 0 
adódik. Eszerint minden a(nm; n'm') eltűnik, kivéve ha n = n' vagy m = m' (vagy 
ha mindkét egyenlőség teljesül). A kzk',m = m',n+rí és к X к', m Z m', n = n' 
esetek nem adhatnak semmi újat. Vegyük szemügyre most a k = k', m=m' n + n' 
esetet. Most 
a(nm\ n'm) = a(nk; n'k) 
adódik. Eszerint a(nm\ n'm) független m-től feltéve, hogy n + n'. Hasonlóképpen 
a k=k', m+rn', n=n' esetben azt kapjuk, hogy a(nm; nm') független л-től feltéve, 
hogy mZm'. A k + k', m = m', n — n esetben kapjuk: 
a(nk'; nk) + a(km; k'm) = 0. 
Ezek az eredmények így foglalhatók össze: 
a(nk'; nk) = a(kk') = -a (km ; k'm) (6) 
feltéve, hogy k + k'. Az a(kk') kétindexes szimbólum természetesen csak két egész 
számokból álló értékrendszertől, k-tói és k'-tői függ. Csak a k = k', m = m', n = n' 
eset van még hátra; most az 
a (nm ; nm) = a (nk ; nk ) + a (km ; km) 
összefüggést nyerjük. Eszerint írható: 
a (nm ; nm) = a (mm) — a (nri). (7) 
A (7) egyenlet kiegészíti a (6) egyenletet, megadva a a(kk') definícióját a k=k' 
esetre is. Az (5) egyenlet most így írható: 
dxjdv(nm) = 2 a(nm\nm')x(nm')+ 2 a(nw, n'm)x(n'm) + a(nm; nm)x(nm) = 
m' Фт п'фп 
= 2 a(m'm)x(nm')— 2 a(nn )x(n'm) + (a(mm) — a(nn)}x(nm) = 
т'фт п'фп 
= 2 {-Y (ий) a (km) — a (nk) x (km)). 
к ' 
Eszerint 
dx/dv = xa — ax. (8) 
így tehát az I. és II. törvényeket kielégítő legáltalánosabb operáció, melyet 
valamely kvantumváltozóra alkalmazhatunk, abban áll, hogy valamely más kvantum-
változóval képezett Heisenberg-szorzatainak különbségét vesszük. Könnyen be-
látható, hogy a differenciálások sorrendje általában nem cserélhető fel, azaz 
d2x d2x 
dudv dvdu 
Példaképpen a kvantumdifferenciálásra vegyük azt az esetet, amikor a állandó, 
úgyhogy az n = m esetet kivéve a(nm) = 0. Kapjuk: 
dx/dv(nm) = x(nm)a(mm) — a(nrí)x(nm). 
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Ha speciálisan ia(mm) — Q(m), ahol Q(m) az előzőkben bevezetett frekvenciaszint, 
kapjuk: 
dx/dv(nm) = ko(nm)x(nm), 
s az általunk bevezetett, v szerint végzett differenciálásból közönséges differenciálás 
lesz a t idő szerint. 
4. A kvantumfeltételek 
Most megvizsgáljuk, minek felel meg az (xy—yx) kifejezés a klasszikus elmélet-
ben. Ebből a célból feltesszük, hogy x(n, n — a) az м-ек függvényeként lassan változik; 
az /7-ek legyenek nagy számok, az я-к pedig kicsinyek, úgyhogy írhatjuk: 
x(n,n — a) = xXK, 
ahol y.r = nrh vagy (nr + a.r)h (ez a két eset gyakorlatilag ekvivalens). Ekkor kapjuk: 
x(n, n — d)y(n —oc,n — a — ß) — y(n, n — ß)x(n — ß, « — я — ß) = 
= {x(n, 11 — я) — л* (n — ß, n — ß — я)} y (n — я, n — x — ß) — 
-{y(n, n-ß)-y(n-<x, n-y.-ß)}x(n-ß, n-x-ß) — 
Fennáll 
2тzißryß exp i(ßca) t = {y ß exp i(ßw)t), 
ahol a ivr-ek a szögváltozók: ivr = сигг/2л. Ennélfogva az (xy—yx) különbség (nm) 
komponense a klasszikus elméletben az 
yz 2 2 1 Г Г fo e x p i(xco) l} ~ {yß exp i(ßw) t} -
я i + (|
 = „ - m r (<>y.r (>Wr 
д д 1 
- { ) ' ß exp i(ßco)t) {xx exp i(xw)t}\ 
kifejezésnek felel meg; magának (xy — j.vj-nek 
ih у J dx dy dy dx I 
2л r \dxr dwr dxr dwr) 
a megfelelője. Ha a x r-eket egyenlőknek választjuk a J , hatásváltozókkal, ez az 
г -,
 = у f дх ду _ dy_ = У í dx dy dy_ dx | 
1 , 4
 2\dwrdJr dwr dJr\ 2 1 dqr dp, dqr dpr\ 
Poisson-féle (vagy Jacobi-féle) zárójeles kifejezés /'/í/2x-szeresével lesz egyenlő 
(a p-k és a q-k a rendszer kanonikus változóinak tetszőleges sorozatát képezik). 
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Az elemi Poisson-féle zárójeles kifejezések értékei a p-k és q-k különböző 
kombinációi esetére: 
[<7r,tfs] = 0, [pr,ps] = 0, 
VhiPs] = 4 , = 0, (г У s) 
= 1, (r = s). 
(10) 
Az általános zárójeles kifejezések eleget tesznek az I, II törvényeknek, melyek most 
így írhatók 
[x,z] + [y,z] = [x+y,z], IA 
[xy, z] = [.Y, z]y + ,v[V, z]. IIA 
Ha y és у adottak 111 Ilit a. pr-eк és <7r-ek algebrai függvényei, úgy az. [.y, y] zárójeles 
kifejezés IA. IIA, valamint [.v, y] = — [y, .y] segítségével előállítható a [ q r , q Á 
[pr,pf\ és [qr,ps] Poisson-zárójelek kifejezéseként, s így kiszámítható, anélkül, 
hogy a szorzás kommutatív törvényét felhasználnánk (kivéve annyiban, amennyiben 
azt implicite fel kell használni IIA bizonyításához). Az [.y,.y] zárójeles kifejezésnek 
tehát a kvantumelméletben is van jelentése, ha .y és y kvantumváltozók, amennyiben 
elfogadjuk, hogy az elemi zárójeles kifejezéseket továbbra is (10) adja meg. 
Azt az alapvető feltevést tesszük, hogy két kvantummennyiség Heisenberg-
szorzatának különbsége egyenlő azok Poisson-féle zárójeles kifejezésének ihlIn-
szeresével. Képlettel kifejezve: 
xy -yx — ihjln[.y, у]. (11) 
Láttuk, hogy ez a klasszikus elmélet határesetében azzal ekvivalens, hogy a meg-
oldásokat jellemző tetszőleges v.r mennyiségeket a /.-ekkel választjuk egyenlők-
nek. Ésszerűnek látszik, hogy (ll)-et válasszuk általános kvantumfeltételnek. 
N e m nyilvánvaló, vajon a (11) egyenlet szolgáltatta összes információ nem 
rejt-e magában ellentmondást. Minthogy a (11) egyenlet két oldalán szereplő meny-
nyiségek ugyanazoknak az I és II vagy IA és IIA törvényeknek tesznek eleget, (11) 
csak akkor szolgáltat független feltételeket, ha .v-nek és _y-nak />-ket és q-kat válasz-
tunk: 
Яг Я*~Я*Яг = 0 
PrPs-PsPr = 0 . ( 1 2 ) 
4rPs~Ps4r = ájhjln 
Ha az egyetlen okunk arra, hogy úgy véljük, a (12) egyenletek egymással és 
a mozgásegyenletekkel összeférnek, az volna, hogy tudjuk róluk, a h — 0 határ-
esetben összeférnek, nem állnánk nagyon szilárd talajon. Hiszen megtörténhetnék, 
hogy levezethető belőlük az ellentmondást tartalmazó h = 0 eredmény, mely а Л— 0 
határesetben nem tartalmaz ellentmondást. Ennél sokkal erősebb bizonyságot 
nyújt az a tény, hogy a klasszikus operációk ugyanazon törvényeknek engedelmes-
kednek, mint a kvantumoperációk, így ha a kvantumoperációkat alkalmazva vala-
mely ellentmondás nyerhető, ugyanolyan módon alkalmazva a klasszikus operációkat, 
ugyancsak ellentmondást kell nyernünk. Ha a klasszikus operációk valamely soro-
zata a 0 = 0 egyenlőségre vezet, a kvantumoperációk megfelelő sorozatának ugyan-
csak a 0 = 0 egyenlőségre kell vezetnie, nem pedig h = 0-ra, minthogy nincs rá mód, 
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hogy kvantumváltozókkal elvégzett kvantumoperációk segítségével el nem tűnő 
mennyiséget nyerjünk, ha a megfelelő klasszikus változókkal elvégzett megfelelő 
klasszikus operációk eltűnő mennyiséget adnak. A fent említett lehetőség, hogy 
kvantumoperációk segítségével a h = 0 ellentmondást származtassuk le, eszerint 
nem áll fenn. A korrespondencia a kvantumelmélet és a klasszikus elmélet között 
nem annyira a A—0 határesetben adódó egyezésben rejlik, hanem inkább abban a 
tényben, hogy a két elmélet matematikai operációira sok esetben azonos törvények 
érvényesek. 
Egy szabadsági fokú rendszer esetében, ha felhasználjuk a p—m'q képletet, 
az egyetlen kvantumfeltétel 
2nm(qq — qq) = ih. 
A bal oldal konstans részét /A-val egyenlővé téve kapjuk: 
Anm 2 q(nk)q(kn)co(kn) = A. 
к 
Ez ekvivalens Heisenberg kvantumfeltételével [2]. A bal oldal többi komponensét 
zérussal egyenlővé téve további összefüggéseket nyerünk, melyek Heisenberg elmé-
letéből nem adódtak ki. 
A (12) kvantumfeltételek sok esetben átsegítenek a nehézségeken, melyek 
a mozgásegyenletekben szorzatokban fellépő mennyiségek sorrendjét illetik. A sor-
rend lényegtelen, kivéve ha pr és qr vannak összeszorozva és ez sohasem fordul elő 
olyan rendszer esetében, amely leírható egy csak a g-któl függő potenciális energia 
és egy csak a p-któl függő kinetikus energia segítségével. 
Megjegyezzük, hogy az atomok okozta szórás Kramers—Heisenberg-féle 
elméletében [3] fellépő klasszikus mechanikai mennyiség a (8) alakú komponensekkel 
rendelkezik (s benne xr = Jr), és értelmezése a kvantumelméletben a jelen elmélettel 
egybehangzóan történik. Differenciálhányadosokat tartalmazó klasszikus kifejezés 
értelmezése csak akkor lehetséges a kvantumelméletben, ha az ilyen alakra hozható. 
5. A kvantumelméleti Poisson-féle zárójeles kifejezések tulajdonságai 
Ebben a szakaszban leszármaztatunk néhány eredményt, melyek függetlenek 
a (11) vagy (12) kvantumfeltételek feltételezésétől. 
A Poisson-féle zárójeles kifejezések a klasszikus elméletben eleget tesznek az 
[x,y, z] = [[.V, y],z] + [[y, z ] , X] + [[z, X], .V] = 0 (13) 
azonosságnak. A kvantumelméletben ez az eredmény nyilvánvalóan igaz, ha x, у 
és z helyére p-ket és q-kat helyettesítünk. Ezenkívül 1 A-ból és IIA-ból következik: 
[xx + x2, y, z] = [xj ,y,z] + [x2, y, z] 
és 
[XjXa, y, z] = x1[x2, y, z] + [x,, y, z]x2. 
Az eredménynek eszerint ugyancsak igaznak kell lennie a kvantumelméletben, 
ha x, у és z felépíthetők p-kből és í/-kból összeadás és szorzás segítségével; így tehát 
általános érvényűnek kell lennie. Megjegyezzük, hogy a (13)-nak megfelelő azonos-
ság, ha a Poisson-féle zárójeles kifejezéseket a Heisenberg-szorzatok xy—yx különb-
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ségével helyettesítjük, nyilvánvalóan teljesül, így tehát nem adódik el'entmondás 
a (11) egyenlettel. 
На Я a rendszer Hamilton-függvénye, a mozgásegyenletek klasszikusan így 
írhatók: 
pr=[pr,H], qr = [qr,H]. 
Ezek az egyenletek a kvantumelméletben is érvényesek lesznek olyan rendszerekre, 
amelyek esetében a mozgásegyenletekben eló'forduló szorzatok tényezőinek sor-
rendje lényegtelen. Érvényesnek fogadhatók el olyan rendszerekre is, amelyek ese-
tében ez a sorrend lényeges, ha el tudjuk dönteni, hogy milyen legyen H tényezőinek 
sorrendje. Az 1A, IIA törvényekből következik, hogy 
x = [x,H] (14) 
a kvantumelméletben bármely x-re fennáll. 
Ha A a mozgásegyenletek valamely integrálja a kvantumelméletben, úgy 
[A,H]= 0. 
A Jr hatásváltozóknak természetesen teljesíteniök kell ezt a feltételt. Ha Al és A2 
két ilyen integrál, úgy (13) egyszerű alkalmazásával következik, hogy 
[Ak, A2] = const., 
éppúgy, mint a klasszikus elméletben. 
A klasszikus elméletben annak feltétele, bogy a változók valamely Pr. Qr 
sorozata kanonikus legyen: 
[ß„ßJ=o, [Pr,Ps]=o, 
Í Q r , P s ] = Ö „ . 
Ezek az egyenletek átvehetők a kvantumelméletbe annak feltételeként, hogy a Pr. Q, 
kvantumváltozók kanonikusak legyenek. 
A klasszikus elméletben bevezethetjük a kanonikus változók £ r , qr sorozatát, 
mely a Jr hatás- és a vvr szögváltozókkal a 
4 = (2л) - " JJ ехр2лпг
г
, Чг = — /(2я)" * jf exp (— 2niwr) 
kapcsolatban áll. Feltehetően a kvantumelméletben is létezik a kanonikus változók 
ennek megfelelő szorzata; azt várjuk, hogy e változók komponenseire fennáll: 
Çr(mn) =0 , kivéve, ha mr = nr— 1 és ms = ns (s^r) és qr(mn) = 0, kivéve ha 
mr = nr+ 1 és ms — ns (s^r). Az ilyen változók létezése felfogható, mint annak 
feltétele a kvantumelméletben, hogy a rendszer többszörösen periodikus legyen. 
A £ r , q r változók Heisenberg-szorzatainak komponensei eleget tesznek a 
í rq r(tm) = çr(nm)4r(mn) = t]r(mn)çr(nm) = q f f m m ) (15) 
összefüggésnek, ahol az w-ek és и-ек kapcsolatát az mr = nr— 1, ms = ns (s^r) 
képletek fejezik ki. 
A klasszikus £-k és i/-k eleget tesznek a Çrqr = —//2л-/г összefüggésnek. А 
kvantumelméletben az összefüggés lehet pl. qrÇr = —i/2ifjr vagy ШгЧг + чЛг) = 
= —i/2n-Jr. Annak eldöntésére, hogy milyen ezen összefüggés pontos alakja, 
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szükséges lehet az adott speciális dinamikai rendszer részletes vizsgálata. Ha az 
utóbbi összefüggés áll fenn, bevezethetjük a 
= +щ
г
) I /2, /?; = +,lr) I n 
összefüggésekkel definiált Ç'r, b'r kanonikus változókat; ily módon kapjuk: 
jr = л(С2 + ч'Л 
A harmonikus oszcillátor esetében ténylegesen ez a helyzet. Általában Jr 
még csak nem is szükségképpen racionális függvénye а £
г
-екпек és ^-eknek. Erre 
példa a merev rotátor, melyet Heisenberg vizsgált. 
6. A stacionárius állapotok 
Valamely С mennyiségnek, mely nem változik az időben, valamennyi (nm) 
komponense zérus, kivéve azokat, amelyekre n = m. Célszerűnek bizonyul tehát 
feltenni, hogy az «-ek minden egyes sorozata az atom egy-egy állapotához tartozik 
mint Bohr elméletében, úgyhogy minden egyes C(nn) ugyanúgy hozzátartozik 
valamely állapothoz, amiképpen a klasszikus elméletben előforduló minden meny-
nyiség valamely meghatározott konfigurációhoz tartozik. Az időben változó kvan-
tummennyiségek komponensei olyannyira egymáshoz kapcsolódnak, hogy lehetetlen 
közülük néhánynak összegét valamely adott állapothoz hozzárendelni. 
Valamely kvantummennyiségek között fennálló összefüggés, ha a benne szereplő 
mennyiségek valamennyien állandók, egy-egy meghatározott állapothoz tartozó 
C(»»)-ekre érvényes összefüggéssé egyszerűsödik. Feltevésünk értelmében, mely 
szerint a stacionárius állapotok leírására a klasszikus törvények érvényesek, ez az 
összefüggés ugyanolyan alakú lesz, mint a klasszikus elméletben volt; speciálisan 
az energia mint a J-к függvénye a klasszikus elméletben megismert alakú lesz. 
Megkaptuk tehát a stacionárius állapotok mechanikai természetére vonatkozó 
Bohr-féle feltevés igazolását. Meg kell azonban jegyeznünk, hogy a Bohr-elméletben 
a stacionárius állapotoknak megfeleltetett változó mennyiségek, a pályamenti 
mozgás amplitúdói és frekvenciái fizikai jelentéssel nem rendelkeznek és mate-
matikai szempontból lényegtelenek. 
Ha az alapvető (11) összefüggést az x és H mennyiségekre alkalmazzuk, (14) 
segítségével kapjuk: 
x(nm)H(mm) — H(nn)x(nm) = ihjln-x(nm) = — h/2n-œ(nm)x(nm) 
vagy 
H(nn) — H(mm) = hjln-minm). 
Ez éppen a rezgésszámok és az energiakülönbségek kapcsolatát megadó Bohr-féle 
összefüggés. 
A (11) kvantumfeltételt a korábban bevezetett i]r kanonikus változókra 
alkalmazva kapjuk: 
ç
 rq finn)-rj fi finn) = ih/2n-[fi, qr] = ih/2n. 
Ezt az egyenletet (15)-tel kombinálva a 
Çrr]r(nn) — — nrih/2n + const. 
eredményre jutunk. 
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Fizikailag ismert, hogy az atomnak van egy normálállapota, melyben nem 
sugároz. Heisenberg ezt elméletében azon feltevés segítségével veszi tekintetbe, 
hogy a negatív «r-hez vagy m,-hez tartozó valamennyi C(nm) amplitúdó eltűnik, 
vagy inkább nem létezik, feltéve, hogy a normálállapothoz az nr-ek mindegyikének 
zérus értékét rendeljük. Ekkor (15) folyományaképpen n r = 0 mellett irt]r(nn) = 0. 
Eszerint általában 
inr(nn) =-nrihjln. 
Ha £,ri]r =-i/2n-Jr, úgy Jr = nrh. Ez éppen a stacionárius állapotok kvantá-
lására szolgáló közönséges szabály, úgyhogy ebben az esetben a rendszer frekvenciái 
megegyeznek a Bohr-elmélet szolgáltatta frekvenciákkal. На Щ
Г
Чг + чЛг) — 
= — i/2.n-Jr, úgy Jr = (nr + i)h- Ennélfogva ebben az esetben általában feles kvan-
tumszámokat kellene használnunk ahhoz, hogy Bohr elmélete a helyes frekvenciákat 
adja [4]. 
Mindeddig csak többszörösen periodikus rendszereket vizsgáltunk. Nem lá-
tunk azonban semmiféle okot. mely az ellen szólna, hogy a (11) és (12) alapegyen-
letek olyan nem-periodikus rendszerekre is érvényesek legyenek, amelyeknek alkotó-
elemei nem távoznak a végtelenbe; ilyen pl. egy tetszó'leges atom. Nem várható, 
hogy az ilyen rendszerek stacionárius állapotai klasszifikálhatók legyenek, kivéve 
talán azt az esetet, ha léteznek bizonyos kitüntetett periodikus mozgások; ilyenkor 
önkényes elgondolás szerint kell az egyes stacionárius állapotokhoz egy-egy n 
számot rendelnünk. Kvantumváltozóink ilyen esetben is harmonikus komponensek-
kel rendelkeznének, melyek mindegyike két n értéknek felelne meg, és a Heisenberg-
szorzás ugyanúgy lenne elvégezhető, mint az előbbi esetekben. A (12) egyenletek 
vagy a mozgásegyenletek egyértelmű értelmezését illetően így tehát semmiféle kétség 
nem merülhet fel. 
Szeretném köszönetemet nyilvánítani R. H. Fowler úrnak, a Királyi Társaság 
tagjának e dolgozat írása folyamán tett számos értékes megjegyzéséért. 
Fordította: Györgyi Géza 
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[2] Heisenberg, loc. cit. (16) egyenlet. 
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KISÜLÉSEK SZONDAMÉRÉSEI I. 
EGYENÁRAMÚ SZONDAMÉRÉSEK 
BITÓ JÁNOS 
Híradástechnikai Ipari Kutató Intézet, Budapest 
A szondamérési módszer történeti kialakulásának ismertetése után a szerző 
részletesen tárgyalja a Langmuir által felfedezett szondamérési elvet. Az ideális Lang-
muir-féle szondakarakterisztika egyes jellemző szakaszainak értelmezésével együtt 
bemutatásra kerülnek a különböző kisülési jellemzők meghatározási lehetőségei a 
karakterisztika egyes szakaszainak ismeretében. Sor kerül a töltéshordozók Max-
well—Boltzmann- és Druyvesteyn-féle eloszlásának a szondakarakterisztikából való 
meghatározására. A szerző bemutatja az egyes szondaállapotok jellemző összefüg-
géseit a gázkinetikai alapegyenletekből és a Poisson-egyenletből kiindulva. Foglal-
kozik a két- és többszondás mérési módszerrel, bemutat további egyszondás mérési 
eljárásokat, megadja a szondamérések kísérleti jellemzését és végül ismerteti a mé-
rések főbb hibaforrásait, utal az eredmények várható pontosságára. 
I. Bevezetés 
A kisülési paraméterek egy része direkt módon kísérleti úton meghatározható. 
Ezek mellett azonban az egyes kisülési típusoknál lejátszódó folyamatok elemzéséhez 
feltétlenül szükséges olyan további jellemzők megadása is, mint pl. a töltéshordozók 
energiája, koncentrációja, azok átlagos energiájának függése az elektromos tér-
erősség és gáznyomás hányadosától, sebességeloszlásuk stb. Alapvetően fontos meg-
adni, hogy a töltéshordozók energiája, pl. a Maxwell—Boltzmann eloszlási függ-
vénnyel, vagy a komplikáltabb Druyvesteyn-eloszlással jellemezhető. Ionizált gázok, 
plazmák esetén az eloszlási függvények számítás útján való meghatározása igen 
körülményes és számos nehézségbe ütközik. Szerencsére elég nagy elektronkoncentrá-
ciók mellett (108— 1010 elektron/cm3) lehetőség nyílik az energiaeloszlás kísérleti 
meghatározására és az átlagos energiafüggvény megadására, az elektromos segéd-
elektródák — a szondák — alkalmazása révén. 
Már az 1890-es években Crookes alkalmazott szondákat gázkisülések vizsgála-
tánál [1]. Eredményeit 1906-ban J. S. Townsend diszkutálta [1], s azokból következ-
tetéseket vont le, azonban e módszer lehetőségeit még akkor nem ismerték fel. A kisü-
lésbe helyezett vezető darab sztatikus feltöltődése révén nyert eredmények nem adtak 
elegendő és kielégítő pontosságú információt a kisülés alapvető jellemzőiről. Mind-
emellett alkalmazhatósági körük is igen korlátozott volt. 
E kérdés 1923-ban nyert teljes tisztázást, amikor is I. Langmuir és H. M. Mott-
Smith kidolgozták az azóta már klasszikussá vált szondamérési módszert [2], amely 
jelenleg is az egyik legalkalmasabb mód az egyes fontosabb kisülési mikroparaméterek 
és eloszlások egyenáramú kisüléseknél történő megadására. 
Langmuir szondamérésekkel kapcsolatos eredményei gyorsan elterjedtek a világ-
ban, ezt követően széles körben kezdték alkalmazni e vizsgálati módszert, azon 
különböző finomításokat végezve [1, 3]. Mindenesetre meg kell jegyezni, hogy a 
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módszer mai formájában sem alkalmazható minden körülmények között, annak 
kiterjesztését korlátozza többek között a kisülés esetenként fellépő jelentős saját-
mágnestere és a külső mágnestér jelenléte, valamint a nagy ionizációs fokú „forró 
plazmák" koncentráció-viszonyai, stb. 
Jelenlegi formájában a szondamérés egyenáramú kisülések esetén lehetőséget 
nyújt a töltéshordozók energiájának, koncentrációjának, a fali potenciálnak, plaz-
mapotenciálnak, az eloszlási függvénynek, s amennyiben ez Maxwell—Boltzmann 
eloszlás, úgy az átlagos energiának a meghatározására. Ez igen számottevő informá-
ciós anyag, ugyanis ezen adatok birtokában számos más kisülési jellemző adha tó 
meg, mondhatni közel teljes anyag a kisülési, vagy plazmadiagnózis elkészítéséhez. 
A kisüléseknél alkalmazott szondamérési eljárás sokban rokon az elektrolitek 
esetében alkalmazott nagyellenállású szondázással, amely ott főleg az ekvipotenciális 
felületek kimérését teszi lehetővé, nem okozva számottevő zavart magában a vizsgá-
landó elektrolitban. 
Kisüléseknél a kisülésbe nyúló vezetőanyagú szondát pozitív tértöltés veszi 
körül, s ezzel mintegy leárnyékolódik a szonda. Hatása csak a tértöltési réteg határáig 
érződik, ezen túl úgy vehető, hogy az eredeti kisülési viszonyok változatlanul marad-
nak. E polarizációs jellegű folyamat magyarázata [2] az elektronok fali diffúziós 
áramlásának figyelembevételével adható meg. A tapasztalat szerint [2] minden, 
kisülésbe, vagy plazmába nyúló vezető, vagy szigetelt test a kisülési térhez képest 
(plazmához képest) negatív potenciálra töltődik fel, amit fali potenciálnak [2] szokás 
nevezni. Értéke meghatározható többek között az itt ismertetésre kerülő szonda-
mérési módszerek segítségével is. 
A jelen dolgozat keretében röviden sor kerül az egyenáramú kisülések esetében 
általában alkalmazható, ún. Langmuir-féle szondamérés elvi alapjainak és kísérleti 
technikájának ismertetésére, majd annak az eloszlási függvények meghatározásánál 
és számolásánál való alkalmazására. A módszer értékelése és kritikája, alkalmazha-
tósági kritériumai után bemutatásra kerülnek a fontosabb kétszondás mérési mód-
szerek, majd pedig a kisülési jellemzők speciális körülmények közötti meghatározá-
sára szolgáló szondamérési eljárások, így a nem-stacioner kisülések szondamérései, 
a mágneses térben végzett elektromos és mágneses természetű szondamérések. 
Meg kell jegyezni, hogy az előzőekben említett néhány kisülési és plazmajellem-
zők meghatározására nem egyedül csak a szondamérés ad lehetőséget. így pl. a 
Townsend-féle diffúziós módszerrel [4] is megadható nem-stacioner áramlások 
esetén az elektronok sebességeloszlási függvénye a laterális diffúzió és a térirányban 
való mozgás összevetése révén, bizonyos E/p értékek esetében (E— potenciálgradiens, 
p = gáznyomás). Egyes esetekben viszonylag könnyen, számítással is meghatározható 
az eloszlási függvény a Ramsauer-féle szabad úthosszak és a gerjesztési függvények, 
valamint néhány további kisülési paraméter ismeretében. 
Az elektronhőmérsékletek is megadhatók más úton, többek között zajmérések 
révén is [5]. Ez esetben nagyfrekvenciás kört iktatnak be a kisülés egy szakaszánál, 
s a mért zajhőmérséklet jó közelítéssel megegyezik az elektronhőmérséklettel. 
Olyan optikai módszerek [6] is ismeretesek, amelyek lehetővé teszik az eloszlási 
függvény megadását egy adott vonalsorozat relatív intenzitásának meghatározása 
révén. Ezen optikai módszerek azonban csak nagynyomású kisülések esetében adnak 
kielégítő pontosságú eredményeket. 
Az itt ismertetett néhány módszer segítségével többé-kevésbé ugyanazon kisülési 
és plazmajellemzők határozhatók meg, mint a szondamérésekkel. Annak az oka, 
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hogy a szondamérések mégis sokkal kiterjedtebben kerülnek alkalmazásra, abban 
van, hogy viszonylag gyorsan, elég nagyszámú paraméter egyszerű módszerrel való 
meghatározását biztosítják. Nem igényelnek nagy apparativ felkészültséget, s ese-
tenkénti alkalmazhatóságukról igen könnyen meg lehet bizonyosodni, az alapvető, 
könnyen ellenőrizhető alkalmazhatósági kritériumok figyelembevételével. 
II. 1. Az egyenáramú kisüléseknél alkalmazható egy- és kétszondás szondamérések 
a) Kiindulási feltételek, alapegyenletek 
Az itt használandó terminológia értelmében a „szonda" megjelölés olyan elren-
dezést— általában segédelektródát — jelent, amely segítségével a vizsgálandó kisülés, 
vagy plazma valamely helyi fizikai paramétere megadható. E segédelektródák 
méreteit, a kisülés egyes mikrofizikai paramétereihez képest, pl. az elektronok köze-
pes szabad úthosszához képest lehetőség szerint kicsire célszerű megválasztani, hogy 
ezáltal minél kevésbé zavarja a vizsgált tér folyamatait. A szonda, alakját tekintve 
lehet sík, gömb, hengeres, szegletes és védőgyűrűs kivitelű sík áramfelvevő felületü 
segédelektróda. 
A kisülési térbe helyezett szonda — mint az előzőekben már ez említésre került — 
a kisülési térhez képest negatív potenciálra töltődik fel [2], ami megfelel az ún. fali-
potenciálnak. Hengerszimmetrikus kisülési viszonyok között a pozitív ionok radiális 
mozgása esetén adódó sebességeloszlás a kísérletek szerint nem felel meg a Maxwell— 
Boltzmann eloszlásnak [2]. Az ionok radiális irányú sebessége az elektronok és azok 
mikroterei révén leadott energiából ered. Ennek következtében az ionok radiális 
sebessége számottevően kisebb, mint az elektronoké. 
A kísérletek eredményei azt mutatják [2], hogy a falra érkező ionok radiális 
sebesség-komponense közelítőleg olyan ionhőmérsékletnek felel meg, amely az 
elektronok plazma szélén (fali határréteg mentén) mért hőmérsékletének mintegy a 
fele. Kiindulva az alapvető gázkinetikai egyenletekből, a radiális elektronáram 
sűrűség és a radiális ionáram-sűrűség hányadosára adódik 
л _ ! 
J, 2 
ahol je az elektronáram-sűrűség radiális komponense 
ji az ionáram-sűrűség radiális komponense 
Te az elektronhőmérséklet 
f az ionhőmérséklet 
me az elektronok tömege 
mt az ionok tömege. 
Higanygőzkisülés esetén az előzőek figyelembevételével a fenti hányados értéke: 
4 = 429. (2) 
Ji 
Kísérletileg is megtörtént a radiális áramsűrűség-komponensek hányadosának meg-
határozása. E hányados átlagértékére 411 ± 1 7 adódott [2]. 
Ez azt jelenti, hogy a kisülési cső fala a [2] összefüggés értelmében a körülötte 
levő gáztér potenciáljához képest negatívabbra töltődik fel. Ennek megfelelően 
1« 
7\ЧП: 
T r m e 
(1) 
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negatívabbra töltődik fel a fallal megegyező potenciállal bíró szonda is. A plazma 
és a fal között egy kettős réteg alakul ki, amellyel a plazma biztosítani igyekszik 
kvázineutralitását és eredeti állapotát. 
Kiindulva az elektronkoncentrációra feltételezett Maxwell—Boltzmann elosz-
lásból, hasonló eloszlás adható meg az elektronáram-sűrííségekre is, mivel az elektron-
koncentráció arányos az elektronáram sűrűségével: 
eVf 
j — Jo'e kT°, (3) 
ahol 
j a retardáló térben fal felé mozgó elektronok áramsűrűsége 
j0 az elektronáram-sűrűség a fali határfelületek közelében levő perturbálatlan 
plazmában 
Vf a fal és a plazma közötti potenciálkülönbség 
e az elektronok töltése 
к a Boltzmann-állandó 
Te az elektronok hőmérséklete. 
A (2) összefüggés alapján 
К
' = -
6
'
0 6
Т Ш Г
 ( 4 ) 
Ennek megfelelően a fenti közelítés esetén ha az elektronok hőmérséklete pl. Te = 
= 25 000 °K, úgy a fal potenciálja 13 V-al lesz alacsonyabb, mint a mellette elhelyez-
kedő plazmáé. Ez esetben az ittlevő szonda is ezt a potenciált veszi fel, s a szondát 
pedig a plazma felé pozitív tértöltés árnyékolja le [2]. Ilyen módon nem ad felvilágosí-
tást a szonda potenciálja a kisülés szóban forgó helyén levő valódi potenciálról. 
Ha két vagy több szonda helyezkedik el a kisülés különböző pontján, úgy ezek más 
és más potenciálra töltődnek fel a kisülési tengely mentén elfoglalt helyük és a kisü-
lésbe való benyúlási mélységük révén. Az itt ismertetett sztatikus jellegű feltöltő-
désük lehetőséget nyújt a közöttük fennálló feszültség-különbség sztatikus műszerrel 
való meghatározására. Jó közelítéssel e feszültség-különbség megfelel a kisülési tér 
vizsgált pontjai között fennálló feszültség-különbségnek. Ezen adat meghatározásán 
túlmenően más paramétert ilyen módon elvégzett szondás mérés útján nem lehet 
nyerni. 
Ahhoz, hogy további kisülési paramétereket is meg lehessen határozni, Langmuir 
[2] egy külső elektromos kör révén változtatta a szonda valamelyik referencia elektród-
hoz képest vett potenciálját, s a szondán ez esetben lefolyó áramot a szondára jutó 
feszültség függvényében felvette és ábrázolta mint karakterisztikus görbét [2]. 
E szondakarakterisztika alakjából, jellemző pontjaiból, menetéből a Langmuir-féle 
módszerrel meghatározhatók a fontosabb plazmajellemzők. 
A szonda körül végbemenő folyamatok vizsgálatához, s a módszer alkalmazásá-
hoz az alábbi alapvető feltevéseket kell tenni: 
1. A szondát körülvevő tértöltési rétegen kívül a térerősség értéke és a tértöltés 
koncentrációja kicsi, a szondától perturbálatlan. 
2. A tértöltési réteg vastagsága az elektronok és az ionok közepes szabad út-
hosszához viszonyítva kicsi, azaz számottevő kölcsönhatási, szóródási jelenségek e 
tértöltési tartományban nem alakulnak ki. 
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3. Az ionok és elektronok árama egymástól független, azaz a szonda elektromos 
tere és a töltéshordozók energiája szabja csak meg a szondára jutó áramsűrűséget. 
4. A szonda nem emittál töltéshordozókat, s ezzel nem módosítja a plazmából 
hozzájutó töltéshordozók áramát. 
5. A tértöltési rétegben ionizáció, gerjesztés, metastabil atomok keletkezése, s 
egyéb energia — vagy töltéshordozó — veszteséggel, vagy töltéshordozó koncentráció 
változással járó kölcsönhatás nincs. 
6. A pozitív töltéshordozók egyneműek, negatív töltéshordozóként csak az 
elektronok jönnek számításba; azaz a szóban forgó gáz vagy gőz nem elektronegatív, 
negatív ionok nem alakulnak ki. 
7. A szonda környezetében levő tértöltési rétegen kívüli plazma kvázineutrális, 
valamint az elektronok energiaeloszlása megfelel a Maxwell—Boltzmann energia-
eloszlásnak, vagy a kevéssé perturbált Druyvesteyn-féle energiaeloszlásnak. 
8. A szonda felületén kémiai reakciók nem játszódnak le, kontaktpotenciálja 
nem függ az időtől; fotoelektron-emissziót előidéző fényhatásnak a szonda felülete 
nincs kitéve. 
9. A szonda geometriai méretei a töltéshordozók közepes szabad úthosszához 
képest kicsik, s emiatt a szonda a kisülés vizsgált területén nem kelt lényeges zavart 
az ott kialakult egyensúlyi állapotokban. 
Az itt felsorolt feltevések közül néhány egymással szorosan összefügg, azok 
külön pontban való megemlítése fontosságuk hangsúlyozása érdekében történt. 
Ezen vizsgálati feltételek jórésze általában teljesül az alacsonynyomású gáz- vagy 
gőzkisülések esetében, s mint már az előzőek során 
említésre került, e kezdeti feltételek könnyen ellenőriz-
hetők a mérések megkezdésekor. 
A vizsgálatnál, a szondára egy külső elektromos 
kör segítségével, pl. az 1. ábra szerinti kapcsolási el-
rendezésnek megfelelően, valamelyik kiválasztott 
elektródához képest különböző feszültség kerül. Az 1. 
ábrán bemutatott kapcsolási elrendezésben а К kisü-
lési cső A anódja és К katódja között folyó i0 kisü-
lési áramot az Rt, R2 szimmetrikus elhelyezésű kor-
látozó ellenállás korlátozza, a kisülést az £ ) stabilizált 
egyenfeszültségű áramforrás tartja fenn. Az S szonda 
elektromos köre а К katódhoz képest van kialakítva, 
az S szonda és а К katód közötti egyenfeszültséget 
az E2 stabilizált egyenfeszültségű áramforrás szol-
gáltatja. 
A szondán lefolyó áramot az I s műszer méri. Az 
Rs szondaköri ellenállás sarkairól levett feszültségkü-
lönbség az oszcilloszkopikus ellenőrző vizsgálatoknál 
kerül felhasználásra, ahol az esetleges instabilitási és oszcillációs folyamatok ellenőr-
zése végbemehet. Amennyiben a szondakör a katódhoz képest épül ki, a mérések so-
rán a szondának — annak kisülésbeni helyétől függően — a katóddal megegyező és 
annál magasabb feszültséget kell biztosítani. A vizsgálat kísérleti részéről és a 
szükséges előzetes ellenőrző mérésekről ehelyen nem lesz szó, erre a továbbiakban 
kerül majd sor. 
1. ábra. Az egyenáramú szon-
daméréseknél alkalmazott elekt-
romos kapcsolási elrendezés 
blokkdiagramja 
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Ha a szondára a katódhoz képest különböző feszültség jut , úgy a szondán lefolyó 
szondaáram a szondafeszültség függvényében ábrázolva karakterisztikus görbét ad 
az ún. Langmuir-féle szondakarakterisztikát. A 2. ábrán az ideális szondakarakterisz-
AB — az ionáram telítési szakasza: С — a falipotenciál, CD 
— az elektronáram felfutási szakasza ; D — a gáztér (plazma) 
potenciálja, DE — az elektronáram telítési szakasza; EF — a 
tértöltési rétegben meginduló ionizációk szakasza 
ismertetett mérési feltételek maradéktalanul teljesülnek. Az F tengelyre az Is szonda-
áram logaritmusa van felvíve, az X tengelyre pedig a Vs szondafeszültség. Mint 
látható, a karakterisztika több jól szétválasztható jellegzetes szakaszból tevődik 
össze. A különböző potenciállal bíró szonda és a plazma közötti potenciálesés 
minden esetben jó közelítésben a szondát körülvevő és az azt leárnyékoló tértöltési 
tartományban lép fel [2]. E tértöltési tartományban a Maxwell—Boltzmann eloszlás 
alapján (felhasználva az előzőekben megadott feltételezéseket) az elektron és ion-
koncentrációkra írható [7]: 
eV 
tti = n0-e k T ' (5) 
eV 
ne = n0-e
kT
° (6) 
feltételezve, hogy 
j e V « m a х ( Г , , Г
с
) , (7) 
ahol 
«i az ionok koncentrációja a tértöltési tartományban 
ne az elektronok koncentrációja a tértöltési tartományban 
n0 a töltéshordozók egymással megyegyező koncentrációja a perturbálatlan 
plazmában; a kvázineutralitás feltételezése mellett, 
V a szonda környező kisülési térhez képest vett potenciálja. 
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A tértöltési rétegen túl, az annak környezetében levő plazma elektronkoncentrá-
cióját az ionkoncentrációval azonosnak lehet venni amennyiben a kvázineutralitás 
fennáll, mert mint a későbbiekben kiderül, a különböző potenciállal bíró szonda 
perturbáló tere a szondától megfelelő távolságban lecseng, a plazma egyensúlyi 
állapotát nem befolyásolja. 
A V szondapotenciál (a környező kisüléses tér potenciáljához viszonyított 
potenciál) és a tértöltések közötti összefüggés az előzőekben megadott (5), (6) egyen-
letek alkalmazásával a Poisson-egyenlet alapján: 
(eV eV \ 
n0e
 kT
'-n0e
kT
'J, 
ami a (7) feltétel alkalmazásával jó közelítésben megegyezik 
V2F = 4nn0 e2 V (Ti + Te)- T.-T.. 
(8) 
(9) 
alakú, egyszerűbben áttekinthető összefüggéssel. A potenciál értéke, s annak hely-
függése ezek alapján számolható. Pl. gömbszimmetrikus esetben a (9) egyenlet 
megoldásával a 
V - -
V(r) = f^-e h (10) 
r 
potenciálalak adódik, amely az ismert Debye—Hückel potenciálnak felel meg, 
ahol 
T-T ( 1 1 ) 
г / 4пп0е2(Те + Т,) 
a jól ismert karakterisztikus Debye-távolságot jelenti. Jó közelítésben ez a lineáris 
mérete kis szondapotenciálok esetén a szonda és a plazma közötti átmeneti tértöltés-
rétegnek. 
Amennyiben a [7] egyenlőtlenség nem áll fenn, úgy általános esetben a [8] 
összefüggés alapján adható meg a tértöltés koncentrációja és a szondapotenciál 
közötti összefüggés, a plazma potenciáljához képest vett szondapotenciál előjelétől 
függően. A pozitív szonda (kisülési tér potenciáljához képest) esetén: 
V 2 F = — 4ле 
Negatív szonda esetén 
V 2 F = - 4 ne 
eV 
nae~
kTi
-ne(v)\- (12) 
eV 
n f V ) - n0e~W-\. (13) 
A (12) és a (13) összefüggésben szereplő ne(V) ill. az n,(V) függvényeket külön meg 
kell határozni. E meghatározáshoz segítségül szolgál az a feltétel, hogy a kisülési 
térbe benyúló szondát lehetőleg úgy választjuk meg, hogy az a töltéshordozók 
közepes szabad úthosszához képest kisméretű legyen, s így a kisüléses térben számot-
tevő zavart ne okozzon. Ennek megfelelően a szonda átmérője (speciális alakú szon-
dáknál a legnagyobb geometriai jellemzője) jóval kisebb, mint az elektronok, vagy 
ionok közepes szabad úthossza, s így a plazma potenciáljához képest alacsonyabb 
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potenciálon levő szondára jutó áram a töltéshordozók előjelétől függetlenül, a gáz-
kinetikai megfontolások alapján (7.10) 
is — \e-nv' s (14) 
lesz, ahol v a töltéshordozók számtani középsebessége, S a szonda aktív, töltéshordo-
zókat felfogó felülete. 
Ezek felhasználásával számolhatók a szondakarakterisztika egyes szakaszainak 
jellemzői. 
2. A környező kisülési tér potenciáljához (plazmapotenciálhoz) képest negatív szonda. 
Retardáló tér az elektronokra nézve 
Ha a szonda potenciálja az azt körülvevő kisülési tér (vagy plazma) potenciáljá-
hoz képest sokkal alacsonyabb, akkor azt pozitív ionokból álló tértöltésréteg veszi 
körül (2. ábra AB szakasz). A szonda elektromos tere fékezi a random mozgásuk 
során arra haladó elektronokat, s így ezek csak kevéssé, vagy igen nagy szonda-
feszültségek (negatív értelemben) esetén egyáltalában nem jutnak már a szondáig. 
Jó közelítéssel azt lehet mondani, hogy a szonda az elektronokat mind eltaszítja 
magától, s csak a tértöltés által limitált ionáramot veszi fel. A szondát körülvevő 
pozitív töltéshordozók alkotta rétegben erősen negatív szonda esetén negatív töltés-
hordozók tehát nem léphetnek fel, ott gerjesztés, ionizáció nem alakulhat ki, s e réteg 
emiatt gyakran szabadszemmel is megfigyelhetően sötét marad. Ilyen módon közelí-
tőleg megbecsülhető a tértöltési réteg vastagsága. A mérések szerint [2] a tértöltési 
réteg vastagsága függ a szonda potenciáljától és a szondán lefolyó áramtól. Ugyan-
akkor bizonyos fokig függ az elektronok átlagos energiájától, valamint koncentráció-
jától is. 
Ha a szonda potenciálja elég alacsony a környező kisülési teréhez képest és az 
azt körülvevő tértöltési réteg d vastagsága elég kicsi, úgy feltehető, hogy az összes, 
szondára ütköző pozitív töltéshordozót a szonda fel tudja fogni reflexió-mentesen, 
az — ezekre a töltéshordozókra nézve — perfekt abszorbernek tekinthető. Ha elektro-
nok nem lépnek ki a szonda felületéről, valamint a tértöltési rétegben nem játszódik 
le kölcsönhatás, ionizáció stb. a kezdetben tett feltételek értelmében, úgy a szondán 
lefolyó áram a (14) összefüggés alapján 
ii = $e-niv-s (15) 
formában adható meg, ahonnan a szondára jutó áramsűrűség számolható 
ji = ie-niv (16) 
Az ismeretes tértöltési összefüggésből (2) kiindulva megadható a szondát körülvevő 
tértöltési réteg és a szonda potenciálja közötti összefüggés sík szonda esetében, a 
kezdeti ionsebességek figyelembevételével: 
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ahol
 ey 
" = h ( 1 8> 
és Ka szonda kisülési térhez viszonyított potenciálját jelöli. Látható, hogy a tértöltési 
réteg vastagsága a szonda potenciáljának 3/4. hatványával, s a szondára jutó áram-
sűrűség 1/2. hatványával arányos. 
Hengeres szonda esetén ezen összefüggés némileg bonyolódik [2], itt bejön az 
összefüggésbe a hengeres szonda / palástmagassága, valamint az r szondasugár és 
a d tértöltési réteg sugár hányadosa: 
14,86-10"6 
W; 
m a 
ahol 
ß = у — 0,4y2 + 0,09167y3— 0,01424y4+0,00168y5 (20) 
ahol 
V = l o g ^ , (21) 
ahol a a tértöltési réteg sugara. 
Gömbszondánál az r szonda-sugár és az a tértöltési réteg-sugár hányadosa jön be: 
4
^ K 7 £ J F 1 + A 0 2 4 7 L / | L ( 2 2 > f 
ahol 
« = / Ы (23) 
közelítőleg 
a2 = y2—0,6y3+0,24y4—0,074y5+... (24) 
ahol а у értékét a (21) összefüggés definiálja. 
Az itt bemutatott összefüggések megfelelő helyettesítések után jól alkalmazha-
tók a különböző szondapotenciáloknál adódó tértöltési rétegvastagságok meghatá-
rozására. 
A kisülési térhez képest negatív szonda esetén sík szondáknál a két különböző 
úton nyert (16) és (17) összefüggés összevetésével egyes adatok ismeretében számol-
ható pl. a tértöltési réteg vastagsága, vagy az ion-hőmérséklet: 
i2
 л
Гё vi' 
Ji
 9n \ m,' d2 
V kTi 
\ en f i . (25) 
A (25) összefüggésben mérhető a /), V és esetleg a d értéke, m{ pedig ismert. Ha 
nt = 1012 ion/cm3, és az 
±mivf=0,leV (26) 
azaz kb. háromszorosa a szobahőmérsékleten adódó termikus energiának, úgy 
higanygőzkisülések esetén a higany ionok átlagos sebessége 
ü , = 3-104 — . (27)' 
sec 
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Ha a F = —81 V, úgy a fenti adatok felhasználásával cl=2,8 mm-nek adódik [1]. 
Ez adja a kisülési térben levó' szonda körüli sötét tértöltési réteg vastagságát. Az 
előző összefüggések értelmében ez láthatóan összefügg a szondajellemzőkkel, valamint 
a vizsgált kisülési tér töltéshordozóinak tulajdonságaival. 
Ha a szonda potenciálja nő, közeledik a plazma potenciáljához, úgy egy bizonyos 
potenciálértéktől kezdve már néhány nagyenergiájú elektron is beleütközik bizonyos 
valószínűséggel a szondafelületbe. Ezek nagy energiájuk révén a retardáló téren át is 
elérik random mozgásuk során a szondát. így ez esetben a szondaáramot már a 
pozitív ionáram és az ilyen módon adódó elektronáram összege teszi ki: 
is = - / . (28) 
ahol ie a szondára jutó elektronok árama. Élve a kiinduló feltételezésekkel, ez esetben 
azzal, hogy az elektronok a tértöltési rétegben kölcsönhatások, ütközések során 
nem veszítenek energiájukból, azt lehet mondani, hogy a (28) szerinti ie elektron-
áramot az elektronok adott energiaeloszlási függvénye révén jellemezni lehet. Fel-
tételezve a Maxwell—Boltzmann eloszlást, az S felületű szondára egységnyi idő 
alatt X irányból vx és vx + dvx sebességgel ütköző elektronok száma 
4 = - ' V - = { dyex. (29) 
А аУл 
Ezen elektronok közül csak azok jutnak el adott V szondapotenciálnál a szondáig, 
amelyek sebességének x komponensére fennáll 
±т
е
о
2
ШеУ
ех
 (30) 
A szondára jutó összes elektronokból álló áram a ( Vk• =o) határok közötti integrál 
útján adható meg: 
M
 2 2 
S-e-n, f Ver e-ne-S — 
e * dvtx= a-e ' (31) 
>-e-ne í 
4Ул J 
vk 
 « * 2 \ ' n 
ahol 
es a 
me 
r2eV 
m e 
Az áramsűrűség a (31) összefüggés alapján 
2kt 
а
2
 = - ^ (32) 
/ 
У 
le Л: kTe 
Je
 ~ Is ~ е'Пе" |/ 2шп
е 
kT - — 
Л
 » kT
 e 
(33) 
(34) 
Amennyiben az elektronok energiaeloszlása nem a Maxwell—Boltzmann energia-
eloszlás, úgy az 
-A=r-e ** dv. 
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kifejezés az nef(vx)-dvx kifejezéssel helyettesítendő. Itt az / ( v x ) adja a szóban forgó 
energiaeloszlási függvényt implicit alakban. Az integráció eredménye ezen eloszlási 
függvény jellegétől függően általában eltér az itt ismertetettől. Feltételezve a 
Maxwell—Boltzmann eloszlást, valamint azt, hogy a Te és az ne értéke független 
a V szondafeszültség változásától, a (34) összefüggés logaritmizálásával 
logy, = В (35) 
alakú kifejezés adódik, ahol 
В = log 
Ábrázolva a (35) szerinti 
l / k - T e (36) 
( 
log Á = / ( F ) 
függvényt, egy egyenes adódik, amely a (36) egyenlettel definiált В pontban metszi 
a \ogje tengelyt. Innen В értéke adható meg. 
Ugyanakkor további jól használható összefüggés nyerhető a (35) egyenlet V 
szondapotenciál szerinti differenciálhányadosának képzésével 
d\ogje _ d\ogje _ e 
dV dVs kT„ 
(37) 
ahol az e és к ismert konstansok, a Te értéke így innen számítható; а V értéke vol-
tokban, a je értéke Л/ст2-Ьеп adandó meg. Ha úgy választjuk meg a számolásnál 
felvett kiindulási pontokat, hogy a köztük levő áramsűrűség logaritmusának különb-
sége egységnyi legyen (A log / e = l ) , úgy az elektronhőmérséklet értéke a 
Te=\,\l-WAV (38) 
összefüggés alapján közvetlenül megadható. 
Az elektronhőmérséklet értéke grafikus úton is számolható, lényegében ehhez 
hasonló módon [7]. A 2. ábrán feltüntetett szondakarakterisztika С pontja felé 
közeledve exponenciálisan nő az elektronáram komponens, míg az ionáram kompo-
nens a szonda növekvő potenciáljával csökken. A szondán lefolyó összáram a (28) 
összefüggés értelmében ezek eredőjeként alakul ki: 
eV 3 
is = A-e kT'+B-V2, (39) 
ahol А, В konstansok. A (39) egyenletben szereplő második tag a telítési jellegű 
ionáram tag. Jó közelítéssel úgy képzelhető el a plazma-átmeneti tértöltési réteg 
határa, mint egy effektív töltéshordozó emitter [7]. Az emitterből kilépő elektronok 
ége 
i . ^ i . - h o. (40) 
ahol i'i0 a telítési ionáram, innen a (37) egyenlet alkalmazásával 
T. 1 
' 2 T 
sebessége |/ ^--vel arányos, ie árama 
e г/log fa-/,-„) 
dV 
(41) 
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Ezen meggondolás alapján grafikusan a következő módon adható meg a Te elektron-
hőmérséklet értéke: a 2. ábrán feltüntetett szondakarakterisztika С pontjában a 
szondára jutó ionáram és elektronáram összege 0, tehát itt 
ie = ii- (42> 
Lineárisan extrapolálva — az egyébként is lineáris menetű — ionáram-görbe nagyobb 
szondafeszültségekhez tartozó pontjai megadhatók. Az is=f(V) és a / i = g ( E ) 
függvények pontonkénti kivonásával nyerhető, a 3. ábrán bemutatott ie=h(V) 
függvény. Ezen függvények független 
változója a szondafeszültség. A számított 
pontok számát eléggé sűrítve kielégítő 
pontossággal (az eddig elkövetett hibánál 
nem nagyobb hibával) megadható az 
ie = h( V) görbe, amelyben az előzőek alap-
ján szerepel a Te elektronhőmérséklet ér-
téke, ahonnan ez az előzőekhez hason-
lóan számolható is. Az itt alkalmazott 
lineáris extrapolálás nem a legszerencsé-
sebb variáns, mégis esetenkénti alkalma-
zása célszerű, mivel a számítások menetét 
nagymértékben leegyszerűsíti [7]. 
Bizonyos esetekben, más jellegű szá-
mításoknál további speciális paraméterek 
megadásához is szükséges az elektronáram 
és az ionáram szétválasztása, amely az itt ismertetett módszer segítségével grafikus 
úton gyorsan elvégezhető. 
Negatív szonda esetén — a plazma potenciáljához képest véve —, általános 
esetben a tértöltési összefüggés alakja, ami a (13) egyenlet levezetésénél már szóba-
került: 
eV 
A2V = 4nen0e -An-enfiV), (43) 
ahol Ka szonda és a plazma közötti potenciálkülönbséget jelenti. Ezen összefüggés-
ből kiindulva Böhm adott meg negatív szondák esetében alkalmazható módszert 
[8], amellyel erős mágneses tér jelenlétében is reális eredményeket adó szondamérések 
végezhetők. A módszer kidolgozására az adott lehetőséget, hogy az ionok mozgását 
kis áramsűrűségek esetén a mágneses tér még nem zavarja számottevően. Sokkal 
erősebben kimutatható a mágneses tér hatására beálló változás az elektronok moz-
gását tekintve. így a Langmuir-féle szondakarakterisztika ionáram szakasza mág-
neses tér jelenlétében sem szenved torzulást, míg az elektronáram szakasz jellege 
megváltozik, nem marad áttekinthető és kiértékelhető. 
A (43) összefüggés, ami lényegében a (13) összefüggés egy másik formája, s 
ismételt leírását csak a jelenlegi diszkusszió tette szükségessé, fizikailag a 4. ábrán 
látható módon interpretálható. Az Y tengelyre az ne, ill. nt elektron-, ill. ionkon-
centrációk vannak felvíve, valamint a zavartalan plazmában, kvázineutralitást fel-
tételezve az nü — ne = ni töltéshordozókoncentráció fix egyensúlyi értéke. Az X 
tengelyre a különböző távolságok vannak felvíve. Az ábrán rs jelöli a szonda sugarát, 
d a szondát körülvevő tértöltés-réteg vastagságát. 
3. ábra. Az ie = h(V) függvény meghatározása 
az Ú=/ (K) és az i,=g(V) függvényekből, 
grafikus úton végzett kivonással: 
ic = h(V) = f(V)-g(V) 
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A szonda közvetlen köze-
lében, ahol a 
gyakorlatilag nincsenek elektro-
nok, az ne értéke nullának vehe-
tő. Olyan r távolságban kezde-
nek megjelenni az elektronok, 
amelyre nézve a 
у м ф 
п
е
,п,-
t 
n e 
-По 
Plazma 
\ 
Tértöltési 
tartomány 
4. ábra. Az n, elektron- és az m ionkoncentráció 
helyfüggése a szondakörüli tartományban 
Szonda 
fennáll. Ez azt jelenti, hogy az 
rs és d közötti átmeneti tarto-
mányban, a tértöltési tartomány-
ban fellépő feszültségesést a po-
zitív tértöltések adják. A szon-
dától távolodva nő az ne elektronkoncentráció értéke, az л, ionkoncentráció 
pedig miután a szonda tere már kevéssé érződik, az n0 érték felé csökken, s egy bizo-
nyos távolságon túl már gyakorlatilag ismét kvázineutrális, perturbálatlan plaz-
máról lehet beszélni. 
A szonda rs sugarának méreteit az előzőek értelmében a közepes szabad úthossz 
nagyságától függően kell megválasztani, míg a d tértöltési réteg vastagsága a (19), 
<20), (21) összefüggések alapján határozható meg. Általában fennáll 
» d — r. (44) 
A (43) összefüggés alapján számolva a 4. ábrán bemutatott ne = ne[Vs(r)] és «,= 
= w,[Es(r)]-nek megfelelően a Vs(r) 
szondapotenciál térbeli lefutását, 
távolságfüggését az 5. ábra mutatja. 
Az alkalmazott jelölések az előzőek-
kel egyezők. A szonda közvetlen kö-
zelében a potenciál nagysága Vs(rs), 
s erről az értékről csökken le me-
redeken a d sugarú tértöltési réte-
gen át a Vs(d) potenciál értékig, 
amely még mindig jól mérhető, 
nagysága : 
Szonda Tértöltési 
tartomány 
Vs(d) = k ^ . 
e 
(45) 
Plazma 
5. ábra. A potenciállefutás a szonda környezetében 
A szondától d távolságban már je-
lentősen csökken a pozitív tértöltés 
koncentrációja, nő az elektronkon-
centráció, kezd a kvázineutralitás 
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helyreállni, a szondapotenciál értéke tovább csökken, Ks(°o) — 0. A kisülési térhez 
képest negatív szonda esetén lejátszódó folyamatok részletes értelmezése a külső 
mágneses tér jelenlétében elvégzendő szondamérések diszkutálása miatt fontos. 
Az itt ismertetett tárgyalásmód csak a fontosabb eredményeket öleli fel. A negatív 
szonda esetén alkalmazható részletes elméleti leírást már Langmuir elvégezte [2], 
sík, hengeres és gömbszondák esetére, figyelembe véve a különböző irányú sebesség-
komponenssel rendelkező töltéshordozók mozgását, random mozgásukra szuper-
ponált drift mozgását, sebességeloszlását, valamint a szondakörüli térben levő elektro-
nok fékezési mozgását. A jelenségek leírásánál két út állt rendelkezésre [2], a tisztán 
mechanikai problémaként való tárgyalás és a tértöltési viszonyok alapján lehetséges 
leírás. Mindkét módon azonos eredmények adódnak. E részletesebb tárgyalás fizikai 
szempontból érdekes, azonban új és használható motívumokat nem szolgáltat a 
szondamérés elvégzéséhez. Megemlítendő, hogy ideális szonda esetén a 2. ábra 
szerinti karakterisztika А В szakaszának, a telítési szakasznak az X tengellyel párhuza-
mosnak kellene lennie az itt levezetett összefüggések alapján. Ez azonban általában 
az X tengellyel bizonyos szöget zár be, azaz a fokozódó negatív szondafeszültséggel 
általában még mindig nő a telítési ionáram is. E jelenség kísérleti vizsgálata során 
bebizonyosodott, hogy ennek magyarázata a szonda véges kiterjedése miatt az annak 
határain, szélein fellépő folyamatokra vezethető vissza [11]. 
A fali potenciál 
Amennyiben a szondára jutó negatív feszültség értéke csökken, azaz a szonda-
potenciál és a kisülési tér vizsgált pontjabeli potenciál közötti különbség csökken, 
úgy egyre több elektron jut a szondára; az előzőek értelmében a szondára jutó 
elektronáram e feszültségcsökkenéssel exponenciálisan nő. 
Bekövetkezik egy olyan állapot, egy adott Vf szondapotenciálnál, amikor a 
szondán nem folyik áram, azaz az elektronáram komponens nagysága megegyezik 
az ionáram komponenssel. Ez a 2. ábrán bemutatott ideális szondakarakterisztika 
C-vel jelölt pontjában áll elő. Meg kell jegyezni, hogy ez nem azt jelenti, hogy ekkor 
a szonda potenciálja a kisülési tér potenciáljával azonos. A Vf szondapotenciál e 
pontban kisebb a környező perturbálatlan kisülési tér potenciáljánál. 
Az a tény, hogy ez esetben az elektronáram a fennálló fékező szonda-erőtér 
ellenére is az ionárammal azonos nagyságú, az alábbi módon magyarázható: a 
szondára jutó ionáram az előzőekben tárgyalt tértöltési egyenletekből levezethető 
tértöltés által limitált érték. Az elektronáramot a diffúziós viszonyok szabják meg, 
az tisztán diffúziós jellegű [1]. Az átlagos elektronenergiák általában jóval nagyobbak, 
mint az ionenergiák. Az elektronok plazmában való ütközések révén (atom, vagy 
molekula -partnerrel) adódó energiavesztesége legfeljebb fe = 10 ~2, míg az ionok 
ütközési vesztesége/ ; = 0,3 (szintén atom, vagy molekula partnerrel) [1]. Ugyanakkor 
az elektronok kis tömegük révén az ionokhoz képest nagy random sebességgel 
rendelkeznek, s e rendezetlen, diffúzió megszabta mozgásuk során el tudják érni 
a számukra fékezőtérben levő szondafelületet, mégpedig nagyobb számban, mint 
a random mozgást végző pozitív ionok. Ennek következtében adódik, hogy a Vf 
fali potenciál értéke alacsonyabb, mint a plazmapotenciál. Ezt az állapotot az 
„izolált szonda" állapotának is szokás nevezni [2]. 
Az izolált szonda állapotában szonda körül végbemenő diffúziós jelenségek és 
mozgási problémák az ambipoláris diffúziós összefüggésekből kiindulva tárgyalha-
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tók [2]. Kimutatható, hogy a falra, vagy szondára, normális viszonyok között 
mintegy három nagyságrenddel nagyobb sebességgel érkeznek az elektronok, mint 
az ionok, valamint bebizonyítható, hogy a falhőmérséklet főleg a fali rekombinációs 
folyamatok miatt általában magasabb, mint a kisülés közepén, a plazmában fellépő 
hőmérséklet [1]. Természetesen itt szilárd falról van szó, nem pedig mágneses palack-
ról, vagy mágneses tükörről. 
A fali potenciál általában néhány (1—5) volttal alacsonyabb, mint a környező 
kisüléses tér potenciálja (plazmapotenciál). Itt ez esetben e fali potenciál a többé-
kevésbé ionizált gáztér és a kisülési csőfal kontaktusa során alakul ki, de ilyen jelen-
séggel lehet találkozni több más helyen is, pl. szilárdtestfolyadék, folyadék-folyadék, 
vagy szilárdtest-szilárdtest határok esetén is. Amennyiben az eredeti, előzőekben 
tárgyalt kikötések teljesülnek, s a töltéshordozók ez esetben a szondafelülettel, mint 
falrésszel nem lépnek reakcióba, úgy a diffúziós jelenségek tárgyalása a többi itt 
ismertetett határfelületek esetén adódó viszonyokhoz képest egyszerűsödik. 
Miután a Vf potenciálú szonda esetében a /s = 0, az előzőek értelmében ie = it, 
s így 
1 _ 1 eVf 
h = 4 e'nAi = j e-neve-e kT• = ie (46) 
s fenntartva a kvázineutralitást ez esetben is, ezen (46) összefüggés a 
= = (47) 1
 e vt 2e Ti-me 
» 
formában egyszerűbb alakban írható fel explicite kifejezve a fali potenciál értékét. 
Higanygőzkisülés esetén ha a Te = 2000°K (kb. 0,2 eV) és а 7) = 400°К, 
miután ez esetben az mjme= 1 836 200, a fali potenciál értéke Vf = — 2,46 V-nak 
adódik [1]. Az itt felhozott példák mind nikkel felületü szonda és higanygőzkisülés 
esetére vonatkoznak. Ennek oka az, hogy a vizsgálatok szerint [9] a negatív nikkel 
anyagú szonda higanygőzkisülésben nem emittál elektronokat. Minden más anyagú 
szonda, bármely más gázzal ez esetben többé-kevésbé számottevő elektronemissziót 
ad. Esetenként szokás ezért a negatív (környező kisülési térhez képest) szondát, 
mint katódot felfogni, s az előtte levő tér pozitív tértöltésekből álló sötét terét pedig 
mint katódi sötét teret kezelni [9], s a vizsgálatokat ilyen analógia alapján lefolytatni. 
A fali potenciállal bíró szonda esetén is ki lehet terjeszteni a tárgyalást olyan 
esetekre, amikor a töltéshordozók, főleg a negatív töltéshordozók speciális mozgása 
is figyelembe van véve, így többek között az az eset is, amikor a töltéshordozók 
egy része belép ugyan a szonda terébe, de random mozgása során nem ütközik a 
szondára, pályája elgörbült, elkerüli a szondát (orbital motion) [2]. 
A környező kisülési térrel (plazmával) megegyező potenciálú szonda 
Amennyiben a szonda potenciálja tovább növekszik, közeledik a kisülési tér, 
vagy plazma potenciáljához, úgy az előzőekben levezetett egyenletekből láthatóan, 
csökken a szondát körülvevő tértöltési réteg vastagsága, s csökken az ionáram 
értéke, s ennek nagyságát a diffúziós folyamatok kezdik megszabni. Ugyanakkor 
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mindaddig, míg a szonda potenciálja a plazma potenciálját el nem éri, az elektron-
áram értéke exponenciálisan nő, a fennálló energiaeloszlási függvénynek meg-
felelően. A szondakarakterisztika ezen szakasza a 2. ábrán feltüntetett CD szakasz-
nak felel meg, ha az elektronok sebességeloszlása valóban megfelel a Maxwell— 
Boltzmann sebességeloszlásnak. A szondakarakterisztika D pontjánál egy könnyök 
látható. E pontban a szonda potenciálja megegyezik a környező kisülési tér poten-
ciáljával, itt 
eV 
kT, (48) 
mivel а К a kisüléses tér potenciáljához viszonyított szondapotenciál ez esetben 0. 
E pontban eltűnik a pozitív tértöltési réteg, a szonda mintegy közvetlenül érintkezik 
a plazmával, „bemerül" a kisülési térbe. A tértöltési réteg eltűnésével a szabad 
diffúziós áramlás töltéshordozó árama éri a szondafelületet, ami az elektronok és 
ionok számottevő sebességkülönbsége miatt a többlet negatív töltéshordozókból 
eredő „negatív" áramot biztosít. 
A számítások szerint e pontban a fellépő ionáram nagysága elhanyagolható az 
elektronáraméhoz képest. Miután a szonda potenciálja megegyezik a kisüléses tér 
potenciáljával, ezen állapotban sebességétől függetlenül bizonyos találati valószínű-
séggel minden elektron elérheti diffúziós áramlása során a szondát. 
A kialakuló elektronáram 
= e - n e - S \ / Z 7 2 , (49) 2n-nu 
a pozitív ionok diffúziós árama pedig 
/ 
» , • 5 l / P 
\ In-m 
(50) 
Mindkettő számítása (14) egyenlet alapján történt, behelyettesítve a Maxwell-
Boltzmann eloszlás feltételezéséből számolt 
. - I I ^ L Í D 
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számtani középsebesség elektronokra és ionokra vonatkozó értékét. 
A 2. ábra szerinti CD szakaszon a szonda által felvett áram jellemző az elektro-
nok sebességeloszlására, ezen elektronok, amelyek a szondára jutottak, a szonda 
csökkenő fékező-terét győzték le. Az elektronkoncentrációra jellemző az e szakasz-
ban szondára jutó elektronok száma. Ha n'e jelöli a szonda előtti térben levő elektro-
nok koncentrációját, úgy a Maxwell—Boltzmann eloszlás alapján 
eV 
n'e — ne-e
 kT
" (52) 
adja ezen elektronok koncentrációját, ahol V ismét a szonda kisülési térhez képest 
vett potenciálja. Innen 
i'e = jé 'S = ^ e'ne be'S — ~ e-neve-S-e. (53) 
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Véve ennek a logaritmusát: 
1 I eV 
log = log I - e ne-ve S \ — £ j r , (54) 
vagy bevezetve a Briggs-féle logaritmust 
2,303 • log10 i'e = k o n s t - ^ r V. (55) 
Ha tehát a szondaáram logaritmusa a szondafeszültség függvényében van ábrázolva, 
úgy ideális esetben egy egyenes szakasznak kell kiadódnia Maxwell—Boltzmann 
eloszlásnál, a 2. ábra szerinti CD szondafeszültség tartományban. Ennek M meredek-
sége az (55) egyenlet szerint 
M
— i f e - <56> 
A szondafeszültséget F-ban kifejezve (1 V = 1/300 ESE): 
2,303 log10 i'e = konst - - < 5 7 ) 
2,3031og10£ = k o n s t - M ^ - F (58) 
1 e 
adódik. Innen figyelembe véve, hogy a D pont közelében már a pozitív ionok árama 
elhanyagolható az elektronok diffúziós áramához képest, azt lehet venni, hogy az 
i e ^ í s (59) 
Az (58) és (59) összefüggések alapján a CD egyenes szakasz hajlásszögéből könnyen 
meghatározható a Te értéke: 
2,3034 log10/s 11600 
AVs 
(60) 
ahol a AVS = AV, mivel a plazmapotenciál értéke a különbségképzésnél kiesik. A Vs 
valamelyik fix, referencia elektródához, vagy Földhöz viszonyított potenciálérték, 
ami műszeren közvetlenül leolvasható, az is értéke ugyancsak műszerrel közvetlenül 
megadható. A számításoknál azok gyorsítása érdekében célszerű a AVS értéket 
1 V-nak választani. 
Amennyiben a Te értéke ilyen módon már ismert, úgy az (51) összefüggésből 
a ve számolható, majd ennek felhasználásával az (53) egyenletből az ne elektron-
koncentráció értéke határozható meg, s ezzel a mikrofizikai paraméterek egész sora 
számítható. 
A szonda a plazmapotenciálnál perfekt abszorbere (11) a diffúziós áramlás 
révén odaérkező töltéshordozóknak, s a 2. ábra szerinti D pontban látható törés 
nemcsak az exponenciális elektronáram növekedés végét jelzi, hanem azt is, hogy a 
szonda körüli tér jellege megváltozik. Az eddig elektronokra nézve fékező, retardáló 
tér itt csap át gyorsító térbe. E pontban azonban még semmilyen, szonda által elő-
idézett térről nem lehet beszélni, annak potenciálja a környező tér potenciáljával 
azonos. Az e(D) pontbeli állapot egy indifferens középállapotnak fogható fel. 
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Az itt ismertetett számítások elvégzésénél is figyelembe kell venni, hogy a külön-
böző alakú szondák áramfelvevő felülete különböző nagyságú és jellegű. Ezt meg-
felelő korrekciós faktorok vagy függvények alkalmazásával lehet biztosítani (12). 
Ezen korrekciós függvények hengeres és sík szondák esetére az irodalomban (12) 
részletesen ismertetve vannak, s a szondasugár és a tértöltési sugár hányadosaként 
vannak előállítva. 
A pontos számításoknál figyelembe kell venni a random mozgást végző töltés-
hordozók szondára ütődésének valószínűségét is. Ez szintén egy függvény formájában 
adható meg, amely a szóban forgó töltéshordozó energiáját is tartalmazza, mint 
független változót (12). A számítások és mérések módját minden esetben befolyásolja 
a megkövetelt pontosság és a vizsgálat jellege, célja. Ezek részletes tárgyalására a 
továbbiakban kerül sor a szondamérési módszer kísérleti tárgyalásánál. 
A kisülési térhez (plazmához) képest pozitív szonda 
Ha a szonda potenciálja a körülötte levő kisülési térhez (plazmához) képest nő, 
úgy ismét kialakul a szonda körül egy tértöltési réteg, ezúttal azonban elektronokból. 
A szondára jutó elektronáram és ionáram is megszűnik diffúziós jellegűnek lenni. 
Ha a szonda csak néhány tized volttal pozitívabb, mint a környezete, úgy a kísérletek 
szerint a pozitív ionokból álló diffúziós áram is már csaknem teljesen eliminálódik (1). 
A szonda körül kialakuló, negatív töltéshordozókból álló tértöltési réteg folya-
matai eltérnek a pozitív ionokból álló tértöltési réteg esetén végbemenő, előzőekben 
tárgyalt jelenségektől, amelyek negatív szondapotenciálnál alakulnak ki (1). A negatív 
töltéshordozók árama az 
i e — \ e 4 T e v e - s (61) 
összefüggés alapján számolható: 
_ A~kTe 2 ÁYe Vi 
az áramsűrűség 
• - 2 Í 2 Y Ï Je
 Ye"df' 
ahol de jelenti az elektronokból kialakuló tértöltés vastagságát sík szonda esetében. 
Megjegyzendő, hogy a (62) összefüggésben szereplő e/me lényegesen nagyobb, 
mint ugyanezen hányados egyszeresen ionizált atomok esetében e\m{, ezért várhatóan 
nagyobb tértöltési vastagságok adódnak ezesetben, mint a negatív szondát körülvevő 
pozitív tértöltési tartománynál [17]. 
A szondakarakterisztika DE szakaszán a szondára folyó áramot —- amely túl-
nyomó részben elektronáramból áll — a tértöltés limitálja, azonban itt is, mint az 
ionáram telítési szakaszánál a szonda véges kiterjedése miatt fellépő kerületi, vagy 
határjelenségek torzítják a karakterisztikát. Ilyen szempontból ideális szondakarak-
terisztikát csak végtelen nagyfelületű szondáknál lehetne remélni, ahol a szonda-
felületek szélein fellépő folyamatok magán a szondafelületen fellépő folyamatokhoz 
(áramfelvétel stb.) képest elhanyagolhatók lennének. 
Általában kisfelületű szondákat szokás alkalmazni, hogy ezáltal minél kisebb 
legyen a vizsgált kisülési térben keltett zavar, azonban sík szondáknál, kis szonda-
felületeknél igen számottevő a szélek miatti karakterisztika torzulás. 
(62) 
(63) 
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Ennek elkerülésére az előzőek során már említett kisfelületű hengeres és gömb-
szondákkal indultak meg a kísérletek, amelyek e szondatípusok előnyös tulajdonságait 
és jó használhatóságát támasztották alá. Természetesen, mint az előzőkben erről 
már szó volt, ezen utóbbi szondatípusokkal való mérésnél korrekciós függvényeket 
kell alkalmazni. Ez alkalmazásukat illetőleg némi nehézséget jelent, azonban, mint 
a kísérleti tárgyalásnál a továbbiakban látható lesz, ezt a hátrányt kompenzálja e 
szondaalakok néhány előnyös tulajdonsága. 
Ha a szonda potenciálja tovább nő, s sokkal magasabb potenciálra kerül, mint 
a környező kisülési tér, úgy a szondakarakterisztika jellege megváltozik, egy ponttól 
kezdve a szondafeszültség növekedtével az eddiginél fokozottabban nő a szondaáram 
(a 2. ábrán feltüntetett karakterisztika „E" pontjától kezdve). Ez az erős áramnöveke-
dés a szonda körüli térben erősen felgyorsult elektronok ionizáló hatásának ered-
ménye. A szonda környezetében, annak gyorsító tere miatt az elektronok az ionizá-
láshoz elegendő energiát vesznek fel, s az így létrejött szekunder elektronok is a 
szondára jutnak. Ezen folyamat egy adott szondafeszültségtől kezdve lavinaszerűen 
megy végbe, s ebben a szakaszban a szonda által felvett áram már általában nagyság-
rendileg megegyezik a kisülési árammal, s ennek következtében erősen megváltoz-
tatja a szonda körüli kisülési tér eredeti tulajdonságait. 
Miután az előzőkben kikötött kölcsönhatási feltétel itt nem érvényesül, e szakasz 
vizsgálata nem is hoz újabb értékes adatokat, általában ennek felvételére a mérések 
során nem kerül sor. A kölcsönhatási kikötés szerint ugyanis a töltéshordozók 
között semmilyen energiakicserélődésnek nem szabad létrejönnie a szondát körül-
vevő tértöltési tartományban, mert ezáltal a mérendő kisülési viszonyok számotte-
vően megváltoznának, az enrgiaveszteségek, koncentráció-változások révén. A 2. 
ábrán bemutatott szondakarakterisztika „ E " pontjától kezdve a tértöltési tartomány-
ban ionizáció lép fel, de lehetséges, hogy ennél kisebb szondafeszültségnél is már 
néhány elektron olyan energiára tesz szert, hogy azzal ionizálni tud, de az ezek által 
létrehozott töltéshordozó többlet legfeljebb az ideális karakterisztika alaktól való 
eltéréshez járul hozzá. Mindenesetre, a karakterisztika ezen szakaszát („£"' ponttól 
kezdődő szakaszt) már a számításokhoz nem szokás felhasználni, a DE szakaszt is 
csak a plazmapotenciál meghatározásához lehet alkalmazni, s mint telítési áram-
szakaszból csak a legritkább esetben szabad a fenti bizonytalanságok miatt követ-
keztetéseket levonni. 
A szondakarakterisztika ionáram telítési szakasza (2. ábra AC szakasz) és az 
elektronáram felfutási szakasz (2. ábra CD szakasz) nyújtja a legtöbb és legmeg-
bízhatóbb információt a vizsgált kisülési térről. 
Az eloszlási függvény vizsgálata az elektronáram felfutási szakasz alapján 
A 2. ábrán bemutatott ideális szondakarakterisztika CD szakaszát szokás az 
elektronáram felfutási szakaszának nevezni, miután itt a környező kisülési térhez 
(plazmához) képest alacsonyabb potenciálon levő szondára jutó elektronáram az 
elektronok energiaeloszlásának megfelelően fokozatosan nő, mintegy felfut a szonda-
potenciál növekedtével. Az előzőek során, a Maxwell—Boltzmann eloszlást fel-
tételezve elvégzett számítások azt mutatták, hogy ezen a szakaszon az elektronáram 
a szondafeszültség növekedtével exponenciálisan nő, s ezen karakterisztika szakasz 
ideális esetben egyenes szakasszal reprezentálható, féllogaritmikus koordináta 
2* 
2 0 4 BITÓ J . 
rendszer alkalmazásánál. Ezen egyenes szakasz meredeksége a (37) egyenlet alapján: 
d j l o g j e )
 : e 
dV kTe ' 
Az 1930-as években Druyvesteyn [13] szondaméréseket végzett alacsony-feszültségű 
oxidkatódos kisüléseknél, ahol azt találta, hogy az elektronáram felfutási szakasz 
nem egyenes, parabolikus jellegű, annak jellemzésére a következő összefüggést 
adta meg 
m 
ahol D, egy konstans érték. Ebben az esetben az energiaeloszlási függvényben olyan 
kitevőnek kell szerepelnie, amely 
' eV_ 
kT„ 
2 
(65) 
alakú. Ezeknek megfelelően az elektronáramfelfutási szakasz jellege valóban para-
bolikus. Mindenesetre azt lehet látni, hogy a szondakarakterisztika ezen szakasza 
érzékeny az eloszlási függvény alakjára, mint ez az itt végbemenő jelenségek disz-
kutálása alapján várható is. Ebből kiindulva kézenfekvő, hogy az egyes energia-
eloszlások megállapításánál ezt a karakterisztikaszakaszt használjuk fel. Először 
Druyvesteyn határozott meg [13] energiaeloszlást az elektronáram felfutási szakasz 
alakjából. 
Feltételezte, hogy a vizsgálandó eloszlási függvény alakja általánosan f(y)dv 
formában adható meg a v, v + dv sebességtartományban. Ekkor az előzőekben 
ismertetett úton megadható azon elektronok árama, amelyek a retardáló tér ellenére 
is eljutnak a szondára: 
о 
ie = I eF j f(v)dV j 7 c o s g-sin q dg, (66) 
fi 
ahol F a tértöltési réteg külső felülete, a plazma és a tértöltés határfelülete a szondától 
d távolságban. A v sebesség vektorsebesség, míg az előzőeknél csak a sebesség X 
komponensét vettük számításba a (31) összefüggéssel kapcsolatos levezetésnél. 
Itt (66) összefüggésnél q> a szondafelület normálisával bezárt szög, a második integrál 
tényező felső határára vonatkozólag a következő összefüggés áll fenn 
I me72-cos & = eV. (67) 
A felületre merőleges sebesség komponens helyett a m cos cp • sin <p-dtp áll. Az integrá-
lást elvégezve adódik 
e 
~4 
" 2eV 
(68) 
fi 
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Ezen ie — G(V) függvény a V szerint kétszer differenciálva adódik 
d2i 
dV2 
e
2F 1 
4w„ v ' f [( 2eV)i (69) 
(70) 
A (69) kifejezés átrendezésével még jobban látszik az itt alkalmazott eljárás ered-
ménye : 
4-«7,. d2ie 
e
2F 'Yv2 
ahol / jelenti a keresett eloszlási függvényt. 
Í 2 e V l * 
A / eloszlási függvény M - helyen felvett értéke a (70) egyenlet alapján 
tehát az ie=f(V) görbéből kétszeres differenciálással megadható. A (70) egyenlet 
jobb oldalán szereplő első tényező értéke önmagában számítható, ismert adatokból 
tevődik össze, így kiszámítható tehát az eloszlási függvény. Az itt megadott módszer 
egyaránt alkalmazható sík, gömb és hengeres szondák esetében. A módszer gyenge 
pontja a kétszeri grafikus differenciálás, amely nem a legpontosabb adatokat nyújtja, 
még a legnagyobb elővigyázatosság mellett sem. 
Mindenesetre ilyen módon közelítőleg jellemezhető az eloszlási függvény abban 
az esetben is, ha az esetleg több maximummal rendelkezik az elektronáram felfutási 
szakaszában. Ezen módszer az említett nehézsége, pontatlansága, miatt nem vált 
általánosan be, helyette K. G. Emeleus adott meg egy másik szellemes eloszlási 
függvény meghatározási módszert, amit R. H. Sloane és E. I. R. MacGregor fej-
lesztett ki [14]. 
Abból indultak ki, hogy az elektronáramfelfutási szakaszban a szondakarak-
terisztika általános esetben is, bármely számításba jövő eloszlásnál folytonos, nin-
csenek diszkontinuitásai, alakja a következő összefüggéssel jellemezhető [14]: 
-а2У+а3У
2
 + а,У3 + а5У* + (71) 
Ha ilyen előállítás igaz, s lehetséges, akkor mint azt Landale megmutatta [14], egy 
igen kis amplitúdójú váltófeszültség szondafeszültségre való szuperpozíciójával igen 
előnyösen használható összefüggéshez lehet jutni, ha az ezesetben adódó szonda-
áramokat Taylor sorba fejtjük. 
A szuperpozícióhoz használt kis amplitúdójú váltófeszültséget E=A-sin bt 
alakban felvéve, s sorbafejtve az /' = f(V+E) kifejezést, adódik 
/ = / ( K ) + d 2 / " ( K ) + 4 4 / " " ( F ) + sin bt 
cos bt -
A3 
sin 3bt + 
—'f""(V)+ ... 
192 1 ; 
cos Abt. 
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Az itt feltüntetett / ' , / " , / " ' , / " " az / eloszlási függvény első, 2., 3., 4. deriváltjai a F 
helyen. A kis amplitúdójú váltófeszültség szuperpozíciójával a sorfejtésnél egy új 
egyenáramú tag adódott. Figyelembe véve, hogy a szuperponált váltófeszültség A 
amplitúdója igen kicsi, annak magasabb hatványai, így már a negyedik hatványa is 
elhanyagolhatóan kicsivé teszi a deriváltakat. Emiatt az a szondaáram növekedés, 
amit a váltakozó áramú szuperpozíció váltott ki, jó közelítésben egyenesen arányos 
az eloszlási függvény második deriváltjával. A szóban forgó mérhető nagyságú 
áramnövekedést zh'-vel jelölve adódik 
Ai = ^ . f ' \ V ) , (73) 
ami direkt módon mérhető. 
E módszer alkalmazását is kritikával kell fogadni [1]. Ugyanis a szondára adott 
váltófeszültségű jel a tapasztalat szerint bizonyos fokig megmásítja a szonda körüli 
tér eredeti helyzetét, zavart kelt a kisülési térben. Emiatt nem választhatók szét 
pontosan a zavartalan eredeti kisülés és a perturbált kisülés eloszlási függvényei. 
A jelen tanulmány szerzőjének véleménye szerint, amennyiben a mérésnél alkalma-
zott váltófeszültség frekvenciája a vizsgált kisülés saját frekvenciáitól elég távol 
van, valamint az alkalmazott váltófeszültség amplitúdója eléggé kicsiny, úgy ezen 
meghatározási mód jó eredménnyel alkalmazható. A kisülési tér jellemző saját 
frekvenciáinak ellenőrzésénél nemcsak az elektron- és ion-plazmafrekvenciára kell 
gondolni, hanem az álló és mozgó rétegződések karakterisztikus frekvenciatarto-
mányára is. 
Mint az eddigiekből látható, a Langmuir-féle szondakarakterisztika egy sza-
kasza alkalmas arra, hogy annak diszkutálásával az elektronok sebességeloszlási 
függvényére lehessen következtetni több-kevesebb pontossággal. Kielégítő pontos-
sággal azonban az egyes speciális eloszlásokat még ma sem lehet meghatározni. 
Szerencsére a fizikai és technikai szempontból érdeklődésre számottartó kisülési 
típusok túlnyomó részénél az elektronok sebességeloszlása, vagy a Maxwell— 
Boltzmann, vagy pedig a Druyvesteyn eloszlásnak felel meg [1]. 
A Maxwell—Boltzmann eloszlás levezetésénél adódott, hogy a töltéshordozók 
között igen erős energia- és impulzuscsatolás áll fenn. Az eloszlás szempontjából 
az teljesen mindegy, hogy ez a csatolás milyen természetű. Amennyiben e csatolás 
fennáll, a külső zavarok nem mutatkoznak olyan könnyen a plazmában. Előfordul-
hat azonban, hogy e csatolás, pl. belső kisülési okok miatt nem tud kialakulni (tér-
töltési, rétegződési, rezgési jelenségek stb.) ekkor az elektronáram felfutási szakasz 
deformációjából ez azonnal kimutatható. E deformációkat tekintve három külön-
böző jellegű karakterisztika-torzulást szokás számontartani : 
1. a kettős könyökű karakterisztikát, két jól definiált törésponttal az elektron-
áram szakasznál, 
2. a feszültségtengely felé konvex görbületű elektronfelfutási szakasszal rendel-
kező karakterisztikát, 
3. a feszültségtengely felé konkáv görbületü elektronfelfutási szakaszú karak-
terisztikát. 
Hogy ezek a karakterisztika-típusok milyen oknál fogva alakultak ki, azt 
pontosan nem lehet megadni, mindenesetre az megállapítható volt, hogy az elektro-
nok sebességeloszlása ez esetekben eltér a Maxwell—Boltzmann eloszlástól, vala-
mint, hogy olyan eloszlás-formák alakultak itt ki, amelyek legalább két különböző 
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energiaspektrum Maxwell—Boltzmann eloszlásra bonthatók fel, esetenként jól szét-
választható primér és szekunder jellegű elektron-csoporttal [15]. Ekkor azt szokás 
tenni, hogy a karakterisztika szakaszoknak megfelelően két, vagy több elektron-
hőmérséklettel számolnak [15], s megkülönböztetésül ezeket alsó, ill. felső elektron-
hőmérsékleteknek nevezik. Általában a magasabb elektronhőmérsékletek közelítik 
meg jobban a valóságot, de mindensetre figyelembe kell venni az ennél alacsonyabb 
elektronhőrmérsékletek jelenlétét is [15]. 
A szondamérési eljárás értékeléséhez R. L. F. Boyd is megadott egy analízist 
[1], amely a pozitív tértöltéssel körülvett szonda esetén kimutatható tértöltési zava-
rokra vonatkozik. A speciális módon végzett szondamérései nem jártak a várt 
kísérleti eredménnyel. Mindenesetre az alkalmazott elméleti leírás elvileg helyes 
és több megfontolandó momentumot tartalmaz, amelyek mint finomságot a pontos 
szondaméréseknél célszerű figyelembe venni. [I] 
Mindensetere, mint látható, a kisülési paraméterek Maxwell—Boltzmann 
energiaeloszlás esetén bizonyos kikötések teljesülése mellett jól meghatározhatók a 
szondamérések segítségével. A kisülési paraméterek egy része néhány speciális elosz-
lás esetén is számolható, sőt egyes esetekben közelítőleg magát az eloszlási függvényt 
is meg lehet határozni. A kisülési tér potenciálját mindaddig elég nagy pontossággal 
meg lehet adni, amíg egy határozott töréspontú szondakarakterisztika adódik. Más 
esetekben kiegészítő módszer és megfelelő további megfontolások alapján lehet 
esetleg a szondakarakterisztika értékelését elvégezni. 
Kétszondás szondamérések 
Igen gyakran kell meghatározni a kisülési jellemzőket olyan esetekben, amikor 
a kisülésben nincsenek elektródák. Ilyenkor a kisülési csőbe egymáshoz elég közel 
két szondát vezetnek be. ezáltal egy önálló mérési és hivatkozási rendszert alakítanak 
ki. A vizsgálatok elvégezhetősége érdekében alapvető kikötéseknek kell teljesülni, 
éspedig: 
a) a töltéshordozók energiaeloszlása feleljen meg a Maxwell—Boltzmann elosz-
lásnak, 
b) az elektronáram, fékezőterű szonda esetén a Maxwell—Boltzmann exponen-
ciális törvénnyel leírható. 
c) a két szonda felülete alak és anyagi minőség szempontjából jó közelítéssel 
megegyezzen, 
d) a szondák között ne legyen kontaktpotenciál különbség, 
e) a szondák közötti potenciálkülönbségtől ne függjön az ionáram telítési 
szakaszán annak nagysága, 
f ) a szondák olyan közel nyúljanak be egymás mellett a kisülési térbe, hogy 
közöttük ne legyen számottevő potenciálkülönbség, 
g) a szondák ugyanakkor ne legyenek annyira közel egymáshoz, hogy a körü-
löttük kialakuló tértöltési tartományok jelenségeit befolyásolhassák. 
E kétszondás vizsgálati módszer E. O. Johnsontól és L. Maltertól ered [16]. 
Az már régebben kiderült, hogy a szonda által az azt körülvevő kisüléses térben 
keltett zavar meghatározása nagyon komplikált feladat. Ez különösen igaz összeeső 
plazmák, lecsengő kisülések esetén. Ekkor a szondamérés teljesen megváltoztatja a 
kisülési teret, de az így előidézett zavar nagysága ez esetben sem adható meg. 
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A Jolmson és Malter által [16] javasolt kétszondás szondamérési eljárásnál a 
plazmában kisebb zavar támad, mint az egyszondás méréseknél. Ennek megfelelően 
ez az eljárás a különböző kisülési paraméterek meghatározásánál nagyobb pontosságú 
eredményre vezet, mint az egyszondás módszer [16]. 
Egyes esetekben a kisülési cső fala vezetőanyagú. Az itt elvégzett egyszondás 
mérések, amelyeknél referencia-elektródként a fal szerepel, lényegében a kétszondás 
mérési eljárás egyik változataként foghatók 
fel. 
A kétszondás méréseknél folyó szonda-
áram általában kisebb, mint az egyszondás 
esetben folyó áram, s így a plazma meg-
csapolása kisebb lévén, kisebb az okozott 
zavar is. 
A 6. ábrán látható a kétszondás méré-
seknél alkalmazott elektromos kapcsolási el-
rendezés; a szondakörben folyó áramot az / 
műszer, a szondák közti potenciálkülönbsé-
get a V műszer mutatja, a szondák közötti 
potenciálkülönbség nagyságát a Vd változtatható egyenfeszültségű stabilizált áram-
forrás segítségével lehet biztosítani. 
A szondák távolsága, D úgy van megválasztva, hogy a fenti kikötések teljesül-
jenek. 
Általában az elektronhőmérsékletek sokkal nagyobbak, mint az ionhömérsék-
letek, s emiatt az előzőekben ismertetetteknek megfelelően a kisülésbe helyezett 
szonda negatív potenciálra töltődik fel a kisüléshez képest. A fali potenciállal bíró, 
kisülési térhez képest negatív szondára jutó elektron és ionáram összege nulla. Ezen 
áramok abszolút értékét, nagyságát a szondák felülete befolyásolja, a falipotenciál 
nagysága azonban a szonda geometriai méreteitől az előzőek értelmében független. 
Ennek megfelelően ha két vezető darab egymáshoz közel merül, izotróp plazmába, 
úgy azok potenciálja jó közelítéssel megegyezik. Ezeket vezetővel összekötve, ennek 
megfelelően közöttük áram nem folyik. Ez a rendszer egy egyenfeszültségű áram-
forrással és a 6. ábrán feltüntetett mérőműszerekkel kiegészítve a kettős szondamérés 
elektromos körét alkotja. 
Ha a 6. ábra szerinti Vd változtatható feszültségű telepről különböző potenciál-
különbségeket hozunk létre a szondák között, úgy azok ennek megfelelően a kisülési 
térből ion-, vagy elektronáramot fognak felvenni a kisülési térhez képest vett poten-
ciáljuk szerint. Kiinduló potenciálértékként — mint referencia-potenciál — a közös 
fali potenciál szerepel, ekkor a Vd = 0, a szondákat összekötő külső elektromos kör-
ben nem folyik áram, felírható a következő összefüggés: 
i = i h - i e i = /'„, - А, = 0, (74) 
amely a fali potenciállal bíró szonda előzőek szerinti értelmezéséből következik. Itt 
ij2 jelenti a fali potenciálon levő 2. jelű szondán folyó ionáramot. 
iei a fali potenciálon levő 2. szondán folyó elektronáram. 
iei a fali potenciálon levő 1. szondán folyó elektronáram. 
/,-, a fali potenciálon levő 1. szondán folyó ionáram. 
I -ES 
D Piaima 
/. szonda M 
2. szonda 
Csőfal 
6. ábra. A kettős szondával való mérésnél 
alkalmazott elektromos kapcsolási elren-
dezés 
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Ez esetben tehát az eredő áram nulla. Ha az 1. és a 2. szonda között Vd poten-
ciálkülönbséget hozunk létre, így a külső kör szondafeszültségének változtatása 
révén megváltoztatjuk a szondákon folyó áramok nagyságát. A szondákat összekötő 
külső körben olyan / áram fog folyni, amelyre fennáll 
Ha nő a szondák közötti Vd potenciálkülönbség, úgy a negatívabb szonda veszi fel 
az ionáramot, majd további Vd növekedés esetében egy bizonyos Vdo értéktől fogva 
a telítési ionáramot is, s mivel e kettős szonda zárt rendszert alkot, a pozitívabb 
szonda ugyanakkor az elektronáramot veszi fel. 
Ha a szondák geometriai méretei nem térnek el egymástól jelentősen, úgy izotróp 
plazma esetén, mivel az elektronhőmérséklet lényegesen nagyobb, mint az ion-
hőmérséklet, a rendszerben ez esetben a pozitívabb szonda feszültsége is még ala-
csonyabb, mint a plazmapotenciál. Ez az elektron- és iontelítési áram nagyságával 
s értelmezhető [7]. 
Ezek alapján a kettős szondára jellemző szondafeszültség-szondaáramkarak-
terisztikának a Vd=0 pontja az origóba fog esni, miután itt az i = 0; az iontelítési 
áram egy bizonyos Vdo potenciálkülönbségnél jelenik meg, s ezután az ionáram a 
potenciálkülönbség 3/2 hatványával arányosan változik. 
A kettős szonda jellemző szondakarakterisztikája a 7. ábrán látható abban az 
esetben, ha a két szondafelület egymással azonos nagyságú. Amennyiben ez nem 
áll fenn, a karakterisztika alakja módosul, adott Vdo értékhez nem ugyanazon i0 
értékek tartoznak. Az ionáram telítési értéke az előzőeknek megfelelően az 
(75) 
7. ábra. A kettős szondával való mérés során adódó jel-
leggörbe. Vdo és io a telítési szakasz induló feszültsége, 
ill. árama. A karakterisztika csak azonos felületű 
szondák esetén adódik ilyen szimmetrikusnak 
(41) 
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összefüggés alapján számolható, ahol a jelölések az eddigiekben alkalmazottakkal 
egyeznek. 
Igen érdekes az elektronáram felfutási szakasz, azaz a 7. ábrán (0, /'„) áramok 
közé eső karakterisztika-szakasz. Az ezen áramokhoz tartozó feszültségkülönbsé-
geknél szondákon lefolyó áram az elektronáramok és ionáramok összege, amelyre 
felírható a (75) összefüggés átrendezésével: 
(77) 
Figyelembe véve azt, hogy mindkét szonda potenciálja alacsonyabb, mint az illető 
helyen vett plazmapotenciál, s ennek megfelelően az elektronokra nézve fékező 
jellegű tér alakul ki a szondák körül, adódik 
ii,+'h = A exp 
eVi 
kr. A2 exp 
eV, 
kT„ 
Kifejezve a szondák Vx, V2 potenciálját a / - v e i 
/ = 
Ennek alapján a (78) összefüggés alakja 
h, + h2 = Аг exp 
h, + h2 = Ai exp 
eVj 
kT„ + Ai exp 
e(Vi+Vd] 
kT„ 
eV1 eVx eVd 
kTe + Ai exp kTe. 
exp 
kTe. 
(78) 
(79) 
(80) 
(81) 
mindkét oldalát a nullától különböző / / -e l , azaz 
formában írható, kifejezve V2 értékét a / és Vd segítségével. Osztva a (81) egyenlet 
(82) 
(83) 
kifejezéssel, adódik 
ie, = / / - e x p 
' ù + h2 
eb 
kT„ 
i eV, 
kT.. 
véve mindkét oldal logaritmusát 
log h. + h2 - 1 A, eVd (84) 
ahonnan az elektronhőmérséklet értéke kifejezhető a (84) összefüggés Vd szerinti 
differenciálásával 
e 1 
T
* = ~ \ r / — — • (85) 
d log 
~ dVd 
í hl + Íj2 
- 1 
[{ 'et 
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Ha figyelembe vesszük azt a kísérletileg is alátámasztott tényt, hogy a (0, Vd) feszült-
ségkülönbség intervallumban az ionáramok csak kevéssé változnak (7), úgy a (85) 
összefüggés alakja egyszerűbb formát ölt: 
T = 
к d log 
i+U 
(86) 
s innen 
T = 
к 
dVd 
1 
Íi — i 
d log 
Лч + 1. 
(87) 
dVd 
Az itt alkalmazott számolási mód látható módon sokban hasonlít az egyszondás 
mérések esetében alkalmazott értékelési eljáráshoz, amelyet a szondakarakterisztika 
ionáram szakaszával kapcsolatosan szokás végezni. 
A Te elektronhőmérséklet nagysága más úton is megadható (7), a 
di 
dV„ vd=o 
(88) 
kifejezésből kiindulva, meghatározva annak nagyságát. E célból (83) összefüggés a 
következő formába hozható: 
. _ ht + 'ÍZ 
A 
Képezve ennek a Vd = 0 pontban a differenciálját a 
(89) 
d i e i 
dV, 
e 
d Jrd=o ( • P í 
kifejezés adódik. 
Kifejezve A / A értékét a (83) egyenletből: 
A 
A 
Ezt behelyettesítve a (90) összefüggésbe a 
di, 
1 
Vd = 0 
dVJ vd=о 
(Ü + 'Á) i 'et 4 
1 Í6 l+'it) 
Г L 'et J 
(90) 
(91) 
(41) 
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egyenlet adódik. Felhasználva a Kd = 0 pontra vonatkozó szondák árama közötti 
(74) összefüggést, a (92) egyenlet a 
di„ 
dVa 
e 
~kf„ va=o KI e V ijj + ijj )va=o 
egyszerűbb alakot ölti. Figyelembe véve továbbá, hogy 
d, = diei — dih ^ die: (94) 
a (93) összefüggés végső alakja, kifejezve abból a Te elektronhőmérséklet nagyságát 
1 
(93) 
T m — j p ' 
к diei 
vd=о 
í V ' h \ 
l fii + ' í j / = 0 
(95) 
Abban az esetben is elvégezhető a szondamérés, ha a plazma mágneses térben van, 
s kiértékelhető ez a karakterisztika szakasz. Azonban itt további paramétereket kell 
figyelembe venni, amelyek a számításokat lényegesen bonyolultabbakká teszi [7]. 
Ekkor ugyanis az elektronok mágneses térre merőlegesen történő diffúziós mozgása 
már jelentős szerepet játszik. Ezek értékelésére, s a szondamérések mágneses térben 
való elvégezhetőségére a továbbiakban kerül sor. 
A kétszondás módszer lehetőséget nyújt a többi kisülési paraméterek meghatá-
rozására is. E módszer többek között potenciálvonatkoztatási rendszerét tekintve 
előnyösen alkalmazható lecsengő plazmák vizsgálatánál, oszcilloszkopikus észlelés 
alkalmazásával. 
Az itt bemutatott elektronhőmérséklet meghatározásánál az egyenletek értéke-
lésére általában igen hosszú időt kell fordítani. Két gyorsabb módszert érdemes itt 
megemlíteni, amely az értékelési időt lerövidíti. Ezek közül az egyik az „equivalent 
resistance method" a másik pedig az „intercept method" [1]. Ezek részletes ismerte-
tésére jelen dolgozat keretében nem kerül sor. 
További egyszondás mérési módszer 
Langmuir [2] lényegében három módszert próbált ki a kisülési terek paraméte-
reinek meghatározásánál. Mindhárom esetben egy szondát vezetett be a vizsgálandó 
kisülési térbe, s az elsőnél az elektronfelfutási szakaszból, a másodiknál pedig az 
ionáram telítési szakaszából a fali potenciálig terjedő szondafeszültségeknél adódó 
áramszakaszból végezte az előzőekben vázolt módon a kiértékeléseket. A Langmuir 
által kikísérletezett harmadik szondamérési módszer az ún. izzószálas módszer [2]. 
Itt a kisülés vizsgálandó részébe egy hengeres, kis átmérőjű szondát vezetett be, s 
erre a kisülési térhez képest nem sokkal magasabb potenciált adott. A kisülési térből 
szondára folyó áramot a szonda hőmérsékletétől függetlennek találta [2]. Ennek 
oka abban rejlik, hogy a fűtött pozitív szonda felületéről a szondához képest alacso-
nyabb potenciálú kisülési térbe nem tudnak az elektronok kilépni. A kisülési térhez 
képest alacsonyabb potenciált adva a szondára, Langmuir azt tapasztalta [2], hogy 
a fellépő szondaáramot a szondából kilépő termikus elektronemisszió befolyásolja. 
Ennek megfelelően magasabb szondahőmérsékleteknél esetenként más és más 
szondaáram lép fel. 
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E megfigyelés alapján felvette [2] a szondaáram-szondafeszültség karakterisztikát 
két különböző szondahőmérséklet mellett. Az egyik hőmérsékletet úgy választotta 
meg, hogy azon a szondából csak igen kis termikus emissziós elektronáram lépjen 
ki, a másik esetben pedig a szondát olyan hőmérsékletre emelte, hogy ott a szondából 
kilépő termikus elektronáram a kisülési térből felvett elektron, vagy ionárammal 
összemérhető nagyságrendű legyen. 
Fentiek alapján világos, hogy a vizsgált gáztér potenciálját ahhoz a ponthoz 
tartozó szondaáram adja, amelynél a két különböző hőmérsékleten felvett szonda-
karakterisztika egymástól elválik. 
E módszer az előzőekhez képest nehézkesebb, csak a plazmapotenciál, vagy 
kisülési tér potenciáljának meghatározására használható, s ezért van az, hogy nem 
is terjedt el nagyobb mértékben. Előnye, hogy lehetővé teszi a vizsgált kisüléses tér 
potenciáljának meghatározását abban az esetben is, ha a töltéshordozók energia-
eloszlása nem követi a Maxwell—Boltzmann eloszlást. Mindenesetre e módszer 
további jó ellenőrzési lehetőséget rejt magában, a szondamérések plazmapotenciál 
meghatározásánál nyert eredmények diszkutálásához. Meg kell jegyezni azonban, 
hogy ezen eljárás mérési pontossága is kifogásolható, bár a tapasztalat szerint az 
ilyen jellegű mérések során adódó pontatlanság nagyságrendjét tekintve megegyezik 
az egyszondás szondaméréseknél adódó pontatlansággal. Az így adódó hiba jelentős 
részét a mérési berendezések hibája szabja meg, amit azok alkalmas megválasztásával 
jelentékenyen lehet csökkenteni. 
Az ,,orbital motion" elmélet és gyakorlati alkalmazása 
A Langmuir és Mott-Smith [2] által diszkutált szondakörüli mozgásjelenségek 
közül részletesebben érdemes foglalkozni az ún. „orbital motion" elmélettel. Ha a 
szonda potenciálja alacsonyabb, mint a kisülési téré, úgy az elektronok a szondát 
egy bizonyos valószínűséggel találhatják csak el — az előzőek értelmében — ameny-
nyiben kellő energiával rendelkeznek. Sok esetben az elektronok eljutnak ugyan 
a szondát körülvevő tértöltési tartományba, de a szondáig nem tudnak elérni, azt 
megkerülik, annak tere mozgás közben fékezőleg hat rájuk, s ekkor az ún. „orbital 
motion"-t végzik. Ebben az esetben az ismert (14) összefüggés 
i = i .ne-eve-S-f (96) 
írja le a szondára jutó elektronáramot, az előzőekben alkalmazott jelölésekkel. 
Az/függvényre mint korrekciós függvényre azért van szükség, mert ennek segítségé-
vel lehet megadni a szonda effektív áramfelvevő felületét [2]. A szonda effektív 
áramfelvevő felülete nagyobb, mint a szonda fémes felülete (sík szondák esetén), 
de kisebb, mint a szondát körülvevő tértöltésréteg határfelülete. Ennek megfelelően 
a (96) egyenletben szereplő S-f felület nagyobb lesz, mint a szonda felülete, / [1]. 
Az / korrekciós függvény az előzőek szerint a töltéshordozók energiájának és a 
szonda, valamint a tértöltési tartomány geometriai jellemzőinek komplikált függ-
vénye [2]. 
Két extrém esetet érdemes részletesebben elemezni az „orbital motion" elv 
figyelembevétele során (17). Az egyik eset akkor áll elő, ha a tértöltési réteg átmérője 
a szondaátmérőhöz képest kicsi, különösen a plazmapoteeciálnál magasabb poten-
cállal bíró szondáknál. Ekkor a szonda áramfelvevő felülete (effektív felület) tart a 
tértöltési réteg felületéhez, s ennek megfelelően az / korrekciós faktor tart az rja 
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értékhez, ahol r a szonda sugara, a pedig a tértöltési réteg sugara [2]. Ez az eset 
nagyfelületű szondáknál áll elő általában, amikor az elektromos tér a szondakörüli 
vékony tértöltéstartományra koncentrálódik, s ott ugyanakkor igen nagy elektron-
koncentráció lép fel, mint az erős tértöltés következménye. Ebben az esetben a 
szondaáramot a tértöltési réteg felülete limitálja. 
A másik említésre érdemes határeset akkor áll elő, ha a tértöltési réteg sugara 
nagy a szondasugárhoz képest. Ekkor az / korrekciós faktor a tértöltési tartomány 
sugarától függetlennek adódik. Ez főleg kis sugarú szondáknál tapasztalható, kis. 
elektronkoncentrációjú plazmákban és olyan esetekben, amikor az 
eVszkTe 
áll fenn. Ekkor az / korrekciós faktor alakja [2] 
/ - 1 
л 
eV 
- 1 
(97) 
(98) 
A szondaáramot az elektronok ezen „orbital motion"-jellegű mozgása szabja meg, 
s a (98) összefüggést alkalmazva a szondaáramokra nézve egyszerű összefüggést 
lehet találni a (96) egyenletből kiindulva: 
1 
п.-e-V.-S-
Mindkét oldalt négyzetre emelve 
eV 
kT„ 
eV 
к T„ 
+ 1 
+ 1 
í (99} 
(100) 
alakú összefüggés adódik, ami azt jelenti, hogy ha az előzőekben említett feltételek 
teljesülnek, úgy a szondafeszültség és a szondaáram négyzete között egy lineáris 
összefüggés áll fenn, amelynek ábrázolása során adódó egyenes T meredeksége 
1 1 
4л kT„ •nî-e
2
-Vl-S2. (101). 
Ismét utalni kell arra, hogy az itt szereplő V potenciálkülönbség a szondának a 
környező kisülési térhez (plazmához) képest vett potenciálja, tehát a tértöltési tar-
tományon való potenciálesés. 
Az így nyert (100) összefüggés gyakorlati szempontból igen értékes. Ugyanis 
az így jellemzett egyenes a szondafeszültség tengelyt az i = 0-ban fogja metszeni. 
Ez láthatóan ott következik be, ahol a szonda a plazmához képest jóval negatívabb 
potenciálon van, nevezetesen 
kT 
V = (102) 
nagyságú szondafeszültség esetén. Ez teszi igen értékessé ezen elmélet diszkussziója 
sorány nyert második extrém esetet, ugyanis az itt bemutatott számolás segítségével 
kvantitative meg lehet adni a plazmajellemzőket, anélkül, hogy ismerni kellene a tér-
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töltési réteg vastagságát, amelyet általában igen nehéz számolni. Természetesen e 
módszer sem ad mindig kielégítő pontosságú eredményeket, mert a kiindulási fel-
tételek (17) nem mindig teljesülnek. Mindenesetre ez egy további figyelembe veendő', 
gyors paraméter meghatározási lehetőség, amely a szondamérési eljárások kialakulá-
sával fejlődött ki. 
A szondamérések kísérleti jellemzése 
A Langmuir-féle szondamérési eljárás nagymértékű elterjedtségét minden 
bizonnyal az alkalmazásához szükséges egyszerű kísérleti apparátus is indokolja. 
Az előző tárgyalásnál már hivatkozott 1. ábrán látható az egyszerű elemekből álló 
szondakör. A mérés elméleti feltételei a fentiek során már szintén szóbakerültek. 
A továbbiakban e helyen néhány olyan kísérleti feltétel kerül csak bemutatásra, 
amelynek teljesülése szintén ellenőrzést kíván a mérések megkezdése előtt. 
Feltétlenül szükséges itt is megemlíteni a szondafelület méreteinek helyes meg-
választását. Ugyanis ha a szonda felülete az elektronok közepes szabad úthosszá-
hoz képest nagy, úgy az már jelentékenyen zavarja a kisülést, megmásítja a vizsgá-
landó folyamatokat. Ha viszont ennek elkerülése végett túl kicsi a szonda felülete, 
előfordulhat, hogy az emiatt kicsinek adódó szondaáramok pontos mérése nem 
lehetséges. Ha erősítő fokozat kerül beiktatásra, úgy az nagyon könnyen meg-
másíthatja a szondaköri viszonyokat, valamint annak esetleges torzítása miatt 
alkalmazása az eddigiekben nem járt kielégítő eredménnyel. Marad tehát egy kompro-
misszumos megoldás, amelynek megfelelő beállításánál, azaz a szondafelület nagy-
ságának meghatározásánál, másodsorban a mérési technika fejlettsége is szerepet 
játszik. 
Nagyon fontos a szonda felületi tulajdonságainak mérések előtti ellenőrzése 
[17, 18, 19]. Különösen oxidkatódos kisüléseknél az oxidkatód bevonatából kicsa-
pódó báriumatomok nagymértékben meg tudják változtatni a szonda kilépési mun-
káját. A felületen adszorbeált gázréteg szintén megváltoztathatja a szonda kilépési 
munkáját. 
Higanygőzkisüléseknél a szondafelületen kémiai reakciók is végbemehetnek, 
elsősorban amalgámképződés, amely hozzájárul a kilépési munka időbeli és helyi 
inhomogenitásához [20—26]. 
Már Dürrwang megállapította 1938-ban [20], hogy a szondakarakterisztika 
attól függ, hogy a mérés milyen körülmények között kerül lebonyolításra. Kimutatta 
[20], hogy a szondafelület kilépési munkája függ az időtől, s ezt a 
cpo-cpt^ exp (103) 
alakú összefüggéssel jellemezte, ahol 
(p0 a szonda / = 0 időpontban mért kilépési munkája, 
cp, a szonda t időpontban mért kilépési munkája, 
/ az időváltozó, 
T karakterisztikus konstans, jellemző a mérési feltételekre. 
A kilépési munka időfüggésének kiküszöbölésére Dürrwang egy váltakozó 
áramú eljárást adott meg [20], s ennek ellenőrzésére a szondakarakterisztikát osz-
cilloszkopikusan vizsgálta. Szokás felületi ellenállásváltozásra is visszavezetni a 
kilépési munka eltolódásának meghatározását [22—23], s így ellenőrizni a mérések 
megkezdése előtt a szondafelületet. 
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Higanygőzkisülésekben a lerakódó amalgám (báriummal) zavarja a szonda-
mérést. E zavar olyan mérvű lehet, hogy a felvett szondakarakterisztika még a mérés 
irányától is függhet [19]. Ez azzal magyarázható, hogy amikor a szonda a kisülési 
térrel azonos potenciálon van, vagy annál pozitívabb, az erős elektronbombázás 
elbontja az amalgámot, s letisztul a szonda felülete. Az ezután elvégzett mérések 
reális eredményt adnak. 
Ezen megfigyelésből kiindulva szokás a szondafelületet elektronbombázással 
megtisztítani a mérések megkezdése előtt. Ez az egyik legjobban bevált kísérleti 
módszer, amely jól reprodukálható reális mérési eredményeket adott. 
Esetenként szokás a szondát izzítani, s ily módon elvégezni a felület-tisztítást. 
Ennek az a hátránya, hogy így a szondakörüli tér hőmérséklete is megemelkedik, 
s ennek megfelelően a gázhőmérséklet is eltolódhat az eredeti egyensúlyi értéktől 
[19]. A nagyfrekvenciás úton történő szondafelület-tisztítás is ezzel a hátránnyal 
jár [18]. 
Szokás még végül a szondafelületet oly módon tisztítani, hogy a szondára a 
környező kisülési térhez képest nagy negatív feszültséget adnak, s ezzel beállítják 
a szondakarakterisztika ionáram-telitési szakaszát. A becsapódó ionok bombázása 
révén bizonyos fokig tisztul a szonda. E módszer hátránya, hogy csak nemesgáz 
kisüléseknél és olyan esetekben alkalmazható, amikor a kisülés gáza, vagy gőze 
nem hozhat létre az így megemelkedett hőfokon további szennyezéseket, reakciókat 
a szonda felületén [27—28]. 
Alapvető fontosságú az Emeleus [9] által felismert — az előzőek során már 
utalt — tény szemelőtt tartása: nikkel szonda higanygőzben nem emittál elektrono-
kat, minden más anyagú szonda, bármely más gázzal általában elektront emittál 
abban az esetben, ha a környező kisülési térhez képest eléggé alacsony potenciálon 
van. 
Ezen itt ismertetett néhány preventív intézkedés betartása alapvető fontosságú 
a szondamérések eredményeinek stabilitása végett. A szonda felületi sajátosságai 
jelentősen befolyásolják a méréseket [17], s ugyanakkor nagymértékben függ a 
mérés pontossága a szondakörben alkalmazott műszerek pontosságától és berende-
zések stabilitásától (feszültségforrás), valamint a kisülési egyensúly állapotának 
biztosításától. Általában azonban azt lehet mondani, hogy a legtöbb kísérleti óvin-
tézkedést a vizsgált kisülés jellege és a kívánt mérési pontosság szabja meg. 
A szondamérések főbb hibaforrásai, korlátai 
Az előzó'ek során néhány kikötésből kiindulva röviden bemutatásra kerültek 
a fontosabb egyenáramú szondamérési eljárások, s azok elméleti alapjai. Az itt 
megadott feltételek azonban nem mindig teljesülnek maradéktalanul. Vegyük sorba 
tehát azokat a momentumokat, amelyek a szondamérések fontosabb hibaforrásait 
képezik, s amelyek kiküszöbölése az előzőek során a kezdeti feltételek kikötésével 
történt. 
Feltételezésre került, hogy a szonda kisülési térben való jelenléte nem befolyásolja 
azt és ennek megfelelően nem változik meg a plazmapotenciál, a töltések térbeli 
eloszlása, valamint a szondára jutó elektronok energiaeloszlása is megfelel a pertur-
bálatlan szondakörüli kisülési térben levő energiaeloszlásnak. 
Emiatt mint már az előzőekben erről szó volt, a szondát igen kicsire kellene 
választani, de sík szonda esetén ekkor nagyon megnőne a szondafelület határain 
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fellépő karakterisztika-torzító hatás, s ugyanakkor lecsökkenne a szondaáram 
nagysága, ami a mérés pontosságát zavarná. A viszonylagosan megnyugtató meg-
oldás hengeres és gömbszondák alkalmazásával adódik, ahol természetesen figye-
lembe kell venni a korrekciós függvényeket is. 
A szonda felületét elég kicsire választva a plazmában előidézett zavar is kicsi 
lesz. Ha a nagy negatív szondafeszültségekhez tartozó ionáram telítési szakaszt 
vesszük alapul a lehetőleg kisfelületűre választott szonda áramfelvételének vizsgála-
tánál (1), úgy и, = 10® ion/cm3 és S = 1 0 ~ 3 c m 2 szondafelület esetén az 
/'; = i-e-npVp S 
összefüggésből számolva, átlagos iontömegeket és ionhőmérsékletet feltételezve, az 
ionáram nagysága 5-10~10A-nek adódik. Ez az áram az általában használatos 
galvanométerek mérési határánál van. Ennek megfelelően a szondamérések általá-
ban olyan kisüléseknél realizálhatók, ahol az ionok koncentrációja legalább 10® 
ion/cm3. Ez arra az esetre vonatkozik, amikor a szondakarakterisztika ionáram 
szakaszából történik a kisülési paraméterek meghatározása. 
Feltételezésre került továbbá, hogy a tértöltési réteg teljesen leárnyékolja a fémes 
szondát [1], és annak nem marad vissza kisülési tér felé zavaró hatása. Ez nem telje-
sen felel meg a valóságnak, ugyanis magát a tértöltési réteget is zavarja a bennelevő 
szonda. Különösen negatív szondák esetén lép fel zavar a tértöltési rétegben, amikor 
a nagyenergiájú elektronok behatolnak a szondakörüli térbe, s ott mikroterükkel 
zavart idéznek elő mind a töltéshordozó áramban, mind pedig a töltéshordozók 
energiaeloszlásában. Különösen az elektronáram felfutási szakasz azon részén 
számottevő ez a zavartípus, ahol a szonda körül csak vékony tértöltési réteg van, 
s a szonda már közel olyan potenciálú, mint a környező plazma. 
Erősen negatív szonda esetén a becsapódó elektronok és az „orbital motions"-t 
végző elektronok megváltoztatják a tértöltési tartomány koncentráció-viszonyait, 
a semleges atomokkal és molekulákkal ütközve energiájuk egy részét leadják, s 
ezzel megváltoztatják az eredeti energiaeloszlást. Ez különösen kis redukált tér-
erősségek esetén számottevő, ahol még az ionizáció is jelentős valószínűséggel 
végbemehet a nagy gáznyomás miatt. 
Feltételezésre került, hogy a töltéshordozók a szonda felé haladva ha már 
átlépik a tértöltés tartomány határait, úgy el is érik a szondafelületet és áramként 
regisztrálódnak. Ugyanakkor e feltevés másik oldala fenn kell hogy álljon, ami 
végeredményben az előzőekkel kapcsolatos: ha egy töltéshordozó a szondára jut, 
az csak a plazmából jövet juthat a szondára. Ezen feltevések nem mindig teljesülnek, 
különösen igen negatív szondák és nagy átmérőjű tértöltéstartományok esetén van 
baj, mert a tértöltési rétegbe belépő elektronok a semleges atomokkal általában 
ütköznek, s azokat ionizálják. Ennek kiküszöbölésére (a számítások során) 
Druyvesteyn adott meg korrekciós faktort [1], amely csak ott alkalmazható, ahol 
az ilyen elektronok által történő energiaátadási folyamatok fellépnek, de nem nagy 
számmal. 
További probléma az elektronok és ionok szondafelületről való reflektálódása, 
annak kis akkomodációs koefficiense miatt; a metastabil atomok, elektronbefogás, 
nagyenergiájú fotonok révén adódó töltéshordozó generálás, valamint ezzel együtt 
a szondafelület elektronemissziójaként létrejött elektronáram, a szondafelületből 
felszabadított szekunder elektron és ionemisszió, a negatív ionok tértöltési tartomány-
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ban való képződése, amely mind számottevően befolyásolja a szondaáramot. Ezek 
függenek a szonda potenciáljától és a gáznyomástól [1]. Magasabb gáznyomásnál, 
vagy gőznyomásnál létrehozott kisülésekben a szonda szekunder elektronemissziója 
kisebb, mint alacsonyabb nyomásoknál. Mindezen tényezők igen komoly hiba-
lehetőségeket rejtenek magukban. 
A felületi jellegű zavaró áramok kialakulását bizonyos fokig meg lehet gátolni 
a szondafelület megfelelő érzéketlen fémmel való bevonása esetén. Elsősorban a 
magnézium jön itt számításba [1], amely azonban esetenként további nehézségeket 
okoz a mérés realitásának biztosításánál. A szonda felületének tisztántartása, vala-
mint ezen nemkívánatos áramok kiküszöbölése az eddigiekben is igen sok problémát 
okozott, s az ebből eredő mérési pontatlanságok adták a szondamérésnél elkövetett 
hiba jelentős százalékát. 
Feltételezésre került, hogy a szonda és a referencia-elektród között nincs kon-
taktpotenciál különbség. Ez abban az esetben teljesül, ha a szonda és a referencia-
elektród anyaga megegyezik, valamint azonos módon van kitéve az ion-, ill. elektron-
bombázásnak, s a mérés ideje alatt kilépési munkájuk nem változik meg. 
A szonda anyaga azonban gyakran nem egyezhet meg a referenciaelektród 
anyagával, s ekkor már számolni kell a kontaktpotenciál különbség jelenlétével. 
Ez főleg a plazmapotenciál meghatározásoknál jelent komoly mérési pontatlanságot. 
Az eloszlási függvény és az elektronhőmérséklet számolásánál a számítási eljárás 
jellegénél fogva e pontatlanság nem jelentkezik. 
Komoiy probléma a szonda felületének mérés közben való tulajdonság változ-
tatása [17]. Az ezzel kapcsolatos kísérleti és elméleti vizsgálatok [29] megmutatták, 
hogy a szondafelület jelenségei igen bonyolultak, a kilépési munka és annak meg-
változása erősen függ a szonda potenciáljától, a gáztér jellegétől és az ottlevő gázok-
tól, ill. gőzöktől. Mint az előzőek során már erre történt utalás, a szondafelület 
kilépési munkájának változását az elővigyázatossági feltételek betartásával jelentősen 
le lehet csökkenteni. Erre a tapasztalat szerint az elektronbombázással, esetleg 
külső nagyfrekvenciás erőtérrel való felületmegtisztítás a legalkalmasabb [18, 27, 28]. 
Feltételezésre került, hogy a kisülésben csak egynemű negatív töltéshordozók 
vannak. Ez azt jelenti, hogy a negatív töltéshordozók mozgékonysága is jól meg-
határozható a lokális elektromos tér és a sebességeloszlás alapján. Amennyiben a 
kisülés elektronegatív gázban folyik le, úgy az eddigiekben elektronáramfelfutási 
szakasznak nevezett szakasz is és a fali potenciálértéke is megváltozik. Az ilyen 
esetekben adódó mérési adatok egyáltalán nem, vagy csak igen nagy nehézséggel 
interpretálhatók. Az elektronegatív gázoknál adódó másik nehézség a tértöltési, 
vagy másnéven Langmuir-féle rétegben való elektronokkal történő kölcsönhatás, 
ami lényegesen megváltoztathatja a szondakörüli viszonyokat. Ezek alapján a jelen-
leg ismert szondamérési módszerek nem alkalmasak elektronegatív gázok szonda-
mérésekkel történő plazmadiagnózisához. 
Feltételezésre került, hogy a vizsgált kisülés stacioner állapotban van, azt 
egyenfeszültségű áramforrás táplálja, valamint a szonda is izotróp kisülési zónába 
(plazmába) merül. Ez a feltétel a legritkábban teljesül. Ugyanis az irodalom szerint 
[30] alig találni olyan egyenfeszültségű áramforrásról táplált kisülést, amelynél 
valamilyen rezgési jelenség, instabilitás tartósan és karakterisztikusan ne állna fenn, 
annak stacionernak nevezett, egyensúlyi állapotában is. Itt nem cél ezen jellegzetes 
rezgési folyamatok ismertetése, ez az irodalomban részletesen megtalálható [30], 
mindenesetre érdemes megemlíteni a számításbajövő fontosabb rezgési típusokat: 
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elektron- és ionplazmarezgések, eloszlást moduláló nagyfrekvenciás rezgések, katódi 
terek instabilitásai, az anódesés ingadozásából eredő rezgések és az álló, vagy mozgó 
rétegződés karakterisztikus rezgései. Ezek a fontosabb, szondaméréseket zavaró 
főbb rezgési típusok, amelyek ún. egyensúlyi állapotban levő kisüléseknél fellépnek 
abban az esetben, amikor külső mágneses tér nincs. Ha csak azt vesszük figyelembe, 
hogy ezek mind kihatnak a tértöltési, vagy Langmuir-réteg folyamataira, s mint 
speciális „energiacsatolás" jelentkeznek a kisülési térben, már könnyen belátható 
az innen adódó hibalehetőség, ami elsősorban a töltéshordozók hőmérsékletének 
meghatározásánál és az eloszlási függvény felvételénél játszik közre. A kisülési tér 
potenciáljának meghatározásánál ezek nem játszanak számottevő szerepet. 
E rezgések kiküszöbölése gyakorlatilag lehetetlen, ezekkel tehát számolni kell, 
s a szondamérések ez esetben adódó eredményeinek elfogadása csak azok más úton 
történő kontrollálása után történhet meg. 
Mint az előzőekben tárgyalásra került, hengeres és gömbszondák alkalmazása 
célszerű, de ekkor korrekciós faktort is szükséges figyelembe venni. Feltételezésre 
került, hogy e korrekciós faktor reális eredményeket hoz. Ez a valóságban nem min-
dig van így [1]. Általában a korrekciós faktor nehezen adható meg, annak értéke 
nem mindig pontos. Ezért grafikus approximációval kell viszonylag hosszadalmas 
eljárás útján az idealizált viszonyok között nyert korrekciós faktort még pontosabbá 
tenni. Ez azonban szerencsére nem komoly hibalehetőség. Az ilyen módon adódó 
esetleges hiba eltörpül a szekunder elektronemisszióból és az oszcillációkból származó 
mérési pontatlanságokhoz képest. 
Az egész mérés alapját képezte az a feltevés, hogy a töltéshordozók energia-
eloszlása a Maxwell—Boltzmann eloszlásnak felel meg. Szerencsére az általában 
vizsgált kisülések jó részénél e feltevés helytálló. Alacsony elektronkoncentrációk 
esetén és olyan tereknél, ahol az ionizáló és gerjesztő ütközések ritkák, valamint 
ahol az elektronok közepes szabad úthossza erősen változik az energiával, a 
Maxwell—Boltzmann eloszlás nem áll fenn. Ha ettől eltérés adódik, az eloszlás az 
itt ismertetett módszerek valamelyikével meghatározható, s esetleg valamelyik 
görbe-szakasz alkalmas is egyes további paraméterek meghatározására. 
A szondamérés magától értetődően nem alkalmazható akkor, ha a szonda 
potenciálja olyan, hogy a szondán lefolyó áram a kisülési árammal összemérhető 
nagyságú. Ez a kisülési viszonyok igen durva megváltoztatására vezetne, ami kizá-
rólag az elektronáram telítési szakasza környékén adódhat csak elő. E karakterisz-
tika-szakasz felvételére azonban általában nincs szükség, s így e hibalehetőség a 
legritkább esetben jöhet csak szóba. 
Az eredeti szondamérési kritikák és diszkussziók még azt tételezték fel, hogy 
a töltéshordozók a tértöltési tartományban mint nagyvákuumban szabadon mozog-
nak [12], ma már az elméleti leírás finomításával [31] ez a feltevés szükségtelenné 
vált, csak a Langmuir-réteg kölcsönhatási jelenségeinek korlátozását kellett változat-
lanul fenntartani. 
Egyes gőzkisülésekben (pl. kálium, nátrium stb.) a szonda igen speciális módon 
is zavart okozhat [31], a kisülési tér lokális hűtése révén. Ezt úgy lehet elhanyagol-
hatóvá tenni, hogy a szonda méreteit igen kicsinyre választják, s esetleg magát a 
szondát fűtik is. 
Meg kell jegyezni, hogy a szonda hőmérsékletének változtatása általában meg-
változtatja a mérendő folyamatokat. Többek között befolyásolhatja a szonda 
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akkomodációs koefficiensét is, ami az előzőekben említett töltéshordozó reflektálódás 
mértékét szabja meg [32—33]. 
Látható, hogy a szondamérés elvégezhetősége és interpretálhatósága számos 
előfeltétel betartását és teljesülését kívánja meg. Ugyanakkor a szondamérés forró 
plazmák esetén már egyenáramú kisülési feltételnél sem alkalmazható. Mint a 
továbbiakban tárgyalásra kerül, a külső mágneses tér jelenléte is megnehezíti a 
mérés elvégzését, esetenként pedig lehetetlenné is teszi azt. Alapvető kikötés a szonda 
méreteinek a közepes szabad úthosszak figyelembevételével való megválasztása. 
Ha rs jelöli a szonda sugarát, L a töltéshordozók közepes szabad úthossza közül 
a kisebbet, fenn kell állni a 
t s « L (104) 
egyenlőtlenségnek. Ebből kiindulva Böhm [8] adott meg egy összefüggést a szonda-
áramban emiatt fellépő eltolódásokra, valamint Boyd [34] analizálta a [104] feltétel 
nemteljesülése miatt fellépő árameltolódásokat és azok okát. 
A szondamérés [34—106] segítségével egyenáramú esetben jól megadható tehát 
a főbb mérési kikötések teljesülése esetén a plazmapotenciál, a falipotenciál értéke, 
valamint a töltéshordozók energiaeloszlása. A szondakarakterisztikából számolható 
elektronhőmérsékletek ezesetben jól megfelelnek a reális viszonyoknak, a koncentrá-
ciók pedig mintegy ötös faktor erejéig elfogadhatók. A faliáramok, ambipoláris 
diffúziós jellemzők viszonylag pontosan megadhatók. Az elektronkoncentráció 
számításánál a reális értékektől való eltérésre már a karakterisztika alakjából is 
lehet következtetni. 
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A FÖLD BELSŐ SZERKEZETÉRŐL. III.* 
HÉDERVÁRI PÉTER 
Gamma, Geofizika, Budapest 
A dolgozat első részében [I] a zérus- és monodiszkontinuitású Föld-modellek-
kel, valamint a geokémiai modellekkel foglalkoztunk. A második részben [2] került 
sor a geofizikai modellek tárgyalására. A jelenlegi, harmadik részben az 1896. ja-
nuár 1.—1963. december 31. között a Föld valamennyi szeizmikus területegységén 
kipattant 6,9 magnitúdójú és annál nagyobbmcretű földrengés mélység-felszabadult 
energia összefüggése alapján [3] néhány következtetést vonunk le a felső köpeny 
szerkezetére vonatkozóan, egyúttal pedig érintjük a Föld belső hőmérsékleteloszlá-
sának kérdését is. 
Bevezetés 
A Föld belső szerkezetével kapcsolatos eddigi vizsgálatok [1,2] során a zérus-
és monodiszkontinuitású, továbbá a geokémiai (meteorikus) és a geofizikai modellek-
kel foglalkoztunk. Az egyes modellek (relatív) tehetetlenségi nyomatékára vonatkozó 
numerikus eredmények figyelembevételével megállapítottuk, hogy a számításba vett 
Föld-modellek közül a Bullen-félék tekinthetők a legmegfelelőbbnek (ezek közül is 
az 1953/5 jelzésű), azzal a kiegészítéssel, hogy a Föld magja - Ramsey feltevésének 
megfelelően — f é m e s állapotban van. 
Ismeretes, hogy a Föld belső szerkezetére vonatkozó legkonkrétebb megállapí-
tásokhoz a szeizmikus hullámok terjedési sajátosságainak elemzésével juthatunk el. 
Kiegészítő-jellegű adatokat szolgáltathatnak azonban a külső földköpeny bizonyos 
tulajdonságait illetően a földrengésfészkek mélységszerinti eloszlásával kapcsolatos 
vizsgálatok is. 
1. A külső földköpeny szerkezetére vonatkozó empirikus ismeretek 
és a nagyméretű földrengések mélység —felszabadult energia összefüggése 
Az elmúlt esztendőkben több szerző [4, 5, 6, 7, 8] foglalkozott azzal a kérdéssel, 
hogy mekkora az egyes mélységszin ekre jellemző szeizmikus energiafelszabadulás, 
deformáció-feloldódás, vagy mekkora az előforduló rengésfészkek száma a fészek-
mélység függvényében. így például Anderson a nagy rengések évi számát, az egész 
Földre vonatkozóan vizsgálta (I. ábra), Báth az 1918—1952 közötti időszak nagy-
méretű (A/^7,0) rengéseinek deformáció-feloldódás — mélység diagrammját készí-
tette el; Galanopoulos pedig az 1904 és 1952 között kipattant rengésekre vonatkozóan 
hajtott végre ugyanilyen vizsgálatot. A fentebb említett Ml a földrengés-magnitúdót 
jelenti. A magnitúdó a felszabadult földrengésenergiával logaritmikus arányban álló 
mennyiség, amely gyakorlatilag a szeizmográfos észlelésekből határozható meg. 
A deformáció-feloldódás mértéke a felszabadult szeizmikus energia négyzetgyökével 
arányos. 
Ritsema a deformáció-feloldódás mélységfüggését nemcsak az egész Földre, 
hanem speciálisan a Szundra-ívre vonatkozóan is megvizsgálta. 
* Érkezett 1964. nov. 25. 
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Ezeknek a munkáknak folyamán a Föld belsejét mintegy 730 km mélységig 
sikerült „feltérképezni". Ismeretes, hogy a legmélyebbről származó rengések fészke 
700—730 km mélységben helyezkedett el. 
I. ábra. A szeizmikus aktivitás (A) a fészekmélység függvényében, különböző szerzők vizsgálatai 
szerint. Anderson: a nagy rengések évi száma, az egész Földre vonatkozóan. Galanopoulos: az 
1904—1952 között kipattant rengések során bekövetkezett deformáció-feloldódás, az egész Földre 
vonatkozóan. Ritsema, /.: a deformáció-feloldódás menete a mélység függvényében, a Szunda-
ívre és környékére. Báth: az 1918—1952 közötti időszak 7,0 magnitúdójú és annál nagyobbméretü 
rengéseinek deformáció-feloldódás — mélység diagramja, az egész Földre. Ritsema, II.: a 6,0 és 
7,0 magnitúdó közötti rengések számának változása a mélység szerint, az egész Földre. Figyelemre 
méltó, hogy a másodlagos maximumok és a közbülső minimum valamennyi görbén közelítőleg 
azonos mélységben található (vö.: 2. ábra). 
A jelen sorok írója a deformáció-feloldódás helyett a ténylegesen felszabadult 
totális szeizmikus energia mélységszerinti eloszlását vizsgálta meg [3]. amelyet itt 
még kiegészítünk az egy rengésre vonatkozó átlagenergia mélységeloszlásának ismerte-
tésével. Az egész világon 1896. január 1. és 1963. december 31. között kipattant 
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nagyméretű rengések adatait dolgoztuk fel, mégpedig a következő megoszlásban: 
(összesen 1389 rengés) 
1896. január 1.— 1903. december 31. között: 
az összes, 8,0 vagy annál nagyobb magnitúdójú földrengés adatai szerepelnek; 
1904. január 1.—1963. december 31. között: 
az összes, 6,9, vagy annál nagyobb magnitúdójú földrengés adatai szerepelnek. 
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2. ábra. Az 1896. január 1.—1963. december 31. között kipattant nagyméretű földrengések során 
felszabadult szeizmikus energia eloszlása a fészekmélység függvényében, az egész Földre vonat-
kozóan. A másodlagos maximumok és a közbülső minimum helye pontosan megegyezik az 1. áb-
rán tapasztalhatóval. a) 0—250 km mélységek között; b) 250—725 km mélységek között. 
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A különböző vizsgálatok eredményeit összehasonlítva (2. ábra) megállapíthat-
juk, hogy a maximális tevékenység övezetét a földkéreg, és a földköpeny legfelső 
zónája képviseli. 100—300 km mélységek között a tevékenység mértéke a mélység 
növekedésének megfelelően, nagyjából exponenciálisan csökken. Kb. 325—425 km 
mélységek között másodlagos maximum, 425—550 km között közbülső minimum. 
550—625 km között pedig újabb másodlagos maximum található. 
Galanopoulos véleményéhez csatlakozva [6] arra az álláspontra helyezkedhetünk, 
hogy a másodlagos maximumok mélységszintjében a földköpeny anyaga merevebb, 
mint a közbülső minimum zónájában. Ez utóbbi övezetben kevésbé ál!fenn a mechanikai 
feszültségek, deformációk felgyülemlésének lehetősége. 
Anderson rámutat arra [4], hogy a földrengések mélységszerinti eloszlása csak 
kb. 200 km mélységig felel meg a Föld felső köpenyének merevségére vonatkozó, 
laboratóriumi kísérletek alapján szerzett ismereteknek. Ennek az az oka, hogy a 
laboratóriumokban mind ez ideig legfeljebb 50 km mélységnek megfelelő nyomást 
sikerült mesterséges úton létrehozni, amelyeknek alapján az 50 és 500 km mélységek 
közötti szakaszra extrapoláltak. Amint a földrengések eloszlásképe mutatja, ez az 
extrapoláció nem volt megbízható (3. ábra). 
Fentebb említettük, hogy megvizsgáltuk az egy rengésre jutó átlagenergia mély-
ségszerinti eloszlásának kérdését (4. ábra). Az így kapott grafikonon teljesen más 
kép bontakozik ki előttünk, mint amilyent az I. és2. ábrák szemléltettek. A számítás 
az 
E* = E/n (1) 
képlet alapján történt, ahol E* egy adott mélységszintre vonatkozó átlagenergiát 
jelenti, továbbá E az ugyanezen mélységszintben kipattant n számú rengés összesített 
energiája a vizsgált időszakban. 
Az egy rengésre jutó átlagenergia mélységszerinti eloszlását kifejező grafi-
konon igen feltűnő a 325—350 km mélységek között tapasztalható kiugró maximum, 
amely tulajdonképpen egyetlen nagyméretű rengésnek (1906. január 21, 34° N, 
138° E, M =8,4, h = 340 km) tulajdonítható. Ez volt a legnagyobb energiájú mély-
fészkű rengés, amelyet valaha is észleltek; a felszabadult energia lényegesen meg-
haladta az 1906. áprilisi kaliforniai (San Francisco) rengés energiáját. 
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A szóban forgó rengés Japánban, Osaka környékén pattant ki. A felszabadult 
energia szokatlan nagysága egyértelműen utal arra, hogy a rengést megelőzó'en az 
említett terület alatt kb. 340 km mélységben igen nagyméretű rugalmas alakváltozás 
(mechanikai feszültségfelhalmozódás) történt, következésképpen Japán alatt ebben 
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4. ábra. Az egy rengésre jutó átlagenergia eloszlása a mélység függvényében, az egész Földre vo-
natkozóan. (A 2. és 4. ábrán a 0—50 km mélységek közötti rengésadatok együttesen szerepelnek, 
más mélységeknél 25 km-enként kerültek ábrázolásra). 
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a mélységben a földköpeny valószínűleg merevebb, mint bárhol másutt a Földön. 
A földköpeny merevsége tehát nem csupán vertikálisan, hanem horizontálisan is vál-
tozik. 
2. A Föld belső hömérsékleteloszlásának kérdése 
A Föld belső szerkezetével kapcsolatban a termális tulajdonságok a legkevésbé 
ismertek. Az eddigiekben a Földet „hideg" égitestnek tekintettük, abban az értelem-
ben, hogy felépítését elsősorban a nyomás- és a sűrűségeloszlás határozza meg, míg 
a hőmérsékleteloszlás szerepe másodrangú. Mindazonáltal a bolygónk belső szer-
kezetével foglalkozó tanulmánysorozat nem lenne teljes, ha nem térnénk ki a hőmér-
sékleteloszlás kérdésére. 
A Föld keletkezésével kapcsolatos elméletek többsége megegyezik abban, hogy 
bolygónk már átment egy olvadt állapoton, még mielőtt különböző rétegekre tago-
lódott volna. Ha a Föld a Napból szakadt ki —, amint ez az/gravitációs együttható 
időfüggése esetén szükségszerűen következik, — akkor az eredeti gáztömeg viszony-
lag rövid idő alatt cseppfolyósodott, majd később a felszíni réteg megszilárdult. 
Ha viszont a Föld hideg úton keletkezett, akkor a radioaktív eredetű hő felgyülemlése 
miatt kellett felmelegednie és megolvadnia. Amint a Föld öregedett és a radioaktív 
elemek mennyisége csökkent, bolygónk felülete úgy hűlt le és szilárdult meg fokoza-
tosan. Birch szerint a megolvadáshoz szükséges idő nagyságrendileg akkora lehetett, 
mint a Föld anyagát alkotó meteorikus anyag kezdeti összegyülemlésének (közelebb-
ről egyébként meg nem határozható) ideje. 
Ezzel a feltevéssel szemben Jacobs hozott fel bizonyos ellenérveket [9]. Szerinte 
a radioaktív elemek koncentrációja meglehetősen bizonytalanul ismert, különösen 
a nagyobb mélységekben, s azok a becslések, amelyek Birchtő 1 és Urrytól származnak, 
túlságosan magas értékekhez vezettek. Jacobs véleménye szerint kérdéses, hogy hideg 
úton történt keletkezés esetén teljes megolvadás egyáltalán bekövetkezhetett-e az 
eddigi földtörténet során? 
Ehhez a szemponthoz viszont hozzátehetjük, hogy ha a radioaktív elemek az 
ősidőkben a földköpeny bizonyos részeiben koncentrálódtak is, az időközben meg-
indult konvekciós áramlások ezeket a koncentrációkat feltétlenül megbontották már. 
Griggs szerint egy-egy magmaáramlási ciklus kb. 55—60 millió évig tart, amelyet fél-
milliárd esztendős nyugalmi állapot követ. Amennyiben a Föld életkora 4500 millió 
év, akkor nyolc teljes áramlási ciklus játszódott már le és a radioaktív elemek sta-
tisztikusán egyenletesen keveredtek el a földköpenynek azokban a rétegeiben, ahol 
a nagyarányú magmaáramlások végbementek. A jelenlegi állapotban tehát a köpeny 
minden számbajövő, mélyebben fekvő részében nagyjából azonos lehet a radioaktív 
hőtermelés mértéke. Nem mondhatjuk el azonban ugyanezt a köpeny külső részéről 
(egybehangzásban a földrengések eloszlásával kapcsolatban írtakkal). A kéreg alsó 
határa és a 980 km mélységben húzódó Repetti-féle szeizmikus felület közötti sza-
kaszon nagyobbarányú, permanens magmaáramlások valószínűleg nem történtek és 
így áramláskeltette keveredés sem ment végbe. Erre utalnak a vulkánok magma-
tartályai, amelyekben az anyag minden valószínűség szerint félfolyós állapotban 
van. Hawaii alatt a magmatartályok 40—50 km mélységben helyezkednek el, Kam-
csatka alatt 60 km mélységben, a japáni Izu-szigetcsoporton át a Csendes-óceán 
felől a Japán-tenger felé haladva a magmatartályok mélysége 50 km-től egészen 
400 km-ig növekedik. A vulkanológusok általában úgy vélik, hogy a magmatartályok 
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belsejében az anyag azért maradhat meg félfolyós állapotban, mert a radioaktív 
elemek koncentrációja miatt magas a hőtermelés foka. Ha nagyméretű, permanens 
magmaáramlások ebben a viszonylag sekély mélységben, a külső köpenyben is 
lejátszódnának, akkor ezek a radioaktív gócok már megszűntek volna. 
A hőmérsékleti gradiens a mélységgel igen gyorsan csökken. Ennek indokolá-
sát — Howell gondolatmenetét követve [10] — az alábbiakban adhatjuk meg. 
Tekintsünk egy At; vastagságú héjat egy gömb belsejében. Legyen a gömb sugara 
R, a héj külső sugara Ci, belső sugara pedig(2. Tegyük fel, hogy R =£i - A héj átlagos 
sugarának definíciója: 
С = (2) 
Az ebben a héjban keletkező radioaktív eredetű hő arányos egyrészt a héj 
V = 4тг f ? dt) (3) 
a; 
térfogatával, másrészt pedig a radioaktív anyagok koncentrációjával, amelyet a 
szóban forgó héjban a szimbolizál. A gömbben ekkor 
0 ~4л f at;2 dt; (4) 
totális hőmennyiség keletkezik. A külső térbe kisugárzódó hő mennyisége a gömb 
felületével arányos. Ezért a területegységenként felszabaduló q hőmennyiség arányos 
a keletkezett hő és a területegységekben kifejezett gömbfelszín hányadosával. Ha a 
a mélységtől független és a hőmérséklet is állandó, akkor 
a / ?dC 
q ~ — — = ff - . (5) 
Jelölje a konduktivitást e, ekkor a hőmérsékleti gradiens: 
R 
ff / 
dT
 0
J
 R 
dR ÊR2 = 3e ' (6) 
Az 
R—0 
esetben 
dR U' 
mégpedig gyors ütemben. 
A fenti meggondolások arra az esetre érvényesek, ha a köpenyt szilárdnak 
tételezzük fel. A Po/sson-állandó értéke a földköpenyben mindenütt kisebb 0,5-nél, 
amely utóbbi a folyadékszerűen viselkedő közegekre érvényes. Ez nincs ellentétben 
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azzal, hogy a köpeny mélyebben fekvő részében konvekciós áramlások fordulhatnak 
elő, mert a konvekciós áramlások a viszkozitástól függenek, nem pedig a folyadék-
szerűség következményei. 
Minthogy a konvekciós áramlások hőt szállítanak, hozzájárulnak egy bizonyos 
hőveszteséghez. Ez a gradiens csökkenését eredményezi. Mindazonáltal a gradiens 
zérussá vagy negatívvá sehol sem válhat a Föld belsejében, tehát a hőmérséklet 
— befelé haladva — okvetlenül növekedik. 
Ha a hőmérsékleti gradiens nem változna a mélységgel és felszíni értéke (átlag-
ban, amelytől helyenként természetesen jelentős eltérések fordulhatnak elő) 1 C° 
30 méterenként, akkor a Föld középpontjában közelítőleg 2. 105C°-os hőség ural-
kodna. A tényleges hőmérséklet azonban ennél sokkalta alacsonyabb. Birch szerint 
a kontinensek alatt, a felszíntől kb. 30 km mélységben a hőmérséklet 500 C° körüli; 
100 km mélységben 1100C°; 300 km-nél valamelyest meghaladja az 1600C°-ot, 
800 km mélységben pedig 1900 C°. Gutenberg 1951-ben végzett számításai szerint 
a Föld centrálhőmérséklete alig haladja meg a 2000 C°-ot. Ez mindenesetre sokkal 
alacsonyabb annál, mint amilyen hőmérsékletet a kutatók néhány évtizeddel ezelőtt 
feltételeztek. 
Feljegyzés 
A Magyar Fizikai Folyóirat 1963. évi évfolyamának 12. kötet, 83—87 oldalain 
tanulmányt közöltünk ,,A Mars belső szerkezetéről" címmel. A dolgozat 1962. 
november 6-án érkezett a Szerkesztőbizottsághoz. 
A nevezett tanulmányban számításokat végeztünk a Mars felépítésére, első-
sorban a bolygó magjára vonatkozóan és megállapítottuk, hogy az égitestnek sem 
mágneses tere, sem pedig (fémes fázisú) magja nem lehetséges, mert a fémes fázishoz 
szükséges nyomás nem valósul meg a Mars belsejében. A mágneses térre vonatkozó 
fejtegetést az amerikai Mariner-4 kozmikus űrhajó mérései 1965. július 15-én iga-
zolták. Kitűnt, hogy ha a Marsnak egyáltalán lehetséges is mágneses tere, akkor 
annak térereje még a földmágneses térerősség egytizedét sem éri el. A megfigyelt, 
igen gyenge mágneses tér minden valószínűség szerint nem globális, dipól-jellegű 
planetáris mágnesességnek, hanem lokális jellegű, rendezetlen anomáliatérnek 
tulajdonítható. 
A Mariner-4 mérései így közvetetten igazolták, hogy a Marsnak — a számítá-
sokkal egyezésben — nincs fémes magja. 
A kísérlet abból a szempontból is jelentős eredményként könyvelhető el, hogy 
eldöntötte a rotáció és a mágneses tér összefüggésének kérdését. Számos szerző 
képviselte azt az álláspontot, hogy az égitestek rotációja és mágneses tere rendkívül 
szorosan összefügg egymással, amennyiben a gyors forgás nagy mágneses teret 
eredményez, illetve azzal já r együtt. Az ilyen nézetet valló kutatók arra hivatkoztak, 
hogy a Holdnál és a Vénusznál az űrhajók nem észleltek számottevő mágneses 
teret — mindkét égitest rotációja igen lassú, — ezzel szemben a gyorsan forgó 
Földnek erős, az igen gyorsan rotáló óriásbolygóknak (Jupiter és Szaturnusz), 
rendkívül erős mágneses terük van. A csillagok esetében is hasonló a helyzet; a 
legerősebb mágneses térrel rendelkező csillagok rotálnak a leggyorsabban. 
Ezt a feltételezett összefüggést a Mariner-4 mérései most megcáfolták. A Mars 
tengelykörüli forgásideje 24 óra 37 perc, a rotáció tehát gyorsnak minősül. Az égi-
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testnek azonban — ennek ellenére — sincs mágneses tere. Azoknak a kutatóknak 
álláspontját kell tehát helytállónak minősítenünk, akiknek véleménye szerint a boly-
gók mágneses terének kialakulását elsősorban a belső szerkezet sajátosságaira — fémes 
mag létezésére — kell visszavezetni. 
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AZ ELEMI RÉSZEK UNITÉR SZIMMETRIÁJA 
J. A. SZMOROGYINSZKIJ 
l.§. Bevezetés 
A mai fizika — az elemi részek jelenségeit kutatva a világban — a kísérleti 
anyag törvényszerűségeit megmaradási törvények rövid alakjában fogalmazza meg. 
A klasszikus fizika csak a mechanika néhány alapvető megmaradási törvényét 
ismerte; a kvantumfizikában, és különösen az elemi részek fizikájában már egész 
sor ilyen törvényszerűség gyűlt össze. 
Lehet, hogy a megmaradási törvények nagy száma kapcsolatban van azzal, 
hogy még nem ismerjük azt a mélyebb mechanizmust, amely az elemi részeket 
produkáló sokféle folyamatot szabályozza. A jövőben valószínűleg bebizonyosodik 
majd, hogy a sokféle megmaradási törvényt közös ok kapcsolja össze, és hogy ezek 
a tér és idő néhány általános szimmetriájának következményei. Azonban most még 
egymástól függetlennek látszanak, és tanulmányozásuk képezi a mai kutatómunka 
alapvető irányát. 
Az elemjrész-fizika megmaradási törvényeinek és a velük kapcsolatos szim-
metriáknak jellemzője, hogy sok esetben nem bizonyulnak pontosaknak, csak köze-
lítőnek. Ezzel kapcsolatban a jelenségek kutatásának egy új lehetősége jelent meg 
a fizikában, melyet az tesz lehetővé, hogy a szimmetriasértés sok esetben mennyi-
ségileg kicsiny, és tulajdonságaira nézve eléggé egyszerű. 
E szimmetriák egy példája az izotóp szimmetria, az ezt megsértő elektromág-
neses és gyenge kölcsönhatás jól ismert. Nemigen túlzunk, ha azt állítjuk, hogy a 
legérdekesebb eredményeket éppen akkor érték el a fizikában, amikor a szimmetria-
sértések törvényeit kiderítették. Ezt a csillagászati megfigyelések esetében is látni 
lehet. Galilei kiszámította, hogy a bolygók természetes körpályákon haladnak. 
A bolygópályák tengelyszimmetriájának megsértése, amit Kepler fedezett fel, a klasz-
szikus mechanika megalkotásához vezetett. Az általános relativitáselmélet diadala 
volt a Merkur perihéliummozgásának felderítése, amely újabb szimmetriasértést 
jelentett, a klasszikus mechanikai pálya zártságának megsértését. A kvantumfiziká-
ban az új megmaradási törvények kérdése akkor merül fel, amikor kötött állapot-
ban levő rendszerek szerkezetét igyekeznek megérteni. A hidrogénatom szintjeinek 
felfedezése vezetett Bohr modelljéhez. A szintek szisztematikus elrendeződése új 
szimmetriatulajdonságokkal kapcsolatosnak bizonyult, melyeket csak sok évvel 
később fogalmazott meg Fok (Szimmetriaelforgatások a négydimenziós világban).1 
Az a lehetőség, hogy a hidrogénatom tisztán csoportelméletileg leírható, az atom-
* Megjelent УФН, 84, 3, 1964. 
1
 Az a tény, hogy a hidrogénatom szintjei nem a fizikai háromdimenziós térben szimmetria-
sértőek, nagyon tanulságos, mert ez majd számunkra kevésbé váratlanul fog jelenségeket előidézni 
az izotóp és unitér terekben. 
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fizika nagyon fontos jelensége, amelyet igazságtalanul el szoktak hanyagolni a 
kvantummechanika tananyagban. 
A relativisztikus transzformációk szimmetriái és a velük kapcsolatos Pauli-
elv lehetó'séget adnak a sokelektronos atomok szintstruktúrájának megértésére. 
A magfizikában az atommag szintjeinek kutatása vezetett a töltésinvariancia és 
az ezzel kapcsolatos izotóp tér felfedezésére. A részecskék és a mag izotóp spinje 
most éppoly megszokott valami, mint a mag közönséges spinje, vagy töltése. Az 
izotóp spin megmaradásának törvénye, amelyet 1937-ben fedezett fel Wigner, az 
elemi részek fizikájában tett szert nagy jelentőségre. 
Amig csak két nehéz részecske, a proton és a neutron voltak ismertek, nem 
kellett újabb kvantumszámokat bevezetni; de amikor felfedezték a hiperonokat, 
felmerült az a kérdés, mi lehet az oka nagy stabilitásuknak. 10~10 sec-os élettartamuk 
— a magfolyamatok gyorsaságához viszonyítva — nagyon nagy idő. Az elmélet 
megalkotásában — mint az atomelmélet történetében is — az első lépés a „főkvantum-
szám" bevezetése volt a barionszintek (így nevezhetjük a nukleonok és hiperonok 
összességét) rendszere számára. Ilyen főkvantumszámnak bizonyult a Gell-Mann 
és Nishijima által felfedezett S „ritkaság" (vagy az Y hipertöltés, mely S-nek és а В 
barionszámnak az összege). 
Jelenleg fogalmunk sincs arról, hogy az erős kölcsönhatásnak milyen tulajdon-
ságaival van kapcsolatban ez a kvantumszám. Nem tudjuk, független-e a többi 
tulajdonságoktól, melyeket a kvantummechanika és a relativitáselmélet írnak le, és 
az eredetét talán mélyebb elmélet fogja kideríteni; de talán ez is sokkal egyszerűbb-
nek bizonyul, a ritkaság csak a részecskéknek és annak a nem nagyon érthető alap-
nak a kölcsönhatását írja le talán tömören, amelyet fizikai vákuumnak szokás 
nevezni. De, ha nem is így lenne, a ritkaság felfedezése kétségtelenül az elemirész-
fizika fejlődésének egyik legjelentősebb szakasza. 
A „ritkaságnak" az elméletbe való beépítése céljából szükséges volt az izotóp 
spin sémájának kibővítése. Az első ilyen irányú kísérlet Sakatától [Al. A2], valamint 
Markoltál [A4] és Okuntól [A 3] származik, akik egy U3 unitér vektorrendszert 
(proton-neutron-Л-hiperon) vizsgáltak. Azonban, az összes hiperonoknak csak 
három alapvető vektorba való besorolása nem volt elég radikális megoldás, és az 
elmélet igazi sikerét a Gell-Mann és Ne'eman által bevezetett SU3 séma hozta meg. 
Ez a séma, melyet eleinte nagyon tartózkodóan fogadtak, nemsokára a leghaté-
konyabbnak bizonvult. Az elmélet diadala az általa megjósolt í2-mezon felfedezése 
volt [Gl], 
Gell-Mann [C 2, 3] és Ne'eman [С 1] rendszerét az első szerzők „nyolcas útnak" 
— „eightfold way" — nevezték el.2 Érdekes, hogy az SU3 csoporttal írható le a három-
dimenziós harmonikus oszcillátor szintjeinek szimmetriája. 
Noha a hiperonok tömegkülönbségei — melyek az SC^-ban nullával egyenlők — 
nagyok, kiderült, hogy az SU3 szimmetriát megsértő kölcsönhatás szimmetriájára 
vonatkozó szerfelett egyszerű feltevések lehetővé teszik a tényleges tömegfelhasadás 
leírását. Sőt, mi több, az izotóp multiplettek felhasadása is beleillett egy egyszerű 
sémába. 
2
 A csoport elnevezése egy Buddháról és a szenvedések megsemmisítéséhez vezető nyolc 
útról szóló legendával kapcsolatos. Ez a nyolc út : helyes tekintet, helyes szándék, helyes szavak, 
helyes cselekvés, helyes élet, helyes erőfeszítések, helyes gondolkodás és helyes koncentrálás. 
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Az elmélet sikere állandóan növekszik. A rendelkezésre álló adatok valószínűvé 
teszik, hogy a gyenge kölcsönhatás és az elemi részek reakcióinak kutatásában 
jelentős előrehaladás fog bekövetkezni. 
Az a rengeteg részecske és rezonancia, amelyek két évvel ezelőtt rendszertele-
neknek látszottak, már m o s t beleilleszthető három oktett és egy dekaplet esztétikus 
rendszerébe (nem számítva az antibarionokat, melyek még egy oktettet és egy dekap-
letet alkotnak), így az elemi részek „passziánszának" most minden alapja megvan 
a „kimenésre". 
Az aránylag egyszerű leírásmód sikere megnöveli azt a reményt, hogy a részecs-
kéknek a vákuummal való kölcsönhatását is le tudjuk majd írni, talán aránylag 
egyszerű formában; ennek a kiinduló pontja lehet a tömegfelhasadás leírása egy 
effektív térrel történő multipól kölcsönhatás segítségével. 
Ha nem is így lenne, az unitér szimmetria elmélete nagyon is szükséges apparátus, 
amelynek ma már széles körben ismertnek kell lenni. Az unitér modell nézőpontjából 
mégis érthetetlen, hogy miért nincsenek olyan részecskék, amelyek a minimális 
kiterjedés elvének megfelelően azoknak a háromkomponensű spinoroknak felelné-
nek meg, amelyek Sakata elméletében alapvetőek voltak. A helyzet itt éppen olyan, 
mint amilyen a kvantummechanikában lenne, ha nem léteznének 1/2 spinű részecs 
kék. Ilyen részecskék bevezetésére Gell-Mann tett egy kísérletet (kvarkok) [E 1], 
ezek a részecskék azonban kísérletileg nem voltak megfigyelhetők [E 2]. 
Schwinger fejlesztett ki egy, megfigyelhetetlen részecskéket feltételező elméletet 
[F 2]. Mindeddig azonban korai lenne ennek az elmélet számára fontos kérdésnek 
a kielégítő megoldásáról beszélni. 
Jelen cikk elemi bevezetés az unitér szimmetria elméletébe. Kifejtjük benne az 
SU3 csoporttal kapcsolatos tenzoralgebra alapjait. 
Ez úgy fog történni, hogy aláhúzzuk a forgáscsoport közönséges tenzoralgebrá-
jával, vagy, ami ugyanaz, a síkbeli unitér csoporttal — SU2 csoport — való analógiát. 
Ezért a magyarázat az SU2 csoport tulajdonságainak rövid áttekintésével kezdődik. 
A következőkben, a 3. és 4. §-ban beszélünk az SU3 tenzorokról. 
Az elemi részek unitér szimmetriájának elmélete az 5. §-ban kezdődik, ahol 
leírjuk a multiplettek tulajdonságait. Ebben a paragrafusban a multiplettek két 
osztályát mutatjuk be: 1. fermionmultiplettek, melyeket komplex mátrixokkal 
írunk le, ezekből négy ismeretes: oktett, dekuplett és ezek antimultiplettjei ; 2. bozon-
multiplettek, melyeket hermitikus mátrixok írnak le, 2 ismeretes belőlük, hozzájuk 
számíthatjuk még az unitér skalár co-mezont is. 
A 6. és 7. §-ban a tömegfelhasadás formuláit hozzuk ki. Az intervallum-szabály 
bámulatosan emlékeztet a Zeeman-effektus elemi elméletének formulájára. Az atom-
spektroszkópiával való analógia annyira nyilvánvaló, hogy felmerül a remény a 
felhasadásnak valamilyen kvázimágneses tér bevezetésével történő leírására. Így 
effektive leírnánk a multipletteknek a vákuummal való kölcsönhatását. Az ilyen 
teret úgy lehet tárgyalni, mint a mezontereket [F 3, F 4]. 
Gyakorlatilag mindent, amit a tömegfelhasadás formuláiról elmondhatunk, a 
(7, 16) formula levezetésére lehet korlátozni, amely praktikusan minden eredményt 
tartalmaz. Ezek az eredmények a barionoktett három (6, 7), (7, 7), (7, 8); a mezon-
oktett két (6, 19), (6, 28) és a dekuplett egy (7,14) intervallumformulájában foglal-
hatók össze. 
Az intervallumszabályon kívül még számos más eredmény is van, melyek a 
mágneses momentumokkal, alak-faktorokkal, reakciókkal kapcsolatosak. 
4« 
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Alapvetően érdekes a gyenge kölcsönhatás fejlődésében levő elmélete. Ezek a 
témák külön cikket érdemelnek. 
Az utolsó megjegyzés az irodalomra vonatkozik. Minthogy az unitér szimmetriá-
val kapcsolatos cikkek száma igen nagy, kísérletet tettünk aránylag nem túl sok olyan 
cikk kiválasztására, amelyek az elképzelések és eredmények nagy részét tartalmaz-
zák, azok közül, melyeket 1964. jún. l-ig jelentettek meg. Ezekben a cikkekben az 
olvasó további irodalmi utalásokat is talál. 
2. §. Az izotóp spin 
A magerők töltésfüggetlensége arra vezet, hogy a nukleonok és más alapvető 
részecskék az izotóp spin segítségével osztályozhatók megfelelően. Ha elhanyagol-
juk az elektromágneses teret és a gyenge kölcsönhatást, akkor a rendszer tulajdon-
ságait csak a T izotóp spin határozza meg, és nem függenek ezek az izotóp spin 
T3 vetületétől. 
Az elektromágneses tér és a gyenge kölcsönhatás a szintek „felhasadását" 
idézik elő, úgyhogy a rendszer tulajdonságai függenek az izotóp spin T3 vetületétől. 
A proton és neutron hullámfüggvényét kétkomponensű függvényspinor írja le3 
Az izotóp spin vetületének Г3 = 1/2 értéke a p (proton) töltött állapotnak, a 
T3 = — 1/2 érték az n (neutron) semleges állapotnak felel meg: 
(2,2) 
\P) 
A függvény adjungáltját a 
V = (V-ip, V+1I»), (2,3) 
vagy a 
V = (n,p) (2,4) 
sorvektorokkal fogjuk jelölni. A (2, 1) függvényt lineáris transzformációnak'vethet-
jük alá az U mátrix segítségével: 
Ha fennáll az izotóp invariancia, akkor az új Ч2' függvény komponensei ugyan-
olyan jól megfelelnek a két töltésállapot leírására, mint а V függvény komponensei, 
melyekből kiindultunk. Azonban ezeknek az új függvényeknek ortogonálisaknak és 
normáltaknak kell lenniök. Ez a követelmény teljesül, ha U mátrix unitér, vagyis, 
ha inverz mátrixa megegyezik a transzponált konjugálttal (adjungált mátrix): 
U " 1 = U + , UU+ = 1. (2,6) 
3
 A komponensek mindegyike függ még a koordinátáktól és spinektől is, amelyeket itt nem 
fogunk feltüntetni. 
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Ezek a követelmények teljesülnek, ha U mátrix 
»-Uí-) <2'7) 
alakú, ahol 
W 2 + M 2 = l . (2,8) 
A (2, 8) feltétel azt is jelenti, hogy a mátrix determinánsa 1. 
Egy mátrix unitér marad, ha megszorozzuk exp (/<p)-vel ; a determináns az 
egységgel marad egyenlő, ha <p = 0 vagy п. Н а Г az U mátrix segítségével transzfor-
málódik, akkor У U + mátrix segítségével, ahol a mátrixszal való szorzás balról 
történik : 
W = Ч У , (2,9) 
¥ = r u + . (2 ,10) 
Ha az indexeket kiírjuk, akkor a (2, 9) szerint transzformálódó spinorok indexei 
fent vannak, és a spinorokat k o n t r a v a r i á n s a k n a k nevezzük: 
У " = Uß 4 / ß (2 ,11) 
(az egyes indexek szerint összegezni kell!) 
A (2, 10) szerint transzformálódó spinorokat alsó indexekkel jelöljük, és kova-
r i á n s a k n a k nevezzük: 
- ( u + > ; y . . ( 2 , i 2 ) 
Amennyiben az indexeket kiírjuk, a szorzók sorrendje a formula j o b b oldalán 
lényegtelen. 
A leírt formulákból következik, hogy a (2,9) és (2, 10) transzformációk nem 
változtatják meg a skalár szorzat értékét: 
( ¥ ' , 4>j = ( r U + , U V ) = (¥ , V ) . (2,13) 
A (2,13) képlet az unitér transzformáció meghatározására szolgál. 
Bevezetjük az 
(0 - 1 ) 
E
" > = 1 о ( 2 ' 1 4 ) 
antiszimmetrikus mátrixot, és inverzét: 
0 
- 1 0 ' 
(2 ,15 ) 
Ekkor minden kontravariáns spinort kifejezhetünk kovariánssal indexlehúzás 
segítségével : 
Va = eaß4". (2,16) 
Megfordítva, indexfelemeléssel kovariáns spinorból kontravariánst a lkothatunk: 
4" = e">4'ß . (2,17) 
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Innen az következik, hogy a kontravariáns és kovariáns komponensek közti különb-
ség tisztán formális, és 
f i ^ - f 2 , ( 2 , 1 8 ) 
4>.2 = V1. (2, 19) 
Az sxß mátrixot nem változtatja meg az unitér transzformáció: 
e = UeU - 1 . (2,20) 
Ezt az egyenletet könnyű ellenőrizni, ez egyszerűen annak következménye, hogy U 
determinánsa eggyel egyenlő. 
Ily módon, ha 
akkor 
Megjegyezzük ezenkívül, hogy 
4>x = J ^ j , ( 2 , 2 1 ) 
4"V, = 0, (2,23) 
és hogy az exß mátrix a metrikus tenzor szerepét játssza. 
Éppúgy, mint a rendes tenzoralgebrában, bevezetünk többindexes tenzorokat. 
Az 
(A\ A\\ 
a > = U \ 4 ( 2 ' 2 4 ) 
másodrendű vegyes tenzor úgy transzformálódik, mint két, egy kontravariáns és 
egy kovariáns spinor szorzata. E tenzor 
SpA=A{ + A% (2,25) 
spurja szemmel láthatóan skalár, és а Г transzformációk változatlanul hagyják. 
(A\ 
tenzor már irreducibilis. Ez a tenzor a háromdimenziós tér egy vektorával ekviva-
lens. A hármas vektor és a (2,26) tenzor komponensei között a Pauli-mátrixok 
létesítenek kapcsolatot. Ha az A hármas vektort skalárisan szorozzuk a <r(oi, <r2, <r3) 
Pauli-vektorral, ezt kapjuk: (v4o í/ío I 
Л + /+2 - A 3 [ (2'27) 
Most nem mutatjuk meg, hogy az Aj, tenzor unitér transzformációi ekvivalensek 
az A vektornak a háromdimenziós térben való forgásával. 
További tájékoztatás magasabbrendű tenzorokról számunkra itt nem szükséges. 
Vegyük most figyelembe az elektromágneses teret. Ekkor az izotóp térben a 
3. tengely kitüntetetté válik, minthogy az e tengelyre való vetület meghatározza a 
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töltésállapotot. Ebben az esetben a kölcsönhatás már nem lesz izotóp invariáns. 
A transzformációs mátrixok diagonálissá válnak, és az 
U = 
IV 
2
 0 
, 2 
alakba írhatók, z tengely körüli síkbeli forgást írnak le. Az R3 kétdimenziós, egy-
paraméteres forgásalcsoportot kapjuk. Az ennek a csoportnak megfelelő tenzor-
algebrában eltűnik a felső és alsó indexek közötti különbség, és a fázisfaktorral 
való szorzás egységtranszformáció marad. Bizonyára érdemes emlékeztetni arra, 
hogy a mátrixok tulajdonságairól mondottakat a spinnel rendelkező részecske 
modelljével lehet illusztrálni, amikor a gömbi szimmetriát z tengely irányú mágneses 
tér elrontja. 
A spin-tenzor fontos esete a T izotóp spin-operátor (vektor). (2,27)-nek meg-
felelően : 
(T* T-1 
E mátrix elemei az izotóp spin komponensei, amelyek maguk szintén mátrixok. 
Ezeknek a mátrixoknak az alakja (a sorok és oszlopok száma) függ a csoport ábrá-
zolásától, azaz azoknak a részecskéknek a spinjétől, amelyeknek a hullámfüggvényére 
ezek a mátrixok hatnak. 
Nukleon esetében T= 1/2, Г komponensei a 
г - С °) T - 1 ° 1 
J á
 - 0 - 1 ' / + - о 0 
0 0 
1 0 
mátrixok. Ezeknek a mátrixoknak segítségével például le lehet írni a gyenge kölcsön-
hatásban részt vevő (vektor- és pszeudovektor-) áramot. így, a neutron ^-bomlásáért 
felelős vektoráram az izotópáram -komponense: 
/„+ |Я>. 
Itt tudomásul vettük, hogy a kezdeti n és a p végállapot közötti mátrixelem a gyenge 
kölcsönhatás y z ( l+áy 5 ) (A%1,25; yx és y5 a Dirac-mátrixok) rendes spin-indexekre 
ható operátorából és a T+ izotóp-operátorból áll, mely a neutront protonná vál-
toztatja. 
A T_ operátorral kapcsolatos J_ áramkomponens a pozitronbomlást írja le, 
a J3 semleges komponens pedig, az általános kölcsönhatás elmélete szerint az elektro-
mágneses áramban játszik szerepet. Ily módon, pl., a vektoráramot felírhatjuk a 
V = 
v3 V-
y + - V 3 
mátrixalakban. Itt minden elemnél oda kell gondolnunk a közönséges négyes Min-kowski-tér komponensének kiíratlan indexét. Visszatérve a (2,28) képlethez, meg-
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jegyezzük, hogy Sp 7 = 0 , e mátrix determinánsa pedig: 
DetT = i ( 7 + 7 _ + 7 _ 7 + ) + 7z = 7 2 
(a kiszámoláskor szimmetrizáltunk a 7_ és 7+ elemek szerint, mivel ezek a mátrixok 
nem kommutálnak). Ez utóbbi képletből látjuk, hogy a determináns a transzformáció 
invariáns mátrixát adja, az izotóp spin négyzetét. Világos, hogy ez a képlet nem 
függ az ábrázolástól, vagyis igaz tetszőleges spinértékekre. 
A teljesség kedvéért röviden leírjuk még a csoport kiterjesztését. Ha eltekintünk 
az uniteritás feltételétől, és csak a D e t U = l unimodularitási feltételt tartjuk meg, 
akkor a mátrixok az L6(4)4 Lorentz-transzformációt írják le. Mivel ekkor U + X U - 1 , 
azért a spinorok két típusa helyett a Lorentz-csoport tenzoralgebrájában négyfajta 
spinor van, melyek az U, LU1, U + és U + 1 _ 1 mátrixokkal transzformálódnak. Ezek-
nek a típusoknak a leírására pontozott indexeket vezetünk még be, úgyhogy a 
transzformációkat így jelöljük: 
Az L(4) tenzoralgebrában létezik az indexlehúzás és indexfelemelés művelete, 
éppúgy, mint az SU.2 algebrában. Ezért a Lorentz-csoportban az ábrázolást két 
szám jellemzi: a pontozott és a pontozatlan indexek száma. Ebben az algebrában 
a tenzort a négy Pauli-mátrix segítségével írjuk le: <r0, ax , cr.2 és a 3 , ahol er0 egység-
mátrix. Az 
tenzor felel meg a négyes vektornak; ennek transzformációja a Lorentz-transzfor-
mációval ekvivalens. Minthogy pontozott és pontozatlan indexek szerint nem 
szabad összegezni (vagyis ilyen összegezésnél nem keletkezik invariáns), a (2,30) 
tenzor spurját nem lehet minden koordinátarendszerben nullával egyenlővé tenni. 
Az L6(4) Lorentz-csoportból az R3 forgáscsoportba való átmenethez elegendő 
a pontozott és a pontozatlan indexeket egy kalap alá venni. Ekkor a tenzorból 
kiválik egy skalár — a spurja. Az ábrázolási mátrixokban csak diagonális kompo-
nenseket hagyva, az R.2 csoportba megyünk át. így a csoport 
redukcióját a tenzoralgebra megfelelő egyszerűsödése kíséri. 
Befejezésül megmutatjuk, hogyan fejezhetők ki a tenzorkomponensek az izotóp 
spin vetületének értékével. 
A p darab felső indexes tenzor p/2 = T izotóp spinnek felel meg, mivel a tenzor-
nak p + 1 komponense van. Ha minden index 1-gyel egyenlő, akkor megállapodunk 
abban, hogy az ilyen tenzorkomponensnek T3 = — T = -p/2 értéket tulajdonítunk. 
«Г* = ЦУ, 
ч>; = ( U - ^ Í P , , 
Ф = ( u + ) - V ± (2,29) 
(2, 30) 
L(4)z>R3^R. •2 
4
 A négydimenziós tér transzformációja, mely 6 paramétertől függ. 
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Akkor, ha egy tenzorkomponensnek p(\) indexe 1, p(2) = p-p(\) indexe pedig 2T 
úgy az ilyen komponensre: 
T+p(2) PÖ)+P(2) +P( 2) p(2)-p(\) 2 2 
Hasonlóan kapjuk a q( 1) 1-gyel és q(2) 2-vel egyenlő alsó indexes tenzorra: 
_ q(2)-q(\) 
' a — ^ • 
(2, 30) 
(2,31) 
A p felső- és q alsóindexes vegyes tenzorra, melynek spurja 0, azt kapjuk (vö. (4,14))r 
hogy : 
T3 = j K - W i ) nu 
m 
2 ' (2, 32) 
ahol 
m2 = p(2)-q(2), 
m x = p(\)-q(\), 
m = ni1 + m2. 
Azt mondhatjuk, hogy az \(p + q) = T szám jellemzi az ábrázolást, az m2 — m1 
szám pedig a 3. tengely körüli forgáscsoportot, azaz T e tengelyre való vetületének 
értékét. 
3. §. Az unitér csoport 
A harmadrendű komplex mátrixok unitér csoportja ugyanolyan módon épül 
fel, mint az SU2 is. A harmadrendű mátrixokat ugyancsak U-val fogjuk jelölni, 
vagy, ha az indexeket ki kell írni, UJJ-vel (a,b= 1 ,2 ,3) . Az U mátrixokra: 
U U + =1 , 
Det U = l . 
A spinornak ebben a térben három komplex komponense van: 
q/ot 
(3.1) 
(3.2) 
(3,3) 
Ez kontravariáns spinor, felső indexes spinor, amely az U mátrix segítségével 
transzformálódik. Létezik még kovariáns spinor, alsó indexes spinor: 
Ф = (Ф
г
, Ф2, Ф3). (3,4) 
Ф spinor U+ mátrix segítségével transzformálódik. Nyilvánvaló, hogy (3,3) transzpo-
nált spinorja úgy transzformálódik, mint Ф. 
A skalár szorzatot, amelyet az unitér transzformációk változatlanul hagynak,, 
a következőképpen képezzük: 
(Ф, V ) = Ф
Х
Ч". (3,5) 
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Az 57/3-ban az indexlehúzás művelete másképpen fest, mint az 5t / ä-ben. Bevezetünk 
két antiszimmetrikus tenzort, amelyek a háromdimenziós térben háromindexesek: 
Pübc — „ _ fc
 —
 b
abc — 
1 (a, b, с páros permutációra) 
— 1 (a, b, с páratlan permutációria) (3,6) 
0 (két index egyenlő permutációira). 
Mivel D e t U = l , e tenzor komponenseinek nagyságát a csoporttranszformációk 
változatlanul hagyják. 
EABC tenzor hatását az SU3 másodrendű tenzorának példáján szemléltethetjük. 
A másodrendű tenzorok különféle típusúak lehetnek. 
1. Ч"ь— egy felső és egy alsó indexes tenzor. Az ilyen tenzor spurja a csoport 
skalárja, és mert irreducibilis tenzor (hasonlóan, mint a kvadrupólmomentum-
tenzor az elektrosztatikában), 0-val egyenlő: 
Sp Г = = 0. (3,7) 
2.- 4""b — két felső indexes tenzor. Bontsuk fel ezt a tenzort két tenzorra: szim-
metrikusra (a-ra és b-re nézve) és antiszimmetrikusra: 
pab _ p[ab] p{ab}^ ( 3 , 8 ) 
fi"''! = Jr (Pal> — tf/ba^ (3.9) 
p(ab)
 = I ( p a b + pbay ( 3 , 1 0 ) 
A tenzor ilyen felbontása relativisztikusan invariáns unitér transzformáció. Most 
fogjuk eabc tenzort felhasználni. Megszorozva ezt (3,10)-zel. egy alsó indexes spinort 
kapunk: 
= (3,11) 
Ily módon, a másodrendű antiszimmetrikus tenzor ekvivalens ebben az algebrában 
a spinorral. Megfordítva, a (3,9) szimmetrikus tenzort nem szabad redukálni. £-nal 
való szorzata nullát ad. Ezért 4/ab-ve 1 a szimmetrikus tenzort jelölhetjük, anti-
szimmetrikus tenzorokat egyáltalán nem fogunk használni. 
3. Hasonló megfontolásokat ismételhetnénk meg a két alsó indexes 1/aí, ten-
zorokra, eabc-t használva ebben az esetben. Végeredményben ezt a tenzort is szimmetri-
kusnak nevezhetjük. 
Az összes elmondottakat megismételhetjük tetszőleges felső és alsó indexpárra. 
Ezért az irreducibilis tenzort általában két szám jellemzi — a felső és az alsó indexek 
száma. Emellett minden spurnak (egy tetszőleges alsó és felső index szerinti összeg-
nek) nullának kell lennie. Az irreducibilis tenzorokat (és a nekik megfelelő ábrázolá-
sokat) a D(p, q) szimbólummal jelöljük, ahol p a felső indexek, q az alsó indexek 
száma. Ily módon a tenzorok következő osztályozásához jutunk az 5í / 3 -ban: 
77 (0, 0) — skalár (egy komponens), 
77(1,0) — kontravariáns spinor (három komponens), 
77(0,1) — kovariáns spinor (három komponeus), 
77(1, 1) — Фь vegyes tenzor (nyolc komponens), 
77(2, 0) — 4" b kontravariáns tenzor (hat komponens), 
77(0, 2) — Voi> kovariáns tenzor (hat komponens) és í. t. 
A Z ELEMI R É S Z E K UNITÉR S Z I M M E T R I Á J A 2 4 3 
Idézünk néhány képletet a komponensek számának kiszámítására. А к indexes 
szimmetrikus tenzornak (csak felső vagy csak alsó) 
N(k, 0) = A(0, k) = ( * + * ) ( * + 2) (3,12> 
számú komponense van. Az egyenlő számú felső és alsó indexes tenzornak 
N(k, к) = (A: + 1 )3 (3,13) 
számú komponense van. Az első formula egyszerűen azoknak a lehetőségeknek a 
száma, ahogyan három egész számból (egyes, kettes és hármas index) к darabot 
összerakhatunk. A másodikat a köbszámok természetes sorának ismert összeg-
képletéből kapjuk: 
I * + 1 ( k + l)2(/r + 2)2 = 
Vegyük észre, hogy a bal oldalon (3, 12) jobb oldalának négyzete áll, vagy 
egy olyan tenzor komponenseinek teljes száma, amelynél a felső és alsó indexek száma 
ugyanannyi, a spurok pedig nullától különbözőek. Ezért utóbbi formulát úgy lehet 
interpretálni, mint az ilyen tenzor kevesebb indexű irreducibilisra való felbontásának 
képletét. (Az állítást könnyű teljes indukcióval igazolni.) 
A p felső és q alsó indexes tenzor komponenseinek száma: 
N(p, q) = \(p + \)(q + \)(p + q + 2). (3, 14) 
Ezt a képletet egyszere megkapjuk, ha észrevesszük, hogy a spuroknak nullává 
tevése előtt a komponensek száma (3, 12) alapján 1)(<7 + \)(p + 2)(q + 2). 
A spurok eltűnésének feltétele ekvivalens azzal, hogy egy ipq(p+ 1 )(q+ 1) kompo-
nensű D(p—l,q — l) tenzor nullával egyenlő. E két szám különbsége meg is adja 
(3,14) formulát. 
Most megfogalmazhatjuk a vektorfelbontás szabályát. A forgáscsoport esetében 
ez a szabály azt eredményezi, hogy két, 2/x 4-1 és 2!/a + 1 komponensű tenzorból 
2 7 + 1 komponensű tenzorok keletkeznek, ahol 7 végigfut minden egész (vagy feles) 
értéket (A—Á)-tó'l Л +,/2"'g- Az S í / - b a n ez a szabály bonyolultabb, és legegysze-
rűbb, ha mindjárt alkalmazzuk. 
így, két V és Vb spinorból lehet У skalárt és Ч"*ь 8 komponensű tenzort alkotni. 
Szimbolikusan ezt így fogjuk jelölni: 
0(1,0)X£>(0, 1) - Ű(0,0) + D(1, 1) (3, 15) 
vagy egyszerűen a komponensek száma szerint: 
3 x 3 = 1 + 8 . (3,16) 
Tekintsük két tenzor ЩФ^ szorzatát. Ahhoz, hogy irreducibilis részeket találjunk, 
így járunk el. Vesszük a kettős szummát, így skalárt kapunk: 
Х=ф
а
ь
(
Р
Ь
а (еёУ komponens) . (3, 17) 
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Csak egyszeresen szummázva kétféleképpen, és a spurt nullává téve, két tenzort 
kapunk: 
xs = №<Pd, Х§=ф'
ь
<ре
а
 (nyolc komponens). (3,18) 
Ha e tenzor segítségével felemeljük az alsó indexeket, és azután szimmetrizálunk 
az összes felső indexek szerint, akkor harmadrendű felsőindexes tenzort kapunk: 
X a b c . (3,19) 
Hasonlóan építjük fel a harmadrendű alsóindexes tenzort: 
Xabc- (3,20) 
Marad még egy két felső és két alsó indexes negyedrendű tenzor, melynek spurjai 
nullák. Ennek a tenzornak (2+1)3 = 27 komponense van: 
Xfd = Ф{аМ}. (3,21) 
Ennek az eredménynek a formális felírása a következő: 
£>( 1, 1)XŰ(1, 1) = £>(0, 0) + D(\, 1) + £>(1, 1) + Ű(3,0) + Z)(0, 3) + 
+ D( 2,2), (3,22) 
vagy: 
8 x 8 = 1 + 8 + 8 + 1 0 + 1 0 + 27. (3,23) 
A jelöléseknél figyelembe vettük azt a tényt, hogy a két oktett (másodrendű tenzor) 
ekvivalens, azaz ugyanolyan módon transzformálódik, a dekuplettek pedig (harmad-
rendű tenzorok) adjungált mátrixokkal transzformálódnak. 
Idézzük még két dekuplett szorzatának képletét: (3, 13) képlet szerint rögtön 
írhatjuk (k — 2): 
1 0 x 1 0 — 1 + 8 + 27 + 64, (3,24) 
vagy 
£>(3. 0) + £>(0, 3) = £>(0, 0) + £>(l, l) + £>(2, 2) + £>(3, 3). (3,25) 
Levezetés nélkül leírunk még néhány képletet: 
3 x 3 = 1+8, 
£>(1,0)XZ>(0, 1) = Z)(0, 0) + £>(1, 1), 
3 X 3 = 3+6 , 
£>(1, 0)X £>(1, 0) = £>(0, l) + ö(2 , 0), 
3 X 3 = 3 + 6, 
D( 0, 1)XÖ(0, 1) = £>(1,0)+ £>(0,2), 
6 X 3 = 8 + 10, 
£>(2,0)X£>(1,0) = £>(1, 1) + £>(3, 0), 
6 X 3 = 3 + 15, 
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0(0, 2 ) x 0 ( l , 0 ) = D(0, 1) + 0( 1. 2), 
6 x 3 = 3 + 15, 
D ( 2 , 0 ) x 0 ( 0 , 1) = D(\, 0) + D(2, 1), 
6X6 = 1 + 8 + 27, 
0(0, 2) X 0(2,0) = 0 ( 0 , 0 ) + 0(1, l) + 0(2,2), 
6X6 = 6 + 15 + Í5', 
0(2, 0) X 0(2, 0) = 0 (0 , 2) + 0(2, 1) + D(4, 0), 
6 x 6 = 6 + 15 + 15', 
0(0 , 2) X 0(0,2) = 0 (2 , 0) + 0(1, 2) + 0(0, 4) 
és í. t. 
Látjuk, hogy csak a legegyszerűbb ábrázolásokat lehet egy számmal leírni. 
Két tenzor, 0(2,1) és 0(4 ,0) egyaránt 15 komponensű. és megkülönböztetésül 
15-öt és 15'-t írtunk. 
A felbontási formulák együtthatóinak (Clebsch—Gordan-együtthatók) kiszá-
mítása hosszadalmasabb. Mivel ezek nekünk nem szükségesek, itt nem fogunk 
róluk beszélni. (Ezek [02]-ben megtalálhatók). 
4. §. Az unitér spin 
Hasonlóan ahhoz, hogy az SU2-ben az ábrázolást az izotóp spin nagysága jelle-
mezte, az SU3 algebrában is be lehet vezetni analóg karakterisztikát, az unitér 
spint, amelyet t/-val fogunk jelölni. Az izotóp spin komponensei, melyeket 2,2-es 
mátrix alakjában írtunk fel : 
a forgáscsoport generátorát alkotják. Ez azt jelenti, hogy a 3. tengely forgásmátrixa 
ôcp szög esetén 
M = 1 + -Á ôcpT3 (4,2) 
alakú. Az 1. és 2. tengely körüli elforgatásokra analóg képletek igazak, melyekben 
megfelelően a 
Tx = T+ + 7+, T2 = jXT+ - T-) (4, 3) 
mátrixok lépnek fel. Az unitér spint 3-3-as mátrix segítségével vezetjük be: 
Q T_ L- ' 
и = 
T+ Y— Q К-
,L+ K+ - Y . 
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A bal felső sarokban álló négy elem (4, 1) típusú mátrixot alkot, amelyben azonban 
a spur nem nulla (vagyis ez a mátrix az ŐL^-ben reducibilis). Ezt a mátrixot olyan 
mátrixösszeg alakjában írhatjuk fel, amelynek tagjai közül az egyiknek a spurja 
nulla: Q 
T + Y-Q 
Q-}Y Г-
T+ \Y— Q 
Y 0 
о Y, 
(4, l)-gyel összehasonlítva azt látjuk, hogy 
vagy 
Q-\Y = T3 
Q = T3 + ±Y. 
(4, 5) 
(4.6) 
(4.7) 
Ha Q sajátértéke a töltést jelenti, akkor У az S + B (S a ritkaság, В a barionszám) 
hipertöltésnek megfelelő mátrix. A többi elemek (L+, L_, K+, K_) olyan mát-
rixok, amelyeknek ugyanolyan az alakja, mint a 7 \ , T2 és T3 izotóp spinnek, csak 
a (2, 3) és (1, 3) alterekben hatnak. Minthogy az SU3 csoport ábrázolásai megőrzik 
az \X\2 + |У I2 + |Z|2 kvadratikus alakot, azért minden kétdimenziós altérben létezik 
olyan alcsoport, amely megőrzi két abszolútérték-négyzet összegét, azaz, amely 
ekvivalens az SU2-ve 1. A (4, 4) mátrixok szerkezetéből látható, hogy különböző 
módon választhatók ki kommutáló mátrixrendszerek. Ha a (4, 5) mátrixokat választ-
juk ki alcsoport gyanánt, megkapjuk az У, Г2 és T3 mátrixrendszert. Ha azt a 2,2)-es 
mátrixot választjuk alcsoportnak, amely (4,4) jobb alsó sarkában áll, akkor az 
Y-Q К 
K+ -Y 
Y-iQ 
K+ 
K-
-Y+iQ 
Q о 
0 Q 
mátrixot kapjuk. Ekkor Q, K2 és K3 lesznek a kommutáló mátrixok, ahol 
K3 = Y-iQ. 
(4, 8) 
(4,9) 
A kommutáló operátorok ilyen megválasztásánál a kvantumszámok egyike meg 
fogja határozni a részecske töltését. Ilyen ábrázolás alkalmas a gyenge és elektro-
mágneses kölcsönhatások feladatának vizsgálatánál. 
Térjünk vissza az У, T2 és T3 kommutáló mátrixok rendszerének kiválasztásá-
hoz. Tekintsünk egy tetszőleges, p felső és q alsó indexes tenzort. Jelöljük ezt, mint 
a hozzátartozó ábrázolást, D(p, q)-\al. A p + q indexek mindegyike felveheti az 
1 ,2 ,3 értéket. Vezessük be a következő jelöléseket: 
/ j ( l ) az 1-gyel egyenlő felső indexek száma, 
/7(2) a 2-vel egyenlő felső indexek száma, 
/7(3) a 3-mal egyenlő felső indexek száma, 
í/(1) az 1-gyel egyenlő alsó indexek száma, 
q(2) a 2-vel egyenlő alsó indexek száma, 
q(3) a 3-mal egyenlő alsó indexek száma. 
(4,10) 
У, T2 és T3 sajátértékei, valamint egy D(p, q) tenzor komponensei között 
megfelelés létesül, ha У-t egy valamilyen tenzor komponenseihez rendeljük. Éppen 
ebben a pontban történik annak az ábrázolásnak a kiválasztása, amely a reális 
részecskéket leírja. Gell-Mann és Ne'eman modelljében a D( 1, 1) oktettet vették 
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alapul. Adjuk ennek az oktettnek a következő hipertöltéseket: 
4" b (a ,b= 1,2): 
П Ф = 1, 2): 
= 1 , 2 ) : 
П • 
F = 0, 
Y = 1, 
У = - 1 , 
Y = 0. 
(4,11) 
Emlékeztetünk arra, hogy а Ч'"
ь
 komponensek izotóp vektor és izotóp skalár keveré-
kei ( a , b = 1, 2): 
A tenzoroktettekből magasabbrendüeket fogunk összeállítani. Az oktettek szorzása-
kor olyan tenzorokat fogunk kapni, melyek felső és alsó indexeinek száma egyenlő, 
de spurjuk nem nulla. Jelöljük az ilyen tenzort D\k, /r)-val, vesszővel jelölve azt 
a tényt, hogy Sp DxO. A tenzorkomponensnek megfelelő hipertöltést a 3-as indexek 
száma fogja meghatározni, azaz р(Ъ) és q(3). Mivel (4,11) szerint felső index Y 
értéke 1, és minden alsóé — 1, a D'(k, k) tenzor komponensének hipertöltése: p(3) — 
— q(3). Innen látható, hogy e tenzor komponenseiben Y a —k'SY^k határok 
között változik. 
Most kiválasztjuk a tenzorból az irreducibilis összetevőket. Ehhez mindenek-
előtt szimmetrizáljuk a tenzort a p felső és külön a q alsó indexek szerint. A D(k, к) 
irreducibilis tenzort kapjuk, ahol У ugyanolyan — k ^ Y ^ k határok között vál-
tozik. 
Ha p vagy q^2, akkor Eabc segítségével D\k, k) két indexét lehúzhatjuk, a két 
felső indexet egy alsó indexszé változtatva. Pontosan ugyanígy eabc tenzor segítségé-
vel két alsó indexet felemelhetünk, egy felsővé változtatva ezeket. Ily módon a 
D'(k,k) tenzort átalakíthatjuk D\k - 2, к + 1 ) vagy D'(k+\,k-2) tenzorrá. 
Ezután a kapott tenzorokat megfelelően szimmetrizálnunk kell D(k — 2, к +1 ) vagy 
D(k+ 1, к — 2) tenzorokká. 
E tenzorok antiszimmetrikusak, így, ha D(p, q) tenzor minden p indexe 3-mal 
egyenlő, akkor Ea(,c-vel való szorzata nullát ad. Pontosan ugyanígy, ha a D(p, q) 
tenzor összes alsó indexe 3-mal egyenlő, akkor e^ -ve l való szorzata nulla. Innen 
arra lehet következtetni, hogy a D(k — 2,k + l) tenzor egy У értékkel kevesebbet 
tartalmaz, mint a D(k, к) kiindulási tenzor: nincs olyan komponense, ahol Y—k. 
így a D(k — 2,k + 1) tenzorkomponensekben У a határok között 
mozog. Arra is következtethetünk, hogy a D'(k + 1 , к — 2) tenzor komponenseire 
- H l = Y^Sk. Ha 25 indexet húzunk le, s darab alsóvá változtatva azokat, akkor 
— analóg módon — azt találjuk, hogy az új D(k — 2s, k + s) tenzor hipertöltése a 
— k^Ysk—s határok között változik. Pontosan ugyanígy a D(k + s,k — 2s) 
tenzorra: —k + 5 ^ У S к. 
П - i b î Sp 
Sp 5», 
!PS, n , 
T3 1
 3' 
Г-vektor, 
Г-skalár, 
Г-spinor, 
Г-skalár. 
(4, 12) 
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Innen tetszőleges D(p, q) tenzorra azt találjuk — ha к = R ^ ^ éss = — R ^  
(p = k—2s,q = k + s), hogy a hipertöltés a 
P + 2 q s Y ^ 2 p p _ ( 4 , 13) 
3 - - 3 
határok között változik. 
A D(p, q) tenzor komponenseinek hipertöltését a 3-as indexek száma határozza 
meg. Tegyük fel : 
Y = p(3)-q(3) + a, (4,14) 
ahol a állandó. Ezt az állandót megkapjuk, ha észrevesszük, hogy p(3) =p és 9(3) = 0 
esetén Tér téke maximális: j ( 2 p + q ) . Innen a = — i(p — q). 
p—q = m. 
A p(3) — q(3) = m3, p — q = m jelölésekkel azt kapjuk, hogy 
Y = m 3 - $ m . (4,14 ') 
Hasonlóan kaphatjuk meg a töltés kifejezését: 
Q = - m i + i m , (4,15) 
ahol mk = p(\)—q(\). Ezt a (4, 4) determinánsának az ( F s — Q és 1 ^ 2 ) cserére 
vonatkozó szimmetriája határozza meg. Ha még hozzátesszük, hogy T— Q = 
= — m2+\m, akkor észre lehet venni, hogy az mx,m2,m3 számok a „mágneses" 
kvantumszámok szerepét játsszák. A (4. 4) főátlójában álló három operátor saját-
értékösszegének nullává tevésére bevezetjük az \ m = + m2 + ms) tagot. Ez is 
az algebrai oka annak, hogy az J szorzó megjelenik a képletekben (vö. (2,31)). 
A (4,13) képletből kifejezést kaphatunk az unitér multiplett „szélességére" 
vonatkozóan : 
Tmax - Lnin = P + <7- (4 ,16) 
Az izotóp spin analógiájára az összes indexek számának felét elnevezhetjük U 
unitér spinnek, 
U = (4,17) 
mivel Y különböző értékeinek száma 2(7+1. A „multiplett súlypontjára" ezt kap juk : 
Ymax + Tmjn ^ . (4, 18) 
A (4, 14)—(4,17) képletek teljesen leírják a multiplett hipertöltés-szerkezetét. 
Ezek a képletek T-ra egész értékeket adnak, de csak olyan tenzorok esetében, 
amelyekre (p — q) = 3«, ahol n pozitív egész szám. Az a séma, amelyet a D(k, k) 
tenzorból a D(k + s,k — 2s) tenzorok alkotására használunk, tehát megfelelő ten-
zorokat ad. Olyan tenzorokat, melyekre (p — q) 5* 3n, nem kaphatunk ilyen módon. 
Ez emlékeztet a forgáscsoport esetére, ahol vektorok segítségével csak olyan tenzoro-
kat lehet felépíteni, melyeknek izotóp spinje egész értékű; a feles izotóp spinű spino-
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rokat külön kell bevezetni. Az SU3 csoportban szintén felmerülnek nem egész 
értékű hipertöltéssel rendelkező spinorok. Ezek hipertöltése 1/3 többszöröse. Ha 
megtartjuk a kapott szabályokat olyan tenzorokra is, amelyekre (p — q) 3/7, azt 
kapjuk pl., hogy az egy felső indexes £>(1,0) spinor komponenseihez így rendelhető 
hozzá Y: 
У
1: p = 0, Y = - h 
У
2: р = 0 ,Ыр-<] ) = Ь Y = - h (4,19) 
У
3: p = 1, F = 
У„ tenzor komponenseire hasonlóan: Y = ú — így az SÍ/3-ban megjelennek 
a hipertöltés tört értékei. Az ilyen elképzeléseknek megfelelő részecskék (kvarkok, 
Gell-Mann terminológiája szerint) megfigyelésére végzett kísérletek mindeddig 
kudarcot vallottak (1. Bevezetés). 
Most folytathatjuk a tenzorkomponensek osztályozását, és rátérhetünk az 
izotóp spin és vetületeinek értékeire. Ha egy D(p, q) tenzorban néhány hármas 
index is van, akkor a többi, l-es és 2-es indexek az izotóp tér egy />(l)+/>(2) = 
=/>(1,2) felső indexes és q(\) + q(2) = q( 1,2) alsó indexes tenzorát alkotják. Az 
SU2 ilyen tenzorának irreducibilis tenzorokra való felbontása a szokásos összegzéses 
módszerrel történik — egy felső és egy alsó index szerint az 1, 2 értékekre összeg-
zünk. Mivel a />(1,2) darab, 1 és 2 értékeket felvevő indexes tenzornak />( 1 , 2 ) + 1 
komponense van, az ilyen tenzor izotóp spinje: 
Т
Р
 = Ы 1,2). (4,20) 
Hasonlóan a </(1,2) alsó indexes tenzorra: 
r , = i í ( l , ' 2 ) . (4,21) 
A />(1, 2) felső és g(l, 2) alsó indexes tenzor olyan irreducibilis tenzorokra esik szét, 
melyek spinje: 
Tp+Tq, Tp+Tq-l, ..., \Tp-Tq\. (4,22) 
Végül, egy izotóp spin-komponens nagyságát a következő képlettel határozzuk 
meg (2, 32): 
T3 = i ( / n 2 - n h ) = i[/>(2)-<7(2)-/>(l) + <7(l)], (4,23) 
amely megfelel a T3 = Q—\Y definíciónak és a (4,14) és (4, 15) formuláknak. 
így az unitér tenzorok komponenseinek a következő rendszerezéséhez jutunk. 
Az irreducibilis unitér tenzor komponenseit öt kvantumszám jellemzi: 
1. a felső indexek q száma, 
2. az alsó indexek a száma, 
3. a T izotóp spin, 
4. az Y hipertöltés ((4, 14) képlet), 
5. a T3 izotóp spin-vetület ((4,23) képlet). 
p és q helyett bevezethetjük: 
la) az U=\(p + q) unitér spint ((4, 17) képlet), 
2a) a multiplett C = \(p-q) „súlypontját" ((4,18) képlet). 
5 F iz ika i F o l y ó i r a t XIV/3 
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C, Y és T3 helyett bevezethetjük az 
mt =p(s)-q(s), s = l , 2 , 3 (4,24) 
kvantumszámokat. Akkor 
С = \(mx + m2 + m3), 
T 3 = \ ( т 3 - т 1 ) , (4,25) 
Y = ${2m3-m1-m2). 
Az m1,m2,m3 számok U-val és T-vel együtt az unitér multiplettet leíró öt 
kvantumszám választásának egy másik lehetőségét képezik. 
Feljegyzünk még egy hasznos képletet az egyfajta indexes — D(p, 0) és /7(0, q) 
típusú — tenzorok számára. A D(p, 0) tenzor komponenseinek hipertöltése (4,14) 
szerint Y=p(3)—pl3. Az ilyen F értékkel rendelkező komponens izotóp spinje 
nyilván \ (p—p(3)), mivel p—p(3) azoknak az indexeknek száma, amelyek az 1 
vagy 2 értéket veszik fel. Innen látjuk, hogy a D(p, 0) t ípusú tenzorokra fennáll az 
Y+2T=lp (4,26) 
egyenlet, és analóg módon a /7(0, q) tenzorokra 
-Y+2T=iq. (4,27) 
így az ilyen tenzorok esetében T-t У meghatározza. Vizsgáljunk meg most néhány 
multiplettet. 
I. TÁBLÁZAT 
Slh multiplettek 
I. /7(1,1), U = 1 oktett II. /7(0,3) kovariáns dekuplett U = f 
Y T Y T 
4>l(a b = 1,2) 0 1 és 0 Wabc(a, b, с = 1,2) 1 f 
П(Ь = 1 , 2 ) 1 i 4>ab3(a, b = 1 , 2 ) 0 I 
4>l(a = 1 , 2 ) - 1 i <Fa33(a = 1 , 2 ) - 1 i 
'Y333 ~ 2 О 
!Рз = — f j — 4*1 és ezért nincs benne a táblázatban. 
III. /7(3,0), U=I kovariáns dekuplett IV. /7(2,2), U= 2 27-plet 
Y T Y T 
4"-bc(a,b,c = 1,2) - 1 I V?d(c, d = 1 , 2 ) 2 1 
Wb3(a,b = 1 , 2 ) 0 1 y?d(b,c,d = 1 , 2 ) 1 f és i 
4"-33(a = 1 , 2 ) 1 i V%(a,b,c,d= 1,2) 0 2,1 és 0 
ï*333 2 0 4"&(a,b,d = 1 , 2 ) - 1 1 és i 
fg(a,Z> = 1 , 2 ) - 2 1 
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5. §. Mezonok és barionok 
Helyettesítsük most a reális részecskéket unitér tenzorokkal. A b a r i o n o k t e t t 
a nukleonból és а Л, I és E hiperonokból áll. Az eló'zó' paragrafus szerint ezeket 
mátrixalakban lehet leírni (felsó' index — sor, alsó — oszlop): 
(BS) 
Ц f6 
I -
i i Í6 
(5. 1) 
—p n - Yí л . 
Az együtthatókat a mátrixban úgy választottuk, hogy a 
Sp BB = pp + nn + X+Z+ + ~Z°I° + Ï - I - +Ё°Е° + Ё-Б- (5, 2) 
kifejezésben az összes együtthatók 1-ek legyenek, és hogy S p f = 0 legyen. 
Az (5, 1) mátrixban a protonnak mínusz előjele van. Ez a (2,22) képlet kovariáns 
spinorkomponens-definíciójának felel meg. Az irodalomban használatos olyan 
oktettdefiníció, amely (5, l)-től a sorok és oszlopok felcserélésében és S° előtt egy 
negatív előjelben különbözik. 
A mezonok (és rezonanciák) két ismert oktettet képeznek. A p s z e u d o s k a l á r 
m e z o n o k t e t t és /f-mezonokból áll. E mezonok mátrixa (5, l)-hezhasonló: 
1 
(Pü) 
1 
У2 У6 
K-
У2 fe 
- к
4 K° 
-Yin. 
(5, 3) 
A Q, K* (Kn rezonancia) és ip mezonok v e k t o r o k t e t t j e a következő mátrixot 
alkotja : 
(VS) = é?+ V2 Уб 
í l 9. 
A mezonoktettek abban különböznek a barionoktettől, hogy ezekben a részecskék 
antirészecskéjükkel együtt szerepelnek. Ezeket az oktetteket a 
hermitikus mátrixok írják le. 
p + = p , V+ = V (5,4) 
5» 
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Az (5, 1) oktetten kívül ismert még egy barion-dekuplett, amelynek élén a híres 
í2"-hiperon áll. Ezt a dekuplettet három alsó indexes f a b c tenzor írja le, amely 10 
különböző komponensből áll. Ezeket a komponenseket táblázatban tüntethetjük 
fel. A komponens száma után (alsó indexek) megjegyezzük azoknak a tenzorkompo-
nenseknek a számát, amelyeket indexcserével kaphatunk. Ez a szám határozza meg 
az utolsó oszlopban levő együtthatókat. 
II. TÁBLÁZAT 
A bariondekup/ett komponensei 
Szám Komponens Y T Ts Rezonancia 
1 333 (1) -2 0 0 Q-
2 331 (3) - 1 i - i 
1 
3 332 (3) 1 2 
4 311 (3) 0 1 - 1 - F I * -
Yi 
5 312 (6) 0 -Y6 
6 322 (3) 1 
Гъ 
7 
8 
111 (1) 
112(3) 
1 í - i 
- i 
A-> 
9 122 (3) i 
Y3 
10 222 (1) Î A + + 
A normálást úgy választottuk, hogy a f f kvadratikus kifejezésben minden részecske 
egyformán egyes együtthatóval lépjen fel. 
6. §. A multiplettek tömegfelhasadása 
A részecskemultiplettek teljesen elfajultak, vagyis minden komponensnek 
szigorúan ugyanakkora tömege lenne, ha a részecskék semmivel sem hatnának 
kölcsön. A virtuális részecskékkel (a rövidség kedvéért „vákuumról" fogunk beszélni) 
való erős kölcsönhatás előidézi a multiplettek felhasadását. Ezt a felhasadást olyan 
módszerrel lehet leírni, amely egészen hasonló ahhoz, mint amilyent a kvantum-
mechanikában az atomi szintek a Zeeman-felhasadásának leírására használnak. 
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A multiplett vákuummal való kölcsönhatását úgy fogjuk tekinteni, mintha 
néhány olyan effektív állandó tér írná le, amely tulajdonságai alapján D( 1, 1) vegyes 
tenzor.5 Jelöljük a teret H = Я£-vei (1. 30.1). A felhasadás pontosabb leírására bevezet-
hetünk magasabb rendű Hdbj stb. „tereket" is, mégis, mint azt alább részletezni 
fogjuk, a kísérlettel való összehasonlítás azt mutatja, hogy a megfelelő kölcsönhatási 
tagok kicsinyek. A rendszer szabad (perturbálatlan) Lagrange-függvényében a tömeg 
barionok esetében az m Ърфхр 1 
mezonok esetében az w2Sp фф, ) 
kombinációkban fordul elő. A perturbáció (a „térrel" való kölcsönhatás) egy össze-
adandóval járul hozzá a barionok tömegéhez és a mezonok tömegének négyzeté-
hez.6 Ennek az adaléknak a kiszámításához keressünk hasonló multipól-rendsze-
reket. А V függvényből és У konjugáltjából a 
Sp У У 0-pólustl 
8-pólust J ( 6 ' 2 ) 
lehet összeállítani.7 A többi komponensek egy 27-pólust alkotnak. 
A 0-pólus (skalár) középértéke adja a perturbálatlan tömeget, a 8-pólus vezet 
a I arányos perturbációhoz, a 27-pól a ЯЙ-vel arányos perturbációhoz. 
На У hermitikus (bozonok), akkor a két 8-pólus megegyezik, mivel hermitikus 
mátrixokra У У — У У; ezért a barionoktett komponenseiből két 8-pólust lehet készí-
teni, a mezonoktett komponenseiből pedig csak egy 8-pólust. 
Hasonlóan a dekuplett komponenseiből ezeket állíthatjuk össze: 
0-pólus: (У, У), 
8-pólus: У"Ьс 4>abf, 
27-pólus : Wabc T a e f , 
64-pólus: T a b c4 / d e f 
(6, 3) 
(minden spur eltűnik). A képletek levezetésekor a fentebb mondottaknak megfelelően 
csak a 8-pólussal való kölcsönhatást fogjuk figyelembe venni. 
Kezdjük a barionoktettel. А Я térrel való kölcsönhatást 
Cx Sp Я УУ és С 2 8 р Я У У (6,4) 
alakú tagok (C\ és C2 állandók) írják le. Magától értetődő, hogy az első közelítés-
ben az izotóp multiplett belsejében a tömegkülönbséget elhanyagoljuk, úgy tekintve, 
hogy а Г továbbra is jó kvantumszám. A cikk végén az izotóp multiplett felhasadásá-
nak eredményét is ugyanígy fogjuk vizsgálni. 
Válasszuk Я-t úgy, hogy H l legyen a nullától különböző komponens. Akkor 
a térrel való (6,4) kölcsönhatás a 
AM = аУ?У$ + 0У£У? (6,5) 
5
 Hogy vizsgálhassuk ebben a sémában a reakciókat és a bomlásokat, szükséges, hogy a 
tenzorkomponensek energiafüggését figyelembe vegyük. 
6
 Mivel a felhasadás a barionok esetében aránylag kicsiny, itt is vehetjük a tömegek négy-
zetét. 
7
 A rövidség kedvéért а к komponensű multipólt Á-pólusnak nevezzük. 
254 J . A. SZ M O R O G YINSZKU 
alakban írható fel. Az a és b állandók határozzák meg a kölcsönhatás intenzitását 
a két 8-pólussal. Ha most (5, l)-hez fordulunk, akkor a barionok tömegére ezeket 
az értékeket kapjuk (ahol m0 a perturbálatlan oktett tömege): 
(6,6) 
m(S) = m0 + a, 
m(N) = m0 + b, 
m(S) = m0, 
т(Л) = гщ + Ца + Ь) 
Ebből következik Gell-Mann—Okubo képlete: 
Hm(3) + m(A)] - \[т(1) + Зт(Л)]. (6,7) 
На I tömegét vesszük alapul8, akkor a barionok ismert tömegéből összeállít-
hatjuk a III. táblázatot (a 3 és N esetében a két komponens össztömegének felét 
vesszük). 
III. TÁBLÁZAT 
A barionoktett intervallumai 
m-m(£°) 
MeV 
£ 125 
N - 2 5 3 
E° 0 
Л 77 
S + N 
2 - 6 4 
- 5 8 
A (6,6) képleteket más alakba lehet önteni. A (4, 5) képletből megkapható, hogy a 
szimmetriának SU2-vé való lecsökkenése után a csoportinvariánsok 2 • 2-es mátrixok 
spurjai és determinánsai lesznek. A determináns: 
De (4,6) képletből: 
Ö F - Ö 2 + i ( T + r _ + r _ r + ) . 
Q2 — QY = T\ — iY2. 
(6, 8) 
Innen következik, hogy a felhasadt multiplettet jellemző kvantumszámok 
Y és T(T+l)-xY2 
lesznek. Ezért a barion tömege az elsőrendű tag pontosságáig: 
M = M0 + MkY+ M2[T(T+\)-\Y2}, (6,9) 
8
 Ha a barionok és a tömegének különbségét a barionok szimbólumával jelöljük, (6,7) 
ilyen alakban írható fel: 5 + N = f / l . 
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ahol M0, Mx és M2 új állandók. Ilyen alakban a képletet tetszó'leges barionmultip-
lettre alkalmazni lehet, a, b és M0, Mx és M., között a kapcsolatot könnyű meg-
állapítani. 
Felmerül a magától értetődő kérdés, hogy jogos-e az elsőrendű perturbáció-
számítás képleteinek felhasználása. Világos, hogy a tömegfelhasadás és a pertur-
bálatlan multiplett tömegének aránya nem lehet a perturbáció kicsinységének 
mértéke, más támpontot kell keresni, de szigorúan véve ilyen egyáltalán nem létezik. 
Elképzelhető, hogy a barionmultiplettnek egyáltalán nincs magasabbrendű 
multipólus-járuléka, hasonlóan ahhoz, hogy a neutronnak nincs kvadrupólnál 
magasabb elektromos momentuma. Ez azt jelenti, hogy nincs más, alacsonyabb 
szimmetriájú barionmultiplett, amely alacsonyabb szimmetriájú perturbációt 
hozna be. 
De ha a H"chd teret (НЦ komponenssel) figyelembe vesszük a tömegformulában, 
akkor (6, 5)-höz a 
c V l ^ l (6,10) 
járulék adódik hozzá9, amely a (6,6) képletekben Л tömegét közelebb hozza a 2c/3 
értékhez. Világos, hogy ez az állandó fogja a (6,7) képlettől való eltérést meghatá-
rozni, úgyhogy 
r = - f [2w(£) + 2m(N) - m ( I ) - Ът(А)]. (6, 11) 
Innen következik, hogy c ^ 3 6 MeV, ami meg is határozza а НЦ és a 27-pólus 
közötti kapcsolat intenzitását. 
Térjünk most át a dekuplettre. Itt a tömegkorrekció a következő: 
AM = dTM4>ab3. (6,12) 
A IE táblázat segítségével a következő tömegértékeket kapjuk: 
m(Q) = m„ + iL 
m(E*) = m0 + $d, 
m(Z*)= /и0 + К 
m(A) = m0. 
(6, 13) 
így a dekuplett szintjei ekvidisztans módon \d távolságban helyezkednek el. A kísér-
letek alapján ez a távolság 145 MeV, tehát 
í/ = 435 MeV. (6,14) 
Az ekvidisztanciát megkaphatjuk a (6,9) képletből, ha figyelembe vesszük, 
hogy dekuplettre (4,20) szerint 
T=\Y+\, (6,15) 
ahonnan 
M = (M0 + 2M2) + (Mx + í M2) Y, (6, 16) 
ahol, általában véve, az állandók nem egyeznek meg az oktett állandóival. 
» A 27-pólus komponensei: VÍ v!Ö"dóbc. A 27-pólus-
nak H" -ma l való szorzata eredményezi a többi tömeg hozzáadódását. Ez a hozzáadódás azonban 
az állandók keveredéséhez vezet, mivel a leírt képletben csak az első tagot lehet külön vizsgálni. 
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A mezonoktett formuláját megkapjuk a barionoktettéből, ha ebbe a = b = c-1 
helyettesítünk (vagy a (6,9) képletbe Á/1 = 0-t) ,és figyelembe vesszük, hogy ezek a 
képletek nem a tömegekre, hanem azok négyzetére érvényesek. A pszeudoskalár 
mezonoktettre, (6, 6)-hoz hasonlóan : 
Am2 = eSp (HPP), (6, 17) 
m
2(K) = m2 + e, 
m
2{n) = ml, 
4 
m
2(rj) = 1Щ+- e. 
(6, 18) 
Persze ebben a formulában m0 nem ugyanaz, mint a barionok képletében. 
(6,18)-ból hasonló összefüggést kapunk, mint (6, 7)-bó'l: 
m\K) = i[m2(n) + 3m2(ri)]. (6, 19) 
A pszeudoskalár mezonok tömegének négyzetét a IV. táblázatban foglaltuk össze. 
IV. TABLAZAT 
A pszeudoskalár mezonok tömegének négyzete 
(különbségek) 
(tömeg)2 -m2 (л), (GeV)2 
V. TABLAZAT 
A vektormezonok tömegének négyzete 
( különbségek ) 
(tömeg)2-от2 (o), (GeV)2 
1 0,28 
Ф 
0,46 
к 0,22 
К* 0,21 
Tt 0 со 0.03 
Q 0 
A tömegnégyzetek különbségére fennálló 
m\K) = im\ri) (6,20) 
reláció elég jól teljesül. 
A vektormezonok esetében az egyezés már jelentékenyen rosszabb. Ezt — ügy 
látszik — azzal lehet magyarázni, hogy az oktett belsejében még egy vektormezon 
helyezkedik el: œ ( Y = T=0) . Ez a mezon, magától értetődően, megzavarja az oktettet 
(V. táblázat). 
Annak a zavarnak a leírása, amelyet az ш-mezon a vektoroktettben okoz, álta-
lában mind az S(J3 csoport, mind a fentebb leírt szimmetriasértés keretein túlhalad. 
Az, hogy a természetben két közeleső tömegű és egyforma kvantumszámokkal 
rendelkező mezon figyelhető meg (co-mezon és ^-mezon), úgy látszik, arra utal, 
hogy létezik egy magasabb szimmetria, amelynek megsértését demonstrálja az u> 
és ф-mezon felhasadás, hasonlóan ahhoz, ahogyan az SU3 szimmetria megsértése 
a tp és g0-mezonok tömegfelhasadásához vezet. Azonban a csoport egyszerű kiter-
jesztése pl. SUq-gyé a multiplettkomponensek számának megnövekedését ered-
ményezi, úgyhogy e rejtély megoldásának furfangosabbnak kell lennie.10 Meg kell 
10
 Hasonló szituációra példa a forgáscsoport kiterjesztése Lorentz-csoporttá. Mint ismeretes, 
ilyen kiterjesztéskor adott spinű állapotok kicserélődnek kisebb spinű állapotokkal. 
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említenünk a másik rejtélyt is, amelyet a mezonoktettek nyújtanak. Az idézett 
adatokból látható, hogy a két oktettben az első távolságok megegyeznek: 
m
2(K) -m2(n) = m\K2)-m2(o) ( 6 , 2 1 ) 
Világos, hogy az ilyen reláció nem következhet az SU3 szimmetriából. Itt arról 
van szó, hogy a különböző mezonoktetteknek a H térrel való kapcsolata ugyan-
olyan (univerzális a kölcsönhatás). Ha az ilyen összeesés nem véletlen, akkor ennek 
magyarázata is csak magasabb szimmetria megsértésével lehet kapcsolatos. Rámu-
tathatunk még arra, hogy ha a cp és w-mezonok tömegének négyzetéből kivonjuk 
ezek összegének felét, akkor az így kapott séma gyakorlatilag megegyezik a pszeudo-
skalár sémával. Forduljunk most a felhasadás leírásának Schwinger által mutatott 
módszeréhez.11 
Ténylegesen feltesszük, hogy egy kilencedik mezon kerül az oktettbe, amelynek 
spurja ez esetben nullától különböző. Az ilyen oktett mátrixa: 
1
 „
 1 
Y2 
Кб 
Q + 
- X 4 
— со 
КЗ 
7 2 
1 1 
•—<? + —СО 
Кб Кз 
x ° 
х - * 
x° 
2 1 
3
 Кз 
(6, 22) 
A szimmetriát megsértő kölcsönhatás képviseletében két összeadandót veszünk: 
egy szokásos típusút, Sp HVV, és egy másik, egyszerűbbet, amely felhasítja m és 
Q tömegét. Ezt a második összeadandót egyszerűen ilyen alakúnak vesszük: /гсосо. 
Ez a kölcsönhatás most összekeveri a (p és co-mezonokat, mivel a (6,22) jobb alsó 
sarkában álló elemek négyzetét tartalmazza. így tehát tekintsük a 
AM = gV
 xV3+ hmw (6,23) 
kölcsönhatást. A (6,23) kölcsönhatás a következő mezontömegeket hozza létre 
(ml új állandó, amely a (6, 18)-ban szereplő állandóval nincs összefüggésben): 
m
2(K) 
m
2(o) 
m
2(cp) 
'Щ + g, 
ml, 
ml + -j g, 
m
2(co) =ml+-g + h, 
m
2(axp) 2f2 gl 
(6, 24) 
m
2(w(p) jelenti a kiindulásul vett cp-1 és co-t összekeverő mátrixelemet. Mint a Zeeman-
11
 о és <p keveredését Sakurai vizsgálta dolgozatában [F4], 
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effektus elméletében is, a valódi szinteket, a valódi cp és си tömegét sajátértékegyen-
letekkel kapjuk: 
4 1 2\2 
2j/2 ( 2 ) 
—3— g'"2(<f>)+ '«0 + j g + hf m2(co) = Àm2(co). 
(6, 25) 
Az egyenlet determinánsa: 
2 4 2V2 
3 J 
2)'2
 2 2 3 g ™o + -g + h 
Mint ismeretes, a sajátérték-egyenletek összege (6,26) spurját adja: 
m
2{(p) + m2(w) = 2 ml + 2g + h. 
h = т2((р)+т2(ы)-2т2(К*). 
(6, 26) 
(6, 24)-gyeI : 
A (6, 25) sajátegyenletek szorzata (6, 26) determinánst adja. A tömegre vonatkozó 
képletek helyett intervallumokra vonatkozó képletet kapunk (g tömegét véve egy-
ségnek). Ez azt jelenti, hogy (6,24) képletben az állandó helyére nullát írunk. 
Ha most ebben a skálában a tömegek négyzetét maguknak a részecskéknek a jelével 
helyettesítjük, azt kapjuk, hogy a (6, 26) determináns 4/3 //g-vel egyenlő. Mivel g 
К* tömege, h-t pedig fentebb definiáltuk, 
СOP = Í К*(Ш + (Р-2К*) 
vagy, a tömegnégyzetekkel 
[m2(a>) — m2(o)\ [m2(<p) — m2(o)] = 
= 3[m2(K*) -m2(e)] [,m2(e) + т\ы) -2m\K*)]. 
(6, 27) 
(6, 28) 
A kísérletek hibahatárán belül a tömegek kísérletileg meghatározott értékei ezt 
a relációt kielégítik. Világos, hogy a leírt eljárásban olyan feltételezéseket használ-
tunk, melyeknek nincs mélyebb értelme. Formálisan két közös, h'(œp +(pw) típusú 
kölcsönhatást kellett vennünk, bevezetve két új állandót, h'-1 és h-t. A kísérlettel 
való összehasonlítás ebben az esetben valamilyen relációt eredményezhetne h és h' 
között, a tömegek között azonban nyilván semmilyen reláció nem merülne fel. 
2У2 
Schwinger megoldása a h'———g választásnak felel meg. Hogy van-e ennek a 
választásnak valamilyen mélyebb értelme, azt az elmélet további fejlődése meg fogja 
mutatni. 
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7. §. Az izotóp multiplettek felhasadása 
Az unitér multiplettek felhasadását leíró séma kibó'víthető úgy, hogy magába 
foglalja a töltésmultiplettek felhasadását is, amelyek az eddigiekben a Hl és НЦ 
terekben degeneráltak maradtak. 
A kiterjesztés legegyszerűbb módja az unitér multiplettnek a hipertöltés és a 
töltés kölcsönös felcserélésére vonatkozó szimmetriáján alapul. Még egyszer kiírjuk 
a barionoktett mátrixát : 
Í2 У6 
I - 3 
I+ 
-P 
— + -^r Л0 
У2 
n - Л 
(7,1) 
Vizsgáljuk meg a jobb alsó sarokban elkerített mátrixnak megfelelő alcsoportot. 
Ennek szerkezete szemmel láthatóan hasonló az izotóp spin-mátrixok szerkezeté-
hez; ennek kvantumszámát AT-spinnek nevezzük. A A'-multiplett komponensei 
ugyanúgy vannak meghatározva, mint a Г-multiplett (izotóp multiplett) komponensei. 
A mátrix spurja /б/2-el való szorzás után K = 0 esetére (vő., hogyan kapható A a 
Г multiplett mátrixából): 
Ф0 = Ш (7,2) 
Az elkerített 2-2-es mátrix spurjából kivonva annak felét, K = 1 esetére a 
következő függvényt kapjuk: 
Ф j 
2 fi YO _ 8 
(7, 3) 
(7,3) mátrix elemei Ф
х
 három komponenséből állnak: n, 
hasonlóan ahhoz, hogy а Г izotóp mátrix a I + , komponensekből tevődik 
össze. 
Végül, két függvény AT-spinje 1/2: 
Ф[У2 = (1-,3~), Ф[% = (1\-р). (7,4) 
E függvények minden komponensének egyforma töltése van ahhoz hasonlóan, hogy 
az izotóp multiplett komponenseinek egyforma hipertöltése van. 
A töltést nem zavaró perturbációt a H\ és H\[ térkomponensekkel vezetjük be. 
Itt most nem hanyagolhatjuk el H\\ teret, mivel az izotóp multiplettek felhasadásá-
hoz vezető folyamatok egyike egy foton elnyelése vagy kibocsátása; egy ilyen folya-
mat mátrixeleme úgy transzformálódik, mint Hj négyzete, vagy — ami ugyanaz — 
mint H{\. 
A perturbáló tér komponenseinek ugyanazok a kvantumszámai, mint a meg-
felelő barion- vagy mezonmultiplettek komponenseinek (kétféle tér!), mivel az 
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osztályozás nyilván nincs kapcsolatban a részecskék konkrét választásával. H\\ 
tér úgy transzformálódik, mint egy 27-plet megfelelő' komponense. A gyenge kölcsön-
hatások elméletében H\ és H\ terek fognak szerepet játszani, amelyeknek töltése és 
ritkasága van (úgy transzformálódnak, mint K+ és K~). Ugyanígy lehet vizsgálni 
azokat a tereket, amelyek dekuplettként transzformálódnak. A dekuplett egyetlen 
olyan komponense, amely sem töltését, sem hipertöltését nem változtatja, ez az a 
komponens, amely úgy transzformálódik, mint I + 0 . Ezt külön megvizsgáljuk. 
Ily módon, a tömegjárulék számára vegyük ezt a kifejezést: 
AM = + 
A régi felhasadással együtt ezt kapjuk: 
(7, 5) 
m(3~) = m0 + a + а, 
m(3°) = m0 + a, 
m(Z~) = w„ + а, 
m(I°) = m0 + i(<x + ß)-y, 
от(1+) = m0+ß, 
m(A) = w0 + i(a + 6) + £( * + ß)-$y, 
от (л) = m0 + b, 
m(p) = m0 + b + ß, 
т(Л1)=-~( x + ß ) - ~ y . 
2\3 У 3 
(7,6) 
у együtthatót a következőképpen becsülhetjük meg: 
y = OT(I°)-i[m(Z+) + m ( I - ) ] . (7,7) 
A kísérleti tömegértékekből következik, hogy y = — 0,95 ± 0,20. y = 0 értéket helyette-
sitünk be. Ezután (7,6)-ból még egy kifejezés származik, amely három tömegkülönb-
séget köt össze : 
[m(3~)-m(3°)]-[m(p)-m(nj\ = m(I~)-от(Г+), 
amely igen jól összeegyeztethető a kísérleti eredményekkel: 
(7, 8) 
m(3~) — m(3°) = 6 ,5+1 ,0 , 
m(p) —m(n) = —1,3, 
OT(Z-)-m(Z+)= 7,7 + 0,3. 
(7 ,9) 
Térjünk vissza most a dekuplett típusú perturbációhoz. Ha — mint eddig — meg-
követeljük. hogy a hipertöltés a rendszerben ne változzék, akkor a dekuplett egyetlen 
olyan tagja — H123 — transzformálódik szerint, melyre Q—Y— 0. A dekuplett 
tömegjáruléka : 
(AM), BabcHade4>bare • в"10 Habe Wd f e 
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(7, 12) 
Ha csak a H n s -ma i és //123-mal arányos tagokat tartjuk meg. és elvetjük azokat, 
amelyek (7,5) állandóinak megváltozását okozzák: 
(AM)d = Ö^VI 4>\ - VÎ) + ö2{vl 4>\ - 4>l). (7, 10) 
Innen származik Z° — i(ó1 + ö2)=%—ó, A £ ô, Z+ —Óxés Z~ —ô2 tömegjáruléka. 
Nem kerülünk ellentmondásba a kísérleti adatokkal, ha a ó1 = ó2 = 0 helyettesítéssel 
élünk. Vizsgáljuk most A és Z keveredését. Л és Г — melyek az izotóp spin közös 
állapotai voltak — elektromágneses kölcsönhatásuk miatt összekeverednek, meg-
tartva az izotóp spin vetületének Г3 = 0 értékét. (A jelenség hasonló a spinszingulett 
és spintriplett mágneses térben való keveredéséhez). (7, 6)-ba y = 0-t helyettesítve: 
m(AZ) = Z [m(3-) - m(E°)-m(n) + m(p)]. (7,11) 
Y3 
A kísérleti tömegérték: 
m(AZ) = 1,5+0,4 MeV. (7,11') 
Ahonnan a fizikai (kevert állapotokra (Dalitz107 '): 
Afiz = Л cos a + Z° sin a, 
Zfiz = — A sin a 4-1° cos x, 
ahol 
^
2 а =
 = - 0 , 0 1 9 + 0,006. (7,13) 
a szög jellemzi a T=Q és T= 1 értékhez tartozó állapotok keveredésének mértékét. 
Mivel ezeknek az állapotoknak a semleges komponensei a töltésszimmetriára 
( p ^ n és 7 = csere) nézve különböző párosságúak, azért (7, 13) jellemző а Л-
hiperon töltéssszimmetriájától való eltérés fokára. Az x szög mérésére használható 
reakcióra két példa: 
7Г+ +Ô - Л +P + K+ és 7Г- +d - A+n + K0. 
A barionoktetthez hasonlóan vizsgálható a bariondekuplett. Ha itt is a leg-
alacsonyabb multipólkölcsönhatásra korlátozódunk, akkor az unitér felhasadás-
sal analóg módon azt kapjuk, hogy a szintek ekvidisztans módon hasadnak fel, 
tehát 
m(A + +)-m(A+) = m(A+)-m(A°) = т(А°)-т(А~) = (7, 14) 
= m(Z*+)-m(Z*°) = m(Z*°)-m(Z*-) = m ( S * ° ) - m ( S * "). 
A lineáris függéstől való eltérés magasabb multipolaritású kölcsönhatás hozzákeve-
redését fogja jelezni. 
A mezonoktettek esetében a (7, 10) reláció azonossággá válik. A pszeudoskalár 
oktettben azonban kérdéses, hogy milyen természetű а és к + -mezonok tömeg-
különbsége, amelynek a 8-pólus-közelítésben nullának kell lennie. Ezt a H\\ tí-
pusú elektromágneses kölcsönhatás számlájára kell írni. 
(7, 16) képletet egyszerűbb alakra lehet hozni, amelyben a Z° tömege nem toló-
dik el. A Hg tér kvantumszámai Q= F = 0 kell, hogy legyenek, és olyan diagonál-
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mátrixot alkot, melynek főátlójában az A, — A, + B, — В elemek állnak, ahol A és 
В önkényes anyagi számok. 
Vonjuk ki ebből a mátrixból az fő-ve 1 szorzott egységmátrixot. Ez a művelet 
egyszerűen a tömegskála eltolódására vezet, mivel nem okoz felhasadást. Észre-
vesszük, hogy ily módon a 1° tömege válik az egységünkké. 
Az A — f ő = X és f ő = —X jelölésekkel a teret a következő mátrix alakjában 
kaphatjuk meg: 
0 (È 
Hi = О - X 0 
О О X 
(7, 15) 
A térkomponenseknek a (6,4) képlet multipólmennyiségeivel való szorzatát a 
tx = xC1, ß = xC2, а = ХСг, b = XC2 jelölésekkel látjuk el. Akkor a (7,15) mátrix 
felhasználásával (megtartva a y = 0 feltételt) a következő képletsorozatot kapjuk a 
barionok tömegére: 
m(E~) - m0 + a + a, 
m(E°) =m0 + a — a, 
m(Z~) = m0 + ot — ß, 
m(E°) — m0, 
m(I+) = m0 — oc + ß, 
т(Л) = m0 + §a + ! ő , 
лг(л) =m0 + b + ß, 
m(p) = w 0 + ö - ß . 
(7, 16) 
Az eddig kapott tömegfelhasadási képletek (három volt, mivel a 8 barion töme-
gét 5 paraméter írja le) nem függtek a választott modelltől. Ha azonban a tér létét 
komolyan vesszük, akkor a levezetett relációkból következik, hogy cclß = a/b vagy 
(vö. Coleman és Glashow [Dl]): 
w ( 5 ° ) - w ( g - ) _ m(5°) + m(S~) — 2m(E°) 
m(n) — m(p) m (n) + m(p) — 2m (1°) (7,17) 
Ez az egyenlet rosszul teljesül. Bal oldala —5, a jobb oldala —0,5. Ez azt jelenti, 
hogy az izotóp tömegkülönbségben nagy elektromágneses járulék van. A másik 
egyenlet is rosszul teljesül. Az 
m(E-) — m(S°) + m(p) — m(ri) _ x + ß 
f [m(E~) + m (3°) + m (p) + m (л)] - 21° ~ a-b (7, 18) 
mennyiség jellemzi a x és X térkomponensek viszonyát. A barionok ismert tömeg-
értékeiből erre a mennyiségre 0,038-at kapunk. 
Ugyanilyen mennyiség számolható ki a pszeudoskalár mezonok tömegnégyze-
teiből : 
m
2(K+)-m2(K°) 
f [m2(K+) + m2(K°)] - m2(n2) = -0,017. (7,19) 
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A (7,18) és (7,19) képletek értelmét megérthetjük, ha a tömegeket a multip-
lettek közepétől, azaz megfelelően a 1° és л° tömegétől számítva, a két formulát 
így írjuk fel: 
Am(E) + Am(N)
 = Am(K) 
2mkp(E,N) mkp(K) ' У ' 
ahol An a megfelelő dublettek tömegeinek (nem négyzeteinek!) különbsége, mkp 
pedig középtávolságuk I ю - tói és л0-tói. (7,20)-ból látszik, hogy univerzális izotóp 
felhasadásról van szó, amely kisebb pontosságú, mint az unitér felhasadás 
univerzalitása. 
8. §. „Ebihalak" és „ördögök" 
„Ott, az ismeretlen ösvényeken 
Soha nem látott fenevadak nyomai vannak" 
A. Puskin 
Nem tartozik a mi feladataink közé az unitér elmélet minden elképzelésének 
és eredményének ismertetése, és nem mutattunk be pl. olyan fontos, de még kiala-
kulatlan irányzatokat, mint a gyenge kölcsönhatások elmélete, de érdemes meg-
említenünk néhány új, eddig még spekulatív elképzelést, mivel ezek arra utalnak, 
hogy az unitér világ faunája szerfelett szokatlan lehet. A tömegfelhasadás meg-
mutatta, hogy a részecskéknek a vákuummal való kölcsönhatása eredményesen 
leírható néhány Щ tér segítségével, amelynek semleges komponensei, H3 és H\ 
okozzák az unitér és izotóp felhasadásokat. Kívánatos lenne ezeket a tereket reális 
fizikai terekkel azonosítani, az unitér tér négyzetét új unitér mezonmultiplettnek 
feleltetve meg. Ilyen mezonoktettet vizsgáltak munkájukban Coleman és Glashow [F3]. 
Az ebihal fogalma Schwinger (Annals of Phys. 2,407, 1957) és Salam és Ward 
(Phys. Rev. Letters 5, 390, 1960 és Revs. Mod. Phys. 33, 428, 1961) munkáiban 
jelent meg. A mezonoktettet Sakurai [F4] vezette be. 
Képzeljük el, hogy a Hg tér skalár mezontér. Ha felírjuk ennek a térnek a 
mátrixát a pszeudoskalár mezonok mátrixával analóg módon, akkor a diagonális 
komponenseket két semleges részecske alkotja, amelyeket — az unitér tulajdonságok 
azonosságának aláhúzására — л'° és j/'-ve 1 jelölünk (az oktett többi я ' * , К ' * , 
K'°, K'° komponensei a töltés és a hipertöltés cseréjével vannak kapcsolatban, és 
nem járulnak hozzá a felhasadáshoz, éppúgy, mint а Щ tér hasonló komponensei). 
Mivel л'° és rj' kvantumszámai ugyanazok, mint a vákuumé, ezek nyomtalanul 
annihilálódhatnak — ha csak a tömegük nulla — pl. megfigyelhetetlen kötött anti-
proton-proton párrá változva, amelynek az össztömege nulla! 
Ez azt jelenti, hogy formálisan létezik egy virtuálisan nulla energiájú semleges 
mezon kisugárzásának folyamata. Ez különböző megfigyelhetetlen állapotokba megy 
át; mivel a diagramokon az ilyen folyamatot olyan egyenessel ábrázolják, amelynek 
a végén egy „paca" van, az ilyen mezont „ebihalnak" nevezik.12 
12
 Az olvasó persze észrevette, hogy az ebihal a különböző szerzőktől a szimmetriasértési 
folyamatok leírására bevezetett „spurionok" közé tartozik. A közönséges n" és ^-mezonoknak 
is lehet ebihal-diagramja — nyilván —, de ha ezek kölcsönhatása unitér invariáns, az ilyen ebi-
halak nem okoznak felhasadást. 
2 6 4 J . A. SZ MOROG Yi N S Z K IJ 
Ez a séma, — nyilván — formálisan megegyezik a Hj sémával. Ha kiegészít-
jük a mondottakat azzal, hogy az ebihalnak az összes multiplettekkel való kölcsön-
hatása univerzális állandóval írható le, akkor olyan modellt kapunk, amelyben a 
különböző multiplettekkel kapcsolatos intervallumszabályok magától értetődő 
interpretációt nyernek. 
A skalár mezon tömege — amelyből a szabad állapotban levő ebihal felépül — 
különbözhet nullától. Ebben az esetben a szerzők modelleket ajánlanak ezeknek 
a következő rezonanciákkal lehetséges azonosításra: K ' и (730 MeV), л'—£(570 
MeV) és a kb. 770 MeV-es r\' tömege közel esik a g°-éhoz; ezzel a három komponens-
sel a tömegnégyzetek jól kielégítik az intervallumszabályt: 
Azonban a rezonanciák kvantumszámai és egyáltalán a létezésük még elég bizony-
talanul vannak megá'lapítva, és ezeket az egyezéseket nem szabad még komolyan 
venni.13 
Az ebihalak leírását másképpen is meg lehet kísérelni Gell — Mann módszerével 
a „kvarkok" —• unitér spinorok — segítségével, amelyeket oroszul (magyarul) 
— úgy látszik — „ördögöknek" kell nevezni. 
A Hj teret úgy lehet elképzelni, mint két i//h és <p" unitér spinor szorzatát: 
A (pa unitér spinor komponenseinek —e/3, —e/3 és 2e/3 töltése van, a ij/b unitér 
spinor komponenseinek e/3, e/3 és — 2e/3. Éppen ilyen tört értékeket vesz fel a spino-
rok hipertöltése is. 
A törtszámú töltések megjelenése azzal van kapcsolatban, hogy az SU3 cso-
portban a Q töltésmátrix és az Y hipertöltésmátrix diagonális és spurjuk zéró. Ha 
Q és Y sajátértékeit úgy normáljuk, hogy az oktett komponenseire ezek a 0 és ± 1 
értékeket vegyék fel, és mivel ezek az értékek а ф
ь
 és cp" spinorok komponensei töl-
tésének összegei, mindezek a követelmények teljesülnek, ha a töltések 1/3 többszö-
rösei. Ekkor 1/3 + 1/3—2/3 = 0, és ipb és cp" töltéseiből csak a 0 és + 1 töltéseket 
lehet összeállítani. Mint korábban is, a ipb(p" szorzatnak csak a semleges komponensei 
vesznek részt a kölcsönhatásban. 
Ha elfogadjuk (8,2)-t, akkor Hj hatása „ördögök" kisugárzásában és elnyelésé-
ben nyilvánul meg a diagramnak ugyanabban a pontjában (vagy ф
ь
 és <p" párok 
kisugárzásában, melyet annihiláció követ). Ilyen hurok okozza a tömegfelhasadást 
és egyúttal az ebihalat. Ha azonban i/jb és cp" szabad állapotban is keletkezhetnek, 
Gell-Mann sémájához jutunk, amelyet a kísérlet nem támaszt alá.* 
13
 Glashow és Coleman a következő kísérletekre hivatkoznak: G. Alexander et. al., Phys. Rev. 
Letts. 8, 447, 1962; D. H. Mileet et al., Phys. Letts. 5, 279, 1963; S. G. Wojcieki et al., Phys. Letts. 
5, 283, 1963; D. B. Lichtenberg, Stanford, Linear Accel. Rep. No. 13 (1963) (nem publikált), 53. 
t., t}'- H- Hapopian, W. Setore, Phys. Rev. Letts. 10, 553, 1963; Z. Gioragossian, Phys. Rev. Letts. 
11, 85, 1963. 
* A legújabb hírek szerint a kvarkokat sikerült kimutatni a kozmikus sugárzásban (a ford.). 
m \ K ' ) - m \ n ' ) = 0,22, m\r] ' ) - m \ n ' ) = 0,28. (8, 1) 
Щ = Фь<Р°- (8,2) 
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Az unitér szimmetria megsértéséért felelős részecskék keresése a neutrino (amely 
energiadifferencia formájában hagyott nyomott), utáni vadászatra emlékeztet. Ho-
gyan fog végződni ez az új vadászat? — majd a jövő megmutatja. 
Befejezés 
A tömegfelhasadás képletei, vagy — ahogyan ezt spektroszkópiai elnevezéssel 
hívhatjuk — az intervallumszabályok semmiképpen sem merítik ki az unitér szim-
metria és szimmetriasértés sémáját. Azonban ezek a formulák alapvető fontossá-
gúak. 
Az unitér séma lehetővé tette, hogy a részecskék tömegét egységes, ha még nem 
is teljesen tökéletes szemszögből vizsgáljuk. Eddig a részecskék tömegeinek különb-
ségét csak bosszantó szimmetriasértésnek tekintették, és úgy látszott, hogy csak a 
nagy energiák tartományában — ahol ez a különbség jelentéktelenné válhat —-
lehet megkísérelni elméleti rendszerek felépítését. 
Az SU3 sémában kiderült, hogy a szimmetriasértésnek egyszerű tulajdonságai 
vannak, és nagyon magától értetődően írható le az unitér multiplettek rendszerében. 
Felmerül a kérdés, nem lehet-e a szimmetriasértés jellege alapján a multiplettek és 
a vákuum kölcsönhatásának tulajdonságait tanulmányozni? Ez a kérdés magától 
értetődővé válik, ha visszaemlékezünk arra, hogy az izotóp szimmetria megsértését 
elektromágneses tér okozza (a részecskék és a vákuum elektromágneses terének 
kölcsönhatása); a különböző reakciókban az izotóp szimmetriától való eltérést 
tanulmányozva, elvben lehetséges lenne elég sok tájékoztatást kapni erről a kölcsön-
hatásról, noha ebben az esetben a felhasadás kicsiny). Ezt, persze, nem kell meg-
tennünk, hiszen az elektromágneses tér kutatására tökéletesebb módszereink van-
nak. Más a helyzet a Hl tér kölcsönhatásának esetében, amely az SU3 szimmetriát 
sérti meg. 
Ehhez a kölcsönhatáshoz, amely ráadásul igen erős, nem kapcsolódik semmilyen 
ismert tér. Ezért a bomlásoknak és a reakcióknak az SU3 csoport szempontjából 
való vizsgálata jó kiindulópontul szolgálhat a részecskék és a vákuum kölcsönhatá-
sára vonatkozó információkhoz. 
A keletkezett rendszerek egyszerűsége arra enged következtetni, hogy éppen 
ebben az irányban várható jelentős haladás és az erős kölcsönhatás törvényeinek 
megértése. 
6 Fizikai Fo lyó i ra t XIV/3 
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FUGGELEK 
1. Oktett, mint 8-as vektor 
Az SU2 algebrában a másodrendű tenzor komponensei háromdimenziós vek-
tort alkotnak. Két ábrázolás között a (2,22) Pauli-formula mátrixai létesítenek 
kapcsolatot. Ugyanígy az unitér oktettet 8-as vektorral lehet helyettesíteni. Gell-
IVIann [G2,3] jelöléseivel az Af, oktett: 
AI = 
A3 + y^As, A1-iA2, A4-ÍAS 
A1+i'A2, —A3 --As, Ae iAf 
2 
A4 + iA5, A6-j-iA7, — A3 
V> 
Ebben az alakban nyilván tetszőleges oktettet fel lehet írni. Megjegyezzük, hogy a 
(4.4) unitér spinor komponenseit szokás így is jelölni: Fa ( a = l , 2 , ..., 8). 
A"h-1 úgy fejezhetjük ki legegyszerűbben .4„-vaI, ha bevezetjük a nyolc Aa mát-
rixot, amelyeknek itt a Pauli-mátrixokhoz hasonló szerepe van: 
0 1 0' 0 — i 0' 1 0 0 0 0 1 
h = 1 0 0 > A2 — i 0 0 , 43 — 0 - 1 0 , A4 = 0 0 0 
0 0 0 0 0 0, 0 0 0 J 0 0 
0 0 — 1 0 0 0 0 0 0 
2 _ 1 
'
 8
 ~ Tx 
1 0 0' 
h = 0 0 0 , kf, = 0 0 1 , A7 = 0 0 — i 0 1 0 
i 0 0 0 1 0 0 i 0, Уз 0 0 - 2 , 
A (Ai, A2), ( i 4 , AB) és (A6,A7) mátrixpárok tulajdonképpen a 1 és a2 Pauli-mátrixok 
három dimenziós alterekben. Itt két darab tr3 típusú mátrix van, mivel fennáll a 
SpA3 = 0 kiegészítő feltétel. 
A A, mátrixok kielégítik a következő egyenleteket: 
SpAjAy, = 2öxß, 
I'-*> kp] = A,tkp — /-pÀx = 2 i f jßyky , 
{К, kp) = kaXß + /,р2х — 2clxßyXy + = дар. 
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Az f aßy a n t i s z i m m e t r i k u s és dxßy s z i m m e t r i k u s „szerkezeti" állandókat az 
J_ 
4 i Ф у ~ "77 ^ P fl'23 — h 
f u i — /246 — /257 — /з45 — /5i6 — узб7 — i ) 
f - f 
7458 —У 678 — 2 ' 
d aß y — Sp {/.„, /%} A„ : i/118 = d22H = С4з8 = ~~<^ 888 = "rF ' 
4/ V3 
^146 : r/157 = —d2i4 = d253 = d3ii = 1/355 = — ^збб = — ^377 — 
4^48 = <^558 = 6^68 = <^778 
képletből kapjuk. 
A többi, nullától különböző komponenseket indexcserével kapjuk, az anti-
szimmetrikus faßy esetében az előjel figyelembe vételével. 
Nyilván: 
Aab= Z A M X , 
a = 1 
2 Ax = Sp AK = A ° M . 
f és d együtthatók teszik lehetővé az oktettek szorzását. Az oktettek szorzásának 
képlete, 
(Af±)g = i(A"cBl±AcbBf) 
így írható át : 
(jr±)a==
' fej ABß' 
A szimmetrikus szorzatot néha Z)-szorzatnak, az antiszimmetrikusat 7-szorzat-
nak nevezik. 
2. ^-paritás 
Tekintsünk két oktett-transzformációt : 1. az R-transzformációt — az oktett 
sorainak és oszlopainak felcserélését, 2. а С töltéskonjugációt. Könnyű belátni, 
hogy a két ábrázolás 
<€ = RC 
szorzata a mezon- (hermitikus) oktettek elemeit helyükön hagyja, és mindegyiket 
— 1-gyel vagy 1-gyel szorozza meg (mivel # 2 = 1). Ily módon a hermitikus oktette-
ket jellemző új kvantumszám lép fel: a ^-paritás. 
6* 
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Nyilvánvaló, hogy a 'g'-paritást a diagonálisban álló és ^-transzformációkor 
a helyükön maradó részecskék töltésének párossága határozza meg. Ezért a pszeudo-
skalár mezonoktettre 45 = + 1, a vektormezon-oktettre pedig <5 = — 1. 
A 8-as vektor komponenseinek definíciójából látható, hogy az Alt A3, A4, 
A6, Aa komponensek töltésének paritása megegyezik és ellentétes az A2, A5, A7 
komponensek töltésparitásával. 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A HIDROGÉNSZÍNKÉPRŐL 
AZ ÚJ KVANTUMMECHANIKA SZEMPONTJÁBÓL 
W. PAULI 
Megmutatjuk, hogy valamely egyelektronos atom Balmer-termjei helyesen 
adódnak az új kvantummechanikából és hogy az eddigi elméletben a szinguláris 
mozgásokra vonatkozó járulékos tiltásokból adódott nehézségek, melyek különö-
sen a keresztezett terek esetében bukkannak fel, az új elméletben eltűnnek. Külső 
elektromos és mágneses terek befolyását a hidrogénszínképre ugyancsak tárgyaljuk 
az új kvantummechanika alapján. A relativisztikus korrekciók tekintetbe vételére, 
valamint az átmeneti valószínűségek (intenzitások) kiszámítására azonban nem 
terjed ki még a tárgyalás. 
1. § Az új kvantummechanika alapjai. Legutóbb Heisenberg1 a kvantumelmélet 
alapelveinek olyan megfogalmazását adta meg, amely a többszörösen periodikus 
rendszerek eddigi elméletéhez képest nagy előrehaladást jelent. A kvantumelmélet 
ezen Heisenberg-féle felfogása teljes mértékben lemond az elektron mozgásának 
mechanikai-kinematikai szemléltetéséről az atom stacionárius állapotaiban, s a 
klasszikus-kinematikai mennyiségek időbeli középértékein kívül csupán harmonikus 
parciálrezgéseket vezet be; minden átmenethez, mely két stacionárius állapotot köt 
össze, egy-egy ilyen parciális rezgést rendel, amelyek közvetlen kapcsolatban állnak 
a rendszer spontán átmeneti valószínűségeivel. Legyen 
vn — „n „2ni(vmt+Sm) л
т — "mc 
egy adott atomi elektron x Descartes-koordinátájának valamely n állapotból egy 
másik m állapotba vezető átmenetet jellemző parciálrezgése; a szóban forgó átme-
net spontánemissziós valószínűsége A"m együtthatójának értékéhez ez az 
járulékot szolgáltatja. Míg a korábbi elméletben ez az összefüggés a korrespon-
dencia-elvnek megfelelően csupán a nagy kvantumszámok esetében asszimptotikusan 
volt érvényesnek tekintendő, azt immár az x"„ amplitúdók általános érvényű defi-
níciójaként kell felfognunk; általánosabban az egyes átmeneti folyamatokhoz ren-
delt parciális rezgéseket a kibocsátott sugárzás intenzitása és polarizációja fizikailag 
meghatározza. Ezek a parciális rezgések azonban nem foglalhatók többé össze 
meghatározott atomi „elektronpályákká", minthogy azok nem stacionárius álla-
potoknak, hanem átmeneti folyamatoknak felelnek meg. 
* ZS. f. Phys. 36, 336, 1926. 
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A Heisenbergtöl megalapozott kvantumelmélet további kiépítését azután Вот 
és Jordan2, Dirac3, valamint Born, Heisenberg és Jordan4 végezte el. Az így követke-
zetes matematikai rendszerbe foglalt elméletben valamennyi, korábban a klasszikus 
mechanikából átvett összefüggés helyét hasonlóan képzett, az egyes atomi részecs-
kék koordinátáihoz tartozó x" időbeli középértékek és x"„ parciális rezgések között 
fennálló kvantumelméleti összefüggések foglalják el. Ezen összefüggések megfogal-
mazásához célszerűnek bizonyult minden x klasszikus kinematikai mennyiséghez 
egy-egy mátrixot rendelni ; ebben az átlós elemek helyén az x? időbeli középértékek 
állnak, melyek az egyes stacionárius állapotokhoz tartoznak, az (n, m) (azaz: л-edik 
sor, w-edik oszlop) és (m, n) (azaz: w-edik sor, л-edik oszlop) helyeket pedig az 
xJJ, = a"me2ni^ t+ i"m) és xjf = ( i) 
komplex-konjugált rezgések foglalják el, ahol a",=a"n' pozitív valós és 
vm = — v" dm = —ó" (2) 
n
 1
 m »
 u
n m • 
Az x™ harmonikus rezgés az лг-ből л-be vezető átmenethez tartozik, az xJJ, harmonikus 
rezgés pedig a fordított átmenethez, mely л-ből /л-be vezet. így ezen átmenetek 
egyike emissziós, másika pedig abszorpciós átmenet. 
Az x időderiválthoz azt a mátrixot rendeljük, amelynek egyes elemei az x 
mátrix megfelelő elemeit az idő szerint differenciálva adódnak; azaz 
x"m = 2niv'!nx"m. (3) 
Speciálisan x" = 0, vagyis x átlós elemei eltűnnek. A vjf = — vnm összefüggés folytán 
itt is igaz, hogy xnm és x" komplex-konjugáltak (a mátrixok her mitikusak). Az E 
energiához átlós mátrixot kell rendelni, vagyis olyat, amelynek nem-átlós elemei 
eltűnnek. Az En = E" átlós elem az energia értékét adja meg az л indexszel jelzett 
kvantumállapotban, a frekvenciafeltétel szerint írható tehát: 
hv"m = Ei-EZ, (1) 
ami a fent megadott v™ = — v"„, v? = 0 előírással összhangban van. 
Lényeges körülmény, melyre Heisenberg mutatott rá, hogy két mátrix, x és у 
szorzatának, tekintettel a frekvenciafeltételre, értelmes jelentést tulajdoníthatunk. 
A két mátrix, x és у szorzatát, az xy mátrixot az 
(xy)m = 2 x"ylm (4) i 
képlet definiálja. Minthogy (l)-ből következik a 
v? + v j „ = v £ (5) 
kombinációs összefüggés, (xy)"„ valóban ugyancsak vnm frekvenciájú harmonikus 
rezgés, ha x" és ylm harmonikus rezgések a vf, ill. a v'm frekvenciával. Itt fel kell ten-
nünk, hogy a (5f, fázisokra teljesül a 
+ & = % ( 6 ) 
kombinációs összefüggés. 
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Két mátrix szorzatára az összes megszokott számítási szabály érvényes a kommu-
tatív törvényt kivéve; az xy szorzat általában különbözik yx-től. így pl. az Ex—xE 
különbség, ahol E az energia átlós mátrixát jelenti, a szorzatok pedig a (4) általános 
előírás szerint számítandók ki, a (3) összefüggés és az (I) frekvenciafeltétel értelmé-
ben egyszerű kapcsolatba hozható az x mátrix idő szerint képzett deriváltjával, 
x-tal : 
Ex — хЕ = -тДтХ- (7) 
2 ni 
Ez az összefüggés bármely x mátrixra érvényes. 
Az x mátrixok meghatározásához valamely adott mechanikai rendszer eseté-
ben szükséges összefüggéseket, az új kvantummechanika fizikai alaptörvényeit, 
Born és Jordan az alább következő alakra hozták; azokat azonnal tetszőleges számú 
szabadsági fokkal rendelkező rendszerekre írjuk fel. Jelöljék q„ és p„ (e = l , • • „ / ) 
az atomi részecskék Descartes-koordinátáit, valamint a megfelelő impulzusokat 
(р
л
. = mx). Ekkor az (I) frekvenciafeltétel mellett fennállnak a 
P. Рд - Per P- = 0 , q,,q„ — q„4'j = 0, 
I 0, ha Q Ф <T, 
Ре.ЧеГ-ЧегРе, H A .
 bO „ „ 
—: • 1, na q = a lui 
(II) 
„kvantumfeltételek". Itt 1 az egységmátrixot jelenti (melynek nem-átlós elemei 
eltűnnek, átlós elemei pedig mind 1-gyel egyenlők). Amint Kramers5 megmutatta, 
ezek az összefüggések Ladenburg, Kramers, valamint Kramers és Heisenberg kvan-
tumelméleti diszperziós képletei alapján azon követelmény segítségével értelmezhe-
tők, hogy az egyes atomi részecskék rövidperiódusú külső erőkkel szemben szabad 
részecskékként viselkednek. Végül mint utolsó kvantumtörvény, érvényes az energia-
tétel : 
H(p, q) = E (átlós mátrix). (III) 
A H(p. q) mátrixfüggvény meghatározott mechanikai rendszert jellemez, és a 
legkézenfekvőbb feltevés, hogy az Descartes-koordináták használata mellett a meg-
felelő klasszikus függvénnyel formálisan megegyezik. Szorítkozhatunk arra az esetre, 
amikor az a kinetikus és a potenciális energiának megfelelően két részből áll, melyek 
egyike csak a p-ktől, másika pedig csak a q-któl függ. Egyelőre a (4) szorzási sza-
bálynak megfelelően csak olyan mátrixfüggvények vannak értelmezve, amelyek a 
p-k és a q-k (pozitív és negatív hatványokat tartalmazó) hatványsorai alakjában 
írhatók fel. Erre az esetre Born, Heisenberg és Jordan megmutatta, hogy az (I), (II) 
és (III) alaptörvények következményeiként olyan mátrixrelációk adódnak, amelyek 
a klasszikus mechanika mozgásegyenleteivel teljes analógiában állanak és amelyek 
a jobb oldalon fellépő parciális differenciálhányadosok értelemszerű definíciója 
mellett így írhatók: 
r)H(p.q) Ш(Р, q)
 ш q
"
 =
 ~~ ' P» = • V») 
Még kiemeljük, hogy a sorrend, melybe a mátrixokban a vizsgált rendszer 
stacionárius állapotait elrendezzük, közömbös, és a „kvantumszám" fogalma az 
ni 
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új elméletben nem lép fel alaptörvényekben. Az új elméletben továbbá, ellentétben 
a régi elmélettel, az átmeneti valószínűségek értékei elvben kicsiny kvantumszá-
mokra is mennyiségileg meg vannak határozva. 
2. § Alt alános áttekintés az alább következő számítások módszereiről és ered-
ményeiről. Azt tűztük ki feladatul, hogy az új elméletet egyetlen elektronnal ren-
delkező atomra alkalmazzuk. Mindazonáltal még nem sikerült minden, az ilyen 
hidrogénszerű atomokra vonatkozó következményt az új elmélet alaptörvényeiből 
leszármaztatnunk. Speciálisan még nem kíséreltük meg a hidrogénszerű spektrumok 
átmeneti valószínűségeinek kiszámítását, hanem csak a hidrogén atom stacionárius 
állapotaihoz tartozó energiaértékek meghatározását végeztük el a külső erőktől 
mentes esetben, valamint külső elektromos és mágneses terek jelenlétében (az átme-
neti valószínűségeket kiküszöbölve). A relativisztikus korrekciós tagokat egyelőre 
figyelmen kívül hagyjuk. Eredményként a Balmer-termek, valamint a Stark-effektus 
adódnak, összhangban a tapasztalattal. Eltűnnek továbbá a nehézségek, melyek az 
eddigi elméletben olyan szinguláris mozgásokra vonatkozó járulékos tiltások foly-
tán léptek fel, amelyek folyamán az elektron a magot tetszőlegesen megközelíti; 
ezek a nehézségek különösen a keresztezett elektromos és mágneses terek esetében 
jelentkeztek. Éppen ezért legyen szabad itt ezeket a nehézségeket közelebbről meg-
világítanunk. 
Kiindulásképpen vegyük szemügyre eló'ször a párhuzamos elektromos és mág-
neses terek esetét. Jelölje e és m0 az elektron töltését, ill. tömegét, Ze a magtöltést, 
a a pálya fél nagytengelyét, F és H az elektromos, ill. mágneses térerősséget; ekkor 
a Larmor-frekvenciát 
a Stark-effektus szekuláris frekvenciáját pedig 
az atom egykvantumos körpályájának sugarát jelenti. A terek jelenlétében két járu-
lékos kvantumfeltételünk van, melyek a pálya elektromos középpontját a maggal 
összekötő egyenesszakasznak a térirányra vetett vetületét, z-t a 
(10) 
adja meg, ahol 
4л2 Ze2/?;, 
'0 
3 5 (H) 
a térrel párhuzamos P. impulzusmomentumot pedig a 
(12 ) 
képletnek megfelelően rögzítik. Adott n és \т\Шп mellett, a járulékos tiltásoktól 
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egyelőre eltekintve, a Stark-effektus s kvantumszáma a zérusra szimmetrikusan 
fekvő, egymást két egységnyi lépésekben követő 
s = - ( и - | / и | ) , - ( л - И - 2 ) , ... 
(п — \т\—2),п — \т\ ( |«? |s«) 
értékeket veszi fel6. A terek jelenlétében fellépő járulékos energiát az 
£ j = (soF + moH)h (14) 
képlet adja meg. A keresztezett terek általánosabb esetét szem előtt tartva célszerű 
oF és on helyett az 
сox = oH+oF, oj2 - |oH-of| 
frekvenciákat bevezetni. Ekkor (13) és (14) helyett írható: 
Ex = íy-ni|cuiA+|y-«2 w2h, (15) 
ahol 
07=П
Х
1ЁП, (16) 
Minthogy wx és co2 definíciójuk értelmében mindenkor pozitívak, úgyhogy 
oH>oF esetén co2 = oH—oF, 
o,{<oF esetén oj2 = oF—oH, 
az 5 és m számok kapcsolatát az nx és «, számokkal az 
m = n -(nx + «„), s-n2-nx, ha о и > о г , | 
m = n2 — nx, s = n — (nx+n2), ha o H < o f J ' 
képletek adják meg (az oH = oF esetben oj2 = 0 és a rendszer elfajult). 
A keresztezett elektromos és mágneses terek általánosabb esetében /f/e/«7 és 
Lenz8 eredményei értelmében a (15) kifejezés a rendszer kvantumállapotainak per-
turbációs energiájára érvényes marad, ha az cox, w2 frekvenciákat a következőképpen 
definiáljuk. Jelöljenek most oF és oH a külső elektromos, ill. mágneses tér irányával 
párhuzamos vektorokat, melyek abszolútértéke megegyezik a (10), ill. (9) szekuláris 
frekvenciával; ezen szekuláris frekvenciák felléptét eredményezné e terek egyikének 
vagy másikának jelenléte egymagában. Adjuk most össze és vonjuk ki egymásból 
o f-et és o„-t vektorálisan és képezzük az így előállított vektorok abszolútértékét. 
Ily módon kapjuk: 
= |oH + oF|, w2 = | o H -o F | . (18) 
Párhuzamos elektromos és mágneses terek esetén ez megegyezik a korábbi elő-
írással. 
A nyert eredménnyel kapcsolatosan komoly nehézségek merülnek fel, ha azt 
összefüggésbe hozzuk azon pályák kizárásával, amelyek esetében az elektron a 
magba zuhan vagy azt mozgása folyamán tetszőlegesen megközelíti. Az első ilyen 
fajta járulékos tilalom már a relativisztikus finomszerkezet Sommerfeld-féle elméle-
tében fellépett, ahol az eltűnő к impulzusmomentum-kvantumszámhoz tartozó 
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állapotokat, melyekben az elektron a magon áthaladó egyenes mentén ingamozgást 
végezne, mint nem megfelelőket ki kellett zárni a stacionárius állapotok közül: 
JfcX 0. (19) 
A Stark-effektus esetében a Stark-eífektus kvantumszámának | j | =n értéke éppen 
ilyen egyenesvonalú inga-pályáknak felel meg és tapasztalatilag bizonyosnak tekint-
hető, hogy az a valóságban nem lép fel: 
\s\*n. (20) 
Bohr a gyenge tengelyszimmetrikus erőterekben fellépő relativisztikus finomszerkezet 
stacionárius állapotainak számát a Stark-effektus állapotszámával összehasonlítva 
általánosságban megmutatta, hogy a (19) járulékos tilalom folyamányaképpen 
mindenkor ki kell zárni valamennyi m = 0 pályát is: 
/ИХ0; (20') 
egyébként ha /77=0, a Stark-effektus esetében az elektron a magot tetszőlegesen 
megközelíti. A (20') a (20)-at speciális esetként magában foglalja, minthogy (13) szerint 
az 5 = 77 esetben az m szám csak a zérus értéket veheti fel. Keresztezett terekben 
meg van rá a lehetőség, hogy megengedett pályákat, melyek stacionárius állapotok-
nak felelnek meg, folytonosan átvigyünk a (20) vagy a (20') feltétel értelmében 
kirekesztett pályákba. Ehhez csak a következő adiabatikus folyamatot kell végre-
hajtanunk. Legyen először a két tér párhuzamos és oH,oF legyenek különbözők: 
mondjuk legyen oH=-o f . Miután a két tér irányát egymáshoz képest lassan elfor-
gattuk, csökkentsük a mágneses tér erősségét addig, amíg |oH| < | o f | be nem követ-
kezik; végül tegyük a két teret ismét párhuzamossá. E folyamat közben (18) szerint 
coj és a>2 mindvégig különböznek zérustól, az nx és n2 kvantumszámok ennélfogva 
mindvégig megtartják eredeti értéküket. Minthogy az adiabatikus folyamat előtt 
o H > o f , utána pedig o H < o F áll fenn, (17) folytán a folyamat olyan állapotokat visz 
át egymásba, amelyek egymásból az s elektromos kvantumszám és az m mágneses 
kvantumszám értékeinek felcserélésével állnak elő. Speciálisan az s = п. m = 0 inga-
pálya a térre merőlegesen álló s = 0,m = n körpályába megy át. Azt találjuk tehát, 
hogy a járulékos tilalmak, melyek értelmében az egyenes inga-pályák kizárandók, a 
többszörösen periodikus rendszerek kvantumelméletében nem vihetők keresztül 
ellentmondásmentesen. 
Az alábbiakban elvégzett számítás azt mutatja (5. §), hogy az új kvantum-
mechanikában, melyben elektronpályák nem kerülnek bevezetésre a stacionárius 
állapotok szemléltetésére, a különleges járulékos tilalmak feleslegessé válnak és a 
vázolt nehézségek automatikusan kiküszöbölődnek. A perturbálatlan atom 
Ti-kvantumos 
RhZ2 
E„ = - _ (R = Rydberg állandó) (21) 
energiájú állapotához ui. párhuzamos, ill. keresztezett külső elektromos és mágneses 
terekben ismét a (14), ill. (15) értékű járulékos energia adódik, ahol o„-1 és oF-tt 
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ismét (9) és (10), coj-et és aj2-t pedig (18) adja meg. A (13), (16) és (17) képletekben 
azonban az új mechanika szerint n mindenkor az 
n* = n - 1 (22) 
számmal helyettesítendő', mely most s, m és nx,n2 maximális értékének szerepét 
tölti be; így tehát 
j = - ( и * - | / и | ) , —(я* — \m\ —2), ..., (я* — \m\ — 2), (13*) 
n* — \m\, ahol \m\Sn*, 
0 s / í j S n * , O s / i j á n * , (16*) 
m - я * - ( я 1 + я 2 ) , 5 = я 2 - я х , ha o H > o F , | 
m = я2—я2 , s — я* —(я! + я2), ha o H < o F . J 1 1 
Speciálisan a Stark-effektusra (10) és (14) alapján következik: 
E = %eFalns, 1 
ahol " } (23) 
0 S Í S « » , J 
amint azt a tapasztalat kívánja. Látjuk továbbá, hogy az m és 5 számok értékeinek 
halmaza immár teljesen szimmetrikus, amint azt a keresztezett terekkel elvégzett 
adiabatikus folyamat megköveteli. 
Ha a perturbálatlan atom elfajulását valamely járulékos centrális erőtérrel 
(amilyet pl. a relativisztikus korrekciók szolgáltatnak) és egy külső mágneses térrel 
feloldjuk, az atom я-kvantumos, (21) energiájú állapota а к és m kvantumszámok 
segítségével osztályozható állapotokra bomlik fel; e kvantumszámok az ismert 
Ak =± 1, Am=0,± 1 
kiválasztási szabályoknak tesznek eleget. Az m egész szám most is, a (12) képletnek 
megfeleló'en, az atom impulzusmomentumának a térrel párhuzamos összetevőjét 
határozza meg; a centrális tér perturbációs energiájának értékét meghatározó к 
szám nem rendelkezik ilyen közvetlen dinamikai jelentéssel. Az я-kvantumos állapot 
esetében а к kvantumszám я — 1 egymást követő értéket vesz fel, melyek egymástól 
egy-egy egységben különböznek, úgy hogy a finomszerkezet-szintek száma minden 
esetre helyesen adódik járulékos tilalmak bevezetése nélkül (energiaértékeikről még 
semmit sem tudunk mondani). А к kvantumszámot speciálisan úgy kívánjuk nor-
málni, hogy külső mágneses térben az m kvantumszám minden egyes, adott я-nel 
és й-val jellemzett állapotban a 
-kSm^k (24) 
egész számú értékeket vegye fel. Az így normált к szám az я-kvantumos állapotban a 
A = 0, 1,2, ..., я* (25) 
értékeket veheti fel. A (24) és (25), valamint a (13)* segítségével osztályozott állapo-
tok között egyértelmű megfeleltetés létesíthető. Az я-kvantumos állapot súlya 
(mindegyik esetben) я2-tel egyenlő. 
A hidrogén atom külső terekben jelentkező termjeinek megadott, az új elmélet-
ből adódó rendszere speciálisan arra az eredményre vezet, hogy ezen atom normál-
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állapotában, amikor n= 1, /z* = 0, az m kvantumszám az m = 0-on kívül más értéket: 
nem vehet fel, ez az állapot tehát nem-mágneses. Ez a következtetés, szem előtt 
tartva az alkáli atomok viselkedésének analógiáját, alighanem idegenkedést ébreszt. 
Ezzel kapcsolatban hangsúlyoznunk kell, hogy az új kvantummechanika jelenlegi 
megfogalmazása az anomális Zeeman-effektusról (a Larmor-tétel érvényének meg-
szűnéséről) láthatóan még nem ad számot és hogy ennélfogva még szükségesnek 
bizonyulhat ezen elmélet módosítása. Nem látszik kizártnak, hogy az elmélet e 
módosításai már az egyetlen elektronnal rendelkező atomok esetében meg fognak, 
nyilatkozni. Ezekre a kérdésekre a dolgozat végén visszatérünk (6. §). 
Ami az új elmélet valamely egyelektronos atom esetében érvényes mátrix-
egyenleteinek megoldására a következőkben felhasznált módszert illeti, a most 
következő 3. §-ban először is az elektron Descartes-koordinátáinak x, y, z mátrixai-
val (melyeket egy r vektormátrixszá foglalunk össze), a rádiuszvektor hosszának-
r mátrixával, valamint ezek idő szerint képzett deriváltjaival végzett operációk 
számítási szabályait kell meghatároznunk. Az új kvantummechanika törvényeinek 
jelenleg ismert megfogalmazása szükségessé teszi, hogy a cp polárszög bevezetését 
elkerüljük. Ez ugyanis, miután nem marad véges határok között, nem állítható elő 
formálisan mátrix segítségével, ellentétben az előbb említett koordinátákkal, melyek 
a klasszikus mechanikában librációkat végeznek. 
Éppen ezokból a következő, a Coulomb-erők esetében alkalmazható speciális 
klasszikus mechanikai integrációs módszer, melyet már Lenz9 felhasznált, különösen 
alkalmasnak bizonyul arra, hogy az új kvantummechanikába átvigyük. Jelentse 
SP=w0[ro] (26). 
az elektron időben állandó impulzusmomentumát a mag körül, 
p = m0t> 
pedig az impulzusát; ekkor a klasszikus mechanika mozgásegyenleteiből könnyen 
meg lehet mutatni, hogy az 
+
 7 ( 2 7 ) 
vektor időben állandó. Innen r-rel skalárisan szorozva következik: 
Ez kúpszelet egyenlete, s innen látható, hogy 91 a magtól az ellipszis aphéliuma felé 
mutat, hossza pedig a numerikus excentricitással egyenlő. A (27) összefüggés két 
oldalát négyzetre emelve kapjuk: 
2 E 
m 0 Z 2 e i 
itt E az energia. 
A 4. §-ban megmutatjuk, hogy az új mechanikában is bevezethető (27) mintá-
jára egy időben állandó 91 vektormátrix, melyre az időben ugyancsak állandó "ip 
vektormátrixszal együtt (28)-hoz és (29)-hez hasonló összefüggések érvényesek. Ha 
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még tekintetbe vesszük az új mechanika sajátos (II) kvantumfeltételeit és a 3. §-ban 
nyert összefüggéseket, a mátrixegyenletek olyan rendszerére jutunk, amelyekben 
immár csak az időben állandó 2 1 , é s E mátrixok lépnek fel, a koordináták (azaz 
az átmeneti valószínűségek) azonban nem. Ez utóbbi egyenletek megoldása elemi 
módszerekkel elvégezhető (5. §); így jutunk az itt már megbeszélt eredményekre. 
3. § Számítási szabályok a rádiuszvektor mátrixára. Az impulzusmomentum-
tétel centrális erők esetére. Kiindulásképpen meghatározzuk az r vektormátrix 
komponenseit alkotó x, y, z Descartes-féle koordináta-mátrixokra, valamint a 
rádiuszvektor hosszának r mátrixára vonatkozó számítási szabályokat. Ezek között 
nyilvánvalóan fenn kell állnia az 
r 2 = x 2 + y 2 + z 2 (30) 
összefüggésnek. A (11) kvantumszabályokban bennfoglaltatik x és y, x és y, valamint 
x és y felcserélhetősége (és ugyanúgy a többi koordinátákra is): 
xy = yx, . . . ; xy = yx, ...; xy = yx, . . . ; (31a) 
valamint.a 
PxX-*P.v = ••• (31b) 
összefüggések (px = wx az impulzus px, pv, pz komponensekkel rendelkező p=mv 
vektormátrixának x-komponense). Itt és a következőkben . . . mindenkor a többi 
koordinátára vonatkozó analóg egyenleteket jelez, melyek a kiírt egyenletből a 
koordináták ciklikus felcserélésével nyerhetők. 
Tekintetbe véve az г mátrixot is, ezek a szabályok még a következő összefüggé-
sekkel egészíthetők ki. Először is r ugyancsak felcserélhető az x, y, z mátrixokkal; 
vektoralakban írva: 
rr = rr. (32) 
Másodszor r, x, y, z tetszőleges f racionális függvényére fennáll a 
=
 ( 3 3 ) 
összefüggés. Speciálisan az f = г esetben kapjuk: 
Ь
 r
 тл\ ( 3 4 ) 
Megfordítva, (31)-ből és (34)-ből általánosságban következik (33) minden, az x, y, z 
és r pozitív és negatív hatványai szerint haladó sor alakjában előállítható függvényre; 
ezt teljes indukcióval könnyű megmutatni. A kapott (34) összefüggés (30)-cal is 
összhangban van. A (32) és (33) összefüggéseket szükségszerűen meg kell követel-
nünk ahhoz, hogy az 
m 
— o2 + F(x, y, z, r) = E (átlós mátrix) (35) 
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energiatételből (itt az egyszerűség kedvéért egyetlen részecske jelenlétét feltételezzük) 
és a frekvenciafeltételből, melyből bármely Ф mennyiségre következik az 
ЕФ - ФЕ = Ф 
2ni 
egyenlet fennállása, kiadódjanak a 
( 3 6 ) 
mozgásegyenletek. Itt tehát posztuláljuk a (30), (32), (34) összefüggéseket kielégítő 
г mátrix létezését. 
Vezessük be most a $ vektormátrixot, mely a részecske kezdőpontra vonat-
koztatott impulzusmomentumának felel meg. Mindenek előtt jegyezzük meg, hogy 
a következőkben két vektormátrix, 91 és 93 skalárszorzatán, ugyanúgy mint a szokásos 
vektorszámításban, az 
(9193) = 91, 93
 v + 91,©y + 9Í. 93. 
kifejezést, [9193] vektorszorzatukon pedig az 
[9Í93L = 9 ( 9 3 - 9 1 93, (37) 
komponensekkel rendelkező új vektormátrixot értjük. Itt általában ügyelnünk kell 
arra, hogy milyen sorrendben szorozzuk össze 9I-t és 93-t: Az (91©) —(9391) és 
[91©] + [9391] kifejezések itt általában a szorzás kommutatív törvényének érvény-
telensége folytán nem tűnnek el, és valamely 91 vektormátrix önmagával képezett 
[9191] vektorszorzata, melynek komponensei 
[9191]., = 91,91- —91.91, (37') 
általában ugyancsak különbözik zérustól. Ha azonban speciálisan az [ro] vektor-
szorzatot képezzük, úgy ez x és у felcserélhetősége folytán megegyezik — [or]-rel. 
és a részecske impulzusmomentumának vektormátrixa a 
= m[tv] = - m [ o r ] (38) 
képlettel definiálható. 
Ez a következő felcserélési szabályoknak tesz eleget, melyek a (31a) és (31b) 
összefüggésekből közvetlenül következnek: 
xPx = Pxx, ...; xPy = P y-yP* = ; 2 7Г/ 
(r43) = (48r) = 0; 
hasonlóképpen 
Pv P t = Pc p. , •••; 
P V P , - P , P v = P* Vy - P V P .V = - P-- ' 
(4$P) = (P43) = o. 
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Innen következik továbbá, hogy v2 = x2 + y2 + z2 а Px , Py , P. mátrixokkal felcserél-
hető:10 
= «Цу
2
. (41) 
(34)-ből pedig r felcserélhetősége következik a Px , Pv. P . komponensekkel; így tehát 
^ bármely, csak r-től függő F(r) függvénnyel ugyancsak felcserélhető. Ha tehát 
centrális erővel van dolgunk, mikor is a potenciális energia egyedül г-től függ: 
m 
— о
2
 + F(r) = E (átlós mátrix), (35') 
a fentiek szerint 
Etp = 
ami azt jelenti, hogy а У vektormátrix időben konstans (impulzusmomentum-
integrál). 
A ÍJ) vektormátrix önmagával képezett vektorszorzatára [vő. (37')] könnyen 
adódik a később felhasználandó 
W W — ( 4 3 ) 
összefüggés. Pl. [^ РЭД z-komponensére (39) és (40) felhasználásával kapjuk: 
Px P, - P, Px = Px(zpx - xpz) - (zpx - xpz) Px 
= ( P x z - z P x ) p x - x ( P x p z - p z P x ) 
b , , h „ 
Kiszámíthatjuk a 
pr = mr 
radiális impulzust is. Erre fennáll: 
= ~
1 1 1
 ( E r - r E ) = ~ ! [(p2 + p2 + р:)г — r(pj + p2 + p2)] 
2 ni 1
 r . . . . 
= —jj- 2 [p v ( P v г - «"Рл ) + P, (P, Г - rP> ) + p. (pz r - rpz) 4-
+ (РхГ - 'Pv) Pv + (РуГ - ГР,.) Py + ( P: Г - rpz) pz], 
tekintettel (34)-re kapjuk tehát: 
1 
P v = 2 
Minthogy (33) szerint 
P 7 I + I ! P (44) 
î I _ í I I - J L d i v r - — -P
 r I I г ** I 2ni 1V r 2ni r ' 
7 Fizikai Folyóirat XlV/3 
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(44) így is írható: 
* - < " > 7 - B 7 - K Í ' 
Szorozva r-rel először is a 
p,r + rpr = (pr) + (rp) (45) 
összefüggést kapjuk, mely közvetlenül (30)-ból is megkapható, ha azt az idő szerint 
differenciáljuk, továbbá kapjuk: 
h 
P, г - Hb = (Pt) - (tp) - 2^7 2-
A (pt)-(tp) kifejezés jelentése: 
(Px * - xP.x) -г ( Р , У - ypr) + (p: z - z p ) 
s itt a zárójelbe foglalt kifejezések mindegyikének értéke (31b) szerint 
h 
Végeredményként kapjuk tehát: 
2ni 
РгГ-гр
г
 = 2^7 (46) 
X 
Végül későbbi felhasználás céljára kiszámítjuk még — idő szerint képezett 
deriváltját. A x-komponensre pl. (34) felhasználásával kap juk : 
A L
 = = J _ L * * 2 
dt r h \ r r ) h 2m \ r r r r 
2ni 1 I I X X I I X X 
h 2m T 7 - 7 " + 
1 I [ y2 + z2 xy xz « Py - P 2m n , r r3 r3 r 2 r 
|y2 + z2 xy xz 
+ 1 - i P x /Г Pr pT P 
Általánosságban írható tehát: 
^ з М М - И -
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4. § Az időben állandó 21 vektormátrix bevezetése a Coulomb-erő esetében. A koor-
dináták kiküszöbölése. Térjünk rá most az egyetlen m0 tömegű és —e töltésű elektront 
tartalmazó atom tárgyalására, melyben az elektronra a +Ze töltésű rögzített mag 
által kifejtett Coulomb-féle vonzóerő hat. A Hamilton-függvényt most az 
1 Ze2 
— p 2 - — = E (átlós mátrix) (48) 
alakban kell felvennünk, azaz (35')-ben az 
speciális választással kell élnünk. Az energiatételből a kvantumszabályok segítségé-
vel levezethető (36) mozgásegyenletek itt a klasszikus mechanikával analógiában a 
Ze2 
P = W0r = - — 3 - r (49) 
alakúak. Ennélfogva (47) alapján a klasszikus mechanikával analógiában követ-
kezik [vö. (27)], hogy az 
3 1
 = + 7 ( 5 0 ) 
képlettel definiált 21 vektormátrix a Coulomb-erőtér speciális esetében az időben 
állandó. A (40) összefüggések alapján 
Ze2m0  
г
2
 от0 j [ р ^ + А Ы + Т (510 Ze2m0 I 2ni J r 
is írható. 
A további számítások az előző §-ban összeállított szabályokat segítségül híva 
egészen elemi úton elvégezhetők. Először is a kúpszelet-pálya (28) klasszikus egyenle-
téhez hasonló módon nyerjük az 
2 ' Ze2m0 
összefüggést, továbbá az 
3 h2 ' 
2 4 л2 + r (51) 
feleserélési szabályt. 
7* 
> < ] + « = ( 5 2 ) 
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Meg lehet győződni továbbá a következő összefüggések érvényességéről, melyek-
ben az x, y, z, r koordináták egyáltalán nem szerepelnek és amelyekben csakis az 
időben állandó Л, és E mátrixok lépnek fel: 
(I) 
Д p _ p A 
h_ 
2ni 
W ) = ( W = 0; 
(II) 
azonban az új me-
Az (1) egyenlet azonos az előző szakasz (43) egyenletével, (II) szerkezete hason-
lít a (39) összefüggésekéhez, (IV) a klasszikus mechanika (29) egyenletével mutat 
h2 Г 3 h2 
analógiát, a—; tag fellépte ugyanígy a - — tagé (51)-ben 
4л l 2 4л 
chanikára jellemző. 
Az Л időben állandó vektormátrix létezéséből arra következtethetünk, hogy az 
egyetlen elektront tartalmazó atom (akárcsak a klasszikus mechanikában a Kepler-
probléma), még ha az atom térbeli orientációjától el is tekintünk, elfajult rendszert 
képez. A levezetett összefüggésekből könnyen levonható a következtetés, hogy 
л ф
2
 — ф
2
Л általában nem tűnhet el ; minthogy másrészről ЛЕ — Е Л eltűnik, az E 
energia meghatározott értékéhez s))-nek nem csak egy értéke tartozhat, a rendszer 
tehát valóban elfajult. 
Ha ilyen rendszerrel állunk szemben, úgy az új kvantummechanikában — amint 
azt Born, Jordan és Heisenberg részletesen kifejtették12 — a különböző parciális 
rezgések adott energiaértékkel jellemzett állapotokat összekötő átmeneteihez rendelt 
amplitúdói a kvantummechanikai egyenletekből nem határozhatók meg egyértel-
műen; az időben állandó mátrixoknak sem kell általában átlós mátrixoknak lenniök, 
minthogy elemeik zérustól különbözők lehetnek, olyan (n, m) helyeken amelyeknek 
eltűnő frekvencia felel meg: vf, = -r- (En — Em) — 0. Esetünkben minden energia-
h 
értékhez (a főkvantumszám minden értékéhez) képezhető az a mátrix, amely valamely 
mennyiség (pl. x vagy r) időben állandó részeit tartalmazza és amelynek foka (a sorok 
vagy az oszlopok száma) megegyezik a szóban forgó állapot súlyával. Ezt a mátrixot, 
mely az eredeti mátrixból oly módon áll elő, hogy azokon a helyeken, amelyek az 
energiaérték megváltozásától kísért átmenetnek felelnek meg, minden mátrixelemet 
zérussal helyettesítünk, a szóban forgó mennyiség időbeli középértékének nevezzük 
és jelölésére felülvonást alkalmazunk (pl. x és r). 
Ha az elfajult rendszerek esetében valamely kinematikai mennyiség azonos 
vf, frekvenciához tartozó parciális rezgései nincsenek is egyértelműen lerögzítve, 
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ezen állapotok energiaértékei és statisztikus súlyai azonban egyértelműen meg-
határozottak.13 Ennélfogva elvben lehetségesnek kellene lennie az (I—IV) egyenletek-
ből a megoldás fajtájára vonatkozó speciális feltevések nélkül a Bal mer-termeket 
és a megfelelő statisztikus súlyokat levezetni. Ez azonban sajnos nem sikerült nekünk, 
és a következőkben más úton indulunk el ezen egyenletek megoldásainak meghatá-
rozására. amennyiben (különféle módokon) járulékos feltételeket vezetünk be, 
melyek az (I—IV) egyenletek megoldásait egyértelművé teszik. 
Ha ugyanis az elfajulást valamely járulékos perturbáló térrel, amelynek a Hj 
Hamilton-függvény felel meg, feloldjuk, úgy amint azt a Born, Heisenberg és Jordan11  
nyomán elvégzett perturbációszámítás mutatja, a perturbáló Hamilton-függvény 
perturbálatlan mozgásra képzett H4 időbeli középértékének átlós mátrixnak kell 
lennie. Esetünkben ez a középérték általában a perturbálatlan mozgás E energiáján 
kívül még "P-tőI és 9I-tól fog függni. 
Ha a perturbáló tér speciálisan a Coulomb-félétől eltérő járulékos centrális 
erő, úgy ennek középértéke (E-n kívül csak) 932-től fog függeni, minthogy itt semmi-
lyen térirány nincs kitüntetve. Valamely z-irányú mágneses tér perturbáló energiája 
továbbá csak az impulzusmomentumnak a térrel párhuzamos P . komponensétől 
függ. Eszerint azt a követelményt támasztva, hogy ^J2 és P. átlós mátrix legyen, 
az (I—IV) egyenletek egy speciális megoldását nyerjük, mely alkalmas a relativisztikus 
finomszerkezet és egy járulékos gyenge mágneses tér tekintetbe vételére. Először 
ezt az esetet tárgyaljuk a következő §-ban. 
Egy másik különösen érdekes eset a Stark-effektus esete. Itt azt kell megkövetel-
nünk, hogy a pálya elektromos középpontját előállító időben állandó r vektor-
mátrixnak a tér irányába (a z-irányba) eső z komponense átlós mátrix legyen. Meg 
lehet mármost mutatni, hogy ez az r mátrix 9í-val ugyanúgy függ össze, mint a 
klasszikus elméletben, nevezetesen fennáll az 
3 Ze2 
91 (53) 
2 2 | £ | 
Ze2 
összefüggés (a klasszikus elméletben a Kepler-ellipszis a nagytengelyét adja 
21E 
meg). Először is r-re és 4J5-re (39) és (II) szerint ugyanolyan felcserélési összefüggések 
érvényesek, mint 9í-ra és *ß-re. Ha továbbá (52)-t és (Ill)-at összehasonlítjuk, úgy 
3 Ze2 I _ 3 Ze2 1 
az r — — 91 különbségre ezen kívül az 91, r - — —— 91 - 0 összefüggése-
2 21£| l 2 2 J£| I 
ket kapjuk. Amint azt az (I—IV) egyenleteknek a következő §-ban leszármaztatott 
megoldásaik alapján elvégzett részletes diszkussziója mutatja, ez elegendő számú 
3 Ze2 
lineáris egyenletet szolgáltat ahhoz, hogy r — — . . 91 eltűnésére következtes-
2 2 I E \ 
sünk. Ha a z-irányú elektromos térhez hozzáveszünk egy azonos irányú mágneses 
teret, úgy ezt az esetet (53) alapján azzal a követelménnyel is jellemezhetjük, hogy 
A. és P. átlós mátrixok legyenek. 
Végül a következő §§-ban utolsóként megadjuk még a keresztezett elektromos 
és mágneses terek esetének tárgyalását, mely, mint azt 2. §-ban részletesen kifejtettük, 
tekintettel a szinguláris mozgásokra vonatkozóan az eddigi elméletben fellépett 
járulékos tilalmakra, különleges érdeklődésre tart számot. 
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5. § Az (I—IV) egyenletek megoldása. A Balmer-termek levezetése. 
a) P . és átlós mátrixok. 
Ebben az először tárgyalásra kerülő esetben, mely az elfajulás járulékos centrá-
lis tér és gyenge z-irányú mágneses tér segítségével előidézett feloldásának felel 
meg, mindenek előtt az (I) és (II) egyenleteket elégítjük ki. Adott "JJ2 mellett Pz 
lehetséges értékei legyenek 
P A\Z = mi%, (54) 
ahol az m szám —A-tól +A-ig fut: 
-k^mSk. (54') 
Legyenek továbbá Iß azon parciális rezgései, amelyek m egy egységnyi változásának 
felelnek meg, balra és jobbra cirkulárpolárosak az (x,y) síkban: 
Pyk\m± í — [ÍPxk\Z± 1- (55) 
Az (I) összefüggésből ekkor következik: 
1 h2 
\PA:Z + i\2 = \Pykk%il2 = 4 -^[k(k+\)-m(m + \)] 
1 h2 
4 4л2 (k±m)(k+l+m), (56) 
и 2 
C № = 4 ^ A ( A + 1 ) . (57) 
Az 51 mátrixra a Zeeman-komponensek Hönl—Kronig-féle intenzitásképleteinek 
megfelelően írható továbbá: 
Aykk\Z± 1 = ±iAxb,l± 1 (A' = A + 1 vagy A - l ) , (58) 
\AxkCA& I2 = MT+mVïl2 = i CA4k[m)(k[m+\y, (59) 
ha itt ra-et /я —1-gyel, ill. иг + 1-gyel helyettesítjük, úgy következik még: 
I A k.m 1 2 — I A k,m 1 2 k + l.m±l\ — \ у A +1,ш±il 
= - \ C % ( k ± m [ 1)(А + /я + 2); (59a) 
végül A.-re fennáll: 
\AAA m \ 2 = c t % ( k + i ) 2 - m 2 ] . (60) 
Itt még nyitott kérdés marad, vajon m (és így A is) feles szám-e vagy egész, továbbá 
a C ' + 1 együtthatók A-nak egyelőre meghatározatlan függvényei maradnak, melyek 
negatív értékeket sohasem vehetnek fel és a 
Ct + 1 = Cj k +1 
szimmetriaösszefüggésnek tesznek eleget. Ami Sl-nak sj3-hez viszonyított előjelet 
illeti, meg kell jegyeznünk, hogy amennyiben P.v-et és A.-t pozitív valósnak választ-
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А,А,-А,А,= ^ - — , Е Р
г
. (62) 
juk, Ax pozitív vagy negatív valósnak választandó aszerint, hogy к és m ellentétes 
értelmű [mint Axk'li,m-i és Ax t'-i.m+i esetében] vagy azonos értelmű [mint Ax t+i, m + i 
és Axk'fi,m-1 esetében] megváltozását eredményező átmenetekkel van-e dolgunk. 
Ezen feltevések mellett, mint azt a számítás mutatja, az előző § (I) és (II) egyenletei 
kielégülnek. Emellett Born, Heisenberg és Jordan15 megfontolásaiból kiviláglik, hogy 
megfordítva is, azon feltevés alapján, amely szerint ч}52 és P . átlós mátrixok, Д és 
^ itt feltételezett kifejezései szükségszerűen következnek az (1) és (II) egyenletekből. 
Az m és а к számok normálása, valamint a Ck+l függvény meghatározása cél-
jából folyamodjunk az előző § (III) egyenletéhez. Elegendő, ha ennek z-komponen-
sére hivatkozunk: 
h 2 
2ni m0Z2é 
A 
Pj> (A* \ — Ay A*) — (Aa. Ay — Ay Ax) P у = 2^-2^E(PyP2-P:P,) 
kifejezést képezve (I) és (II) felhasználásával a (III) összefüggés .v-komponensével 
megegyező egyenletre jutunk. 
Képezzünk a (62) egyenlet főátlójának k, m helyén álló elemét; (58) és (59) 
alapján a baloldalra kapjuk: 
(AxAy — AyAx)kkfi = 2i{\Axk'fliim-i\2 — \Axifllrm+12 + \Axk,Jn1,m-i\2 — \Axk,J!\m + 1\2} = 
= im{-(2k + 3)Cyí + (2k-l)Ckk_1}. 
Ha még tekintetbe vesszük, hogy E előjele negatív és bevezetjük az 
A =
 ( 6 3 ) 
Rydberg-állandót. P.-t pedig (54) alatt megadott értékével helyettesítjük, (62)-ből az 
m{-(2k + 3)Cyi + (2k-l)C£_i} = (64) 
Vegyük először szemügyre к legkisebb értékét, mely adott If i mellett lehet-
séges. Ekkor а k - k — 1 átmenet járuléka a bal oldalon nyilván nem lép fel, ennél-
fogva m együtthatója a bal oldalon bizonyosan nem pozitív, ugyanakkor a jobb 
oldalon m együtthatója pozitív. A (64) egyenlet ennélfogva к minimális értékére 
csak akkor elégíthető ki, ha m = 0. Ez azonban (54) folytán azt jelenti, hogy к mini-
mális értéke maga is eltűnik, hiszen különben m még más értékeket is felvehet. 
Ennek folytán к és m szükségképpen egész értékek és A-ra írható: 
k=0, 1, 2, ..., n*, (65) 
ahol n* а к szám maximális értékét jelenti, melyet az adott E mellett felvehet. 
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Ennek alapján (64)-ből következik: 
(2к-1)СЦ_1-(2к + 3)С^ = ha ...,«*, (64') 
és itt 
c : : + i = о (64") 
írandó, minthogy k = n* esetén a k + 1 — A: átmenet járuléka (a második tag) nyilván-
valóan nem lép fel. Kiindulva a k = n * értékből és к értéket rendre eggyel-eggyel 
csökkentve (64')-bőI szukcesszive kiszámíthatjuk a 
Cn* л* — 1 V
4
 1 
и»-1> L„»_2 , •• • , с о 
értékeket. Az eredmény összefoglalható a 
c* + i = \E\ n*(n* + 2)-k(k + 2) = | £ | (л* - А:)(л* + к + 2) 
* RhZ2 (2k+\)(2k + 3) RhZ2 (2k+l)(2k + 3) 
képletbe, melyből A:-t к— 1 -gyei helyettesítve még 
(66) 
k = \E\ и*(и* + 2)-(Аг-1)(Аг+1) = \E\ (n*-k+ 1)(я* + *4-1) 
i?/;Z2 (2A:-1)(2A:+1) RhZ2 ( 2 f c - l ) ( 2 J t + l ) ^ J 
fennállására következtethetünk. Ezen képletek felhasználásával közvetlenül igazol-
ható, hogy a (64'), (64") összefüggések teljesülnek. 
Végül magának az energia értékének meghatározása céljából használjuk fel 
még а (IV) egyenletet. Először is számítsuk ki 912 értékét a főátló k, m helyén. Tekin-
tetbe véve (59)-et és (60)-at, az 
M ; ™ = 2\AX №i,m+1\2 + 2 \AX j&Vm-il2 4- IA*+i, J 2 + 
+ 2 I Ax kk'_\ m + l í a + 2 | A * ' - l , m - l | 2 + I A Ú \ J 2 = 
= (й+ 1 ) (2/c + 3) Cfc+14- Ac (2Ac — 1)С
к
_
х
, 
majd behelyettesítve a (66), (66') kifejezéseket, az 
M " " - In*2 + 2n*-k(k+ 1)] (67) 
kifejezést kapjuk. 
Most 9l2-nek ezt a kifejezését és a 432-et megadó (57) kifejezést kell (IV)-be 
behelyettesítenünk. Kapjuk: 
tehát 
Я/iZ2 RhZ2 
>E<
 =
 7 , í v = ( 6 8 ' 
(/7 4 1 )2 л 
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(itt n — n*+ 1-et írtunk), mint azt a 2. §-ban közöltük. Ezzel megmutattuk, hogy 
a Balmer-termek helyesen adódnak az új kvantummechanikából, és az «-kvantumos 
állapothoz az új elméletben az n2 súly tartozik. 
b) A. és P- átlós mátrixok (Stark-effektus). Ha a z-irányban ható F erősségű 
homogén elektromos tér van jelen, úgy a perturbációs energia időbeli középértékét 
(53) alapján 
3 3 Ze2 
E
^ 2 e F ~ ^ 2 e F 2 [ E \ K ( 6 9 ) 
adja meg. Ennek folytán ebben az esetben az (I—IV) egyenletek olyan megoldására 
van szükségünk, amelyhez átlós alakú A2 mátrix tartozik. Ha még ezen kívül azt 
a követelményt támasztjuk, hogy P. is átlós mátrix legyen, úgy ez fizikailag azt 
jelenti, hogy a Stark-effektus szekuláris elfajulását gondolatban az elektromos 
térrel párhuzamos járulékos mágneses térrel oldjuk fel. 
Itt megelégszünk az eredmény közlésével; a számításokat nem végezzük el 
részletesen, és mellőzzük annak bizonyítását, hogy az (I—IV) egyenletek közölt 
megoldása az egyetlen, mely a támasztott követelménynek, miszerint A. és P. átlós 
mátrixok legyenek, eleget tesz. A perturbálatlan energia valamely meghatározott, 
(68)-cal megadott értékéhez tartozó állapotok két kvantumszám, s és m segítségével 
osztályozhatók ; ezek egyike (és az E1 perturbációs energia) értékét határozza meg az 
AzV,Z = ^ , Ex = \ eFa.m ( O g J S n*) 
képleten keresztül, másika pedig 
PK'Z = m A - (71) 
értelmében P. értékét adja meg. Az s és m kvantumszámok értékeinek halmazát 
már megadtuk a 2. §-ban a (13*) összefüggéssel. А Р
д
 , Pv , Ax, A. mátrixoknak 
csak olyan átmenetekhez tartozó elemei különböznek zérustól, amelyekben s és m 
megváltozása ± 1-gyei egyenlő. A mátrixelemek értékét a következő képletek adják 
meg: 
p s',m 1 :p s,m л s,m 1 ; л s,m П7\ 
r y s ' , m ±1 — IL'-«* s',m±l5 As'.m + l _ Х | л и ' , т + 1 VAJ 
( j ' = s + l vagy s - l ) , 
2я 1 
Axl'±l,m±l = ~k~fo~~Pxs'±l,m±l> (73) 
л .V, M p s, m 
л
ч+1.»1+1 — U „ ' IsTl.mil 
271 ]_ 
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(az utóbbi összefüggésekben vagy mindenütt a felső, vagy mindenütt az alsó elő-
jelet kell venni), 
I p s, m 12 — I p s, m 12 
K * s - l , i n - l l — \ У s — 1, m — XI 
1 h2 
= Jg [n* + 2 - (m + 5)] [n* + (m + 5)], (74) 
I p s, m 12 — I p s , m 12 
I-» * s + l , m - l l — \ r y s + 1, m - l l 
1 h2 
Könnyen utánaszámolhatunk: a (70—74) alatt megadott kifejezések valóban kielé-
gítik az (I—IV) egyenleteket. 
c) Keresztezett terek. Jelentsék G és ij a külső elektromos, ill. mágneses tér 
erősségét; ekkor a perturbációs energia időbeli középértékét mindkét tér jelenléte 
esetén 
2 2 m0c 
(75) 
adja meg, ahol a, mely az eddigi elméletben a Kepler-ellipszis nagytengelyét jelen-
Ze2 
tette, most egyszerűen а -г-гттг mennyiség rövid jelének tekintendő: 
2\E\ 
Ze2 
2\E\- (76) 
Ha bevezetjük az G-vel, ill. £>val párhuzamos oFés oH vektorokat, melyek abszolút-
értéke azon szekuláris frekvenciákkal egyezik meg, amelyeket a két külső homogén 
tér külön-külön hívna létre [vö. (9) és (10)]: 
úgy (75) az 
alakban is felírható. 
Célszerű most már bevezetni16 a 
— о = — 1 /"-—•(£ = inc ' ' 4 л ) Zffl0 
eG 
4 л У2т0\Е\ 
(77) 
(75a) 
„ _ 2 л „ Z2 Rh 
л, 
ill. 
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képletekkel definiált 3 l 5 3 2 vektormátrixokat, valamint az 
° 1 — °H + °F> ° 2 = ° H + ° f 
vektorokat, melyek abszolútértékét a 2. §-ban aji-gyel, ill. w2-vel jelöltük [vö. (18)]. 
A (75a) perturbációs energia akkor egyszerűen az 
Ei = ( З л ) А + (Зо,)Л (80) 
alakba írható. Az (I—IV) egyenletekbe ugyancsak behelyettesítjük чД-пак és s)I-nek 
az új 3 1 ; 3 2 vektormátrixokkal kifejezett (78a) alakját. Egyszerű számolással a 
következő' összefüggéseket kapjuk: 
IlxUx = lix^lx' •••> IlxUy — IgjJlx> í & ' l j = ••• (81) 
[3 i3J = /315 [3232] = Í32 , (82) 
I2 1 (RHZ2 Л 1 , , W N * ) 
, Ï = 3 S =
 4 l ' Г 4 ( Л - 1 ) = Т [ Т + 1 ] - (83) 
A (81) összefüggések azt fejezik ki, hogy 3X bármely komponense felcserélhető 32 
bármely komponensével; a (82) összefüggések szerkezete teljesen analóg az (I) 
egyenletekével; (83) alatt az utolsó lépésben felhasználtuk a (68) sajátértékeket. 
A (80) képlet szerint a keresztezett terek esetét az jellemzi, hogy ( З ^ ) és (3o2), 
vagy ami ugyanaz, З
х
-пек és 32-nek ox-gyel, ill. о2-vel párhuzamos komponense, 
melyeket az З ц , ill. 32ц szimbólummal fogunk jelölni, átlós alakú. A (82) egyenletek 
megoldása ebben az esetben teljesen az (I) egyenletek "ip2 és P- átlós alakját feltéte-
zi* 
lezve elvégzett megoldásának mintájára történik. А к szám helyét — foglalja el, 
m helyét pedig — a 2. §-ban (15) és (16) alatt használt jelöléseket alkalmazva — az 
П* n* rí* n* 
-——nx és ——n 2 számok, melyek —-—tői —lg futnak. Kapjuk tehát: A Z A Z 
n 4 * 
= y - « i , n4y„i = y - « 2 , о s n i á n\о 
1 ín* ) 1 / , 1 ín* \ 
= 1 B H oJiA + L [ Т — J 4 = [ у - «X j û>L Л + [ y - «21 o>2 h (84) 
P i = |о
х
|, œ2 = |o2|). 
Az o1; ill. o2 irányára merőleges síkra vetett 3XJ_, ill. 32J_ vetületek cirkuláris rezgé-
seket végeznek és így azokat az (56)-tal meghatározott P ( és Pv. mátrixokkal analóg (rí* П* n* k-t -y- v e '> m-et — — «x-gyel, ill. y n2-ve 1 kell helyette-
sítenünk: a Px + Py összegnek felel meg): 
|31Л.Х;+1|2 = *(#«!+ 1) (и*-иД 
|32J_ :\+1\2 = i ( « 2 + i ) ( n * - n 2 ) . 
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A megadott kifejezések mellett a (81) és (82) egyenletek kielégülnek, és minthogy 
(57) analógiájára fennáll: 
(83) is teljesül az energia (68) értékei mellett. 
Ezzel a 2. §-ban közölt valamennyi eredményt levezettük az új mechanikából. 
6. § A hidrogénszínkép és az alkáliszínképek viszonyának kérdéséről. Már a 
2. §-ban említés esett róla, hogy az új kvantummechanika alapjának az anomális 
Zeeman-effektus értelmezéséhez még szükséges módosításai esetleg már az egyetlen 
elektronnal rendelkező atomok esetében megnyilatkozhatnak; speciálisan az az 
eredmény, amely szerint az ilyen atomok normálállapota nem-mágneses, bizonyára 
nem tekinthető még véglegesnek. Nemrég Goudsmit és Uhlenbeck17 állt elő egy 
speciális javaslattal abból a célból, hogy az anomális Zeeman-effektusról számot 
adjanak. Eszerint az elektron többé nem ponttöltésnek tekintendő, hanem egy 
kitüntetett tengelyt, impulzusmomentumot és (a normális érték kétszeresét kitevő 
anomális) mágnességet kell neki tulajdonítanunk. Azt, hogy ez a feltevés elégséges-e 
ahhoz, hogy az új kvantummechanikával összekapcsolva minden tapasztalati tényt 
megmagyarázzon, alkalmasint akkor lesz eldönthető, ha majd a relativisztikus 
finomszerkezet kiszámítása is megtörténik az új kvantummechanika alapján. Erre 
a tárgyalás jelenleg még nem terjedhetett ki, minthogy az ~ időbeli középérték 
ehhez szükséges kiszámítását még nem sikerült elvégeznünk. 
Mindazonáltal, a speciális modellszerű elképzelésektől függetlenül kézenfekvő 
megkérdezni, vajon a hidrogénszínkép (a finomszerkezetet és a külső terek befolyá-
sát is beleértve) felfogható-e mint az alkáli színképek, ill. röntgenszínképek határ-
esete az atomtörzs által a világító elektronra kifejtett centrális erő, ill. az árnyékolási 
számok eltűnő értéke mellett [úgyhogy az árnyékolási dublettet alkotó szintek 
egybeesnek].18 Ebben az esetben a Balmer-vonalak finomszerkezete az eddigi elmé-
letből következő finomszerkezettől az energiaszintek helyzetében nem különbözne, 
eltérne azonban attól az intenzitások tekintetében, amennyiben a Ak = ± 1 kivá-
lasztási szabály helyét a Aj = 0, ± 1 szabály foglalná el, mely megenged olyan 
komponenseket, amelyek az eddigi elmélet értelmében ki voltak zárva. Goudsmit 
és Uhlenbeck18 megmutatta, hogy a megfigyelések eredményei valószínűvé teszik: 
helytálló a kiválasztási szabályok ilyen megváltoztatása. Ugyanakkor azonban 
utalnak arra, hogy a hidrogénszínkép és az alkáliszínképek analógiájának keresztül-
vitele útjában ott áll a nehézség: az egyelektronos atomok színképének (a finom-
szerkezethez viszonyított) Zeeman-effektusa a rendelkezésre álló megfigyelések sze-
rint egyáltalán nem látszik hasonlónak az alkáliszínképekéhez. 
Noha így a kérdés, milyen mértékben vihető keresztül a szóban forgó össze-
függés a hidrogénszínkép és az alkáliszínképek között, még nem tekinthető tisztá-
zottnak, mégis jogos talán, ha legalábbis mindazokban az esetekben, amelyekben 
a relativisztikus (ill. a dublett-) finomszerkezettől el lehet tekinteni, ezen analógia 
útmutatását követjük. így arra a feltevésre jutunk, hogy az olyan mágneses terekben, 
amelyenben a Zeeman-felhasadás nagy a finomszerkezet komponenseinek távolságá-
hoz képest, az egyelektronos atomok mágneses energiaszintjeinek száma és helyzete 
megegyezik az aíkáliák Paschen—Back-termjeinek számával, ill. helyzetével. Ekkor 
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valamely külső erőtérben a hidrogénatomhoz kétszer annyi állapotnak kell tartoz-
nia, mint amennyi az előző §-ban az új kvantummechanika jelenlegi alapelvei 
alapján adódott (vagyis n2 helyett 2«2-nek). Valamely külső mágneses térben az m 
kvantumszám minden értékéhez (mely —n* és n* közé esik) két mágneses energia-
értéknek, (m + l)oH/j-nak és (m — 1)о„/г-пак (oH Larmor-frekvencia) kellene tar-
toznia, s éppúgy a keresztezett terekben minden, adott я*, nx, n2 kvantumszámokkal 
jellemzett állapotnak két állapotra kellene felhasadnia, melyek energiaértékei a (84) 
alatt megadott értéktől ±oH/t-val különböznek. A korrespondencia-elv szerint ekkor 
itt csak olyan átmenetek lépnek fel, amelyekben a ± oHh járulékos tag előjele vál-
tozatlan marad. 
Döntésre a termeknek az előző §-ban levezetett rendszere, mely szerint a H 
atom normálállapota nem-mágneses, és az alkáliák Paschen—Back-termjeinek 
analógiájára itt szemügyre vett, a H atom normálállapotának mágneses térben a 
±oHh energiaértéket tulajdonító termrendszer között a H atomsugarakkal inhomogén 
mágneses térben elvégzett Stern—Gerlach-féle eltérítési kísérletek nyújtanának 
lehetőséget. 
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KISÜLÉSEK SZONDAMÉRÉSEI II. 
N E M S T A C I O N E R , V A L A M I N T K Ü L S Ő M Á G N E S E S T É R B E N L E V Ő 
K I S Ü L É S E K S Z O N D A M É R É S E I * 
BITÓ JÁNOS 
Híradástechnikai Ipari Kutató Intézet, Budapest 
Összefoglalás 
A szerző az előzőekben tárgyalt stacioner kisülések vizsgálatára alkalmazható 
szondamérési eljárásokból kiindulva rámutat a periodikus és nem-stacioner kisülé-
sek (plazmák) vizsgálatánál felmerülő nehézségekre, amelyek megszabják az alkal-
mazható szondamérési eljárások jellegét. Az Emeleus általjavasolt váltakozó áramú, 
eloszlási függvény meghatározásából levezeti a Nölle által bevezetett egyenáramú 
szondamérési módszert, s utal annak nem-stacioner kisülések esetén való alkalmaz-
hatóságára. Bemutatja a periodikus plazmák vizsgálatára alkalmas berendezést, 
a Ledrus-féle plazmográfot, röviden foglalkozik a Fajt—Koncz-, Waymouth-, 
valamint egy korábban általa már javasolt vizsgálati módszerrel. Vázolja a mikro-
hullámú szondaméréseket, valamint a kisülések mágneses terének meghatározására 
szolgáló szondamérési eljárásokat. 
1. Bevezetés 
Ezen do lgoza t első r é szében [1] azok a szondamérés i m ó d s z e r e k kerül tek b e m u -
t a t á s ra , a m e l y e k jó l a l k a l m a z h a t ó k az egyenfeszül tségű á r a m f o r r á s r ó l t áp lá l t k isü-
lések d i agnóz i s ának megá l l ap í t á sa során . Ezek az e g y e n á r a m ú szondamérés i m ó d -
szerek s t ac ione r á l l a p o t b a n levő kisülések vizsgála tára a l k a l m a s a k . 
Lényegi leg mind a Langmui r - f é l e szondamérés i elven a l a p u l n a k [2]. A l k a l m a z h a -
tóságuk igen ki ter jedt , h a s z n á l h a t ó s á g u k a t sok előnyös m ó d s z e r t a n i és a p p a r a t i v 
s zempon t t á m a s z t j a alá. A z e g y e n á r a m ú szondamérések n e m c s a k a kisülés m i k r o -
je l l emzőinek megadásá ra a lka lmasak , h a n e m a t ö l t é s h o r d o z ó k energiaeloszlási 
függvényének , diffúziós á r a m o k n a k , r e k o m b i n á c i ó s f o l y a m a t o k n a k , stb. je l lemzé-
sére is. 
A m o s t köve tkező részben a z o k a szondamérés i e l j á rá sok kerü lnek t á rgya lás ra , 
amelyek n e m stacioner k isülések, vagy kü l ső mágneses t é r b e n levő kisülések esetén 
n y ú j t a n a k m ó d o t a kisülési j e l l emzők megha t á rozá sá r a . 
A nem-s tac ioner k isülések vizsgálati módsze rének k ivá lasz tásáná l a l a p v e t ő 
s z e m p o n t o t képez, hogy a v izsgá landó je lenség milyen per iod ic i t ású ; a s z ó b a n 
fo rgó f o l y a m a t o k hogyan v á l t o z n a k az idővel . A z e l ő z ő e k b e n ismertetet t [1] két -
szondás mérés i módsze r is a l k a l m a z h a t ó , pl . n e m túl g y o r s a n összeeső kisülések 
oszci l lograf ikus vizsgálatánál . A z o n b a n , h a a kisülési j e l l e m z ő k időben g y o r s a n vál-
toznak , ú g y a diszkusszió a l a p j á t nem képezhet i a sz ta t ikus feszül t ség-áram k a r a k -
teriszt ika, h a n e m a d i n a m i k u s ka rak te r i s z t ikábó l kell k i induln i , amely a nem-s tac io -
ner f o l y a m a t o k a t is figyelembe veszi. M i n d e n nem-s tac ioner kisüléshez egy k a r a k t e -
r iszt ikus i dő t szokás m e g a d n i [3]. H a e karak te r i sz t ikus idő , amely egy f o l y a m a t 
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le já tszódására jellemzi), sokkal nagyobb, m ' n t pl. a szondakarak te r i sz t ika i o n á r a m 
részének karakter iszt ikus ideje [3], úgy a diszkusszió során a l apu l lehet venni a 
sztatikus karakteriszt ikát . Ha a paraméterek meghatározása a s z o n d a k a r a k t e r i s z t i k a 
alsó, ionáram szakaszából tör ténik , akkor az e l ő b b említett s z o n d a m é r é s e k r e nézve 
karakter iszt ikus idő a 
a l a k b a n a d h a t ó meg [3], ahol 
tk az ionáram-szakasznál a d ó d ó karakter isz t ikus idő 
Te az e lekt ronhőmérsékle t 
mi az i onok tömege 
R A s zonda sugarával a r ányos tag, a n n a k kb. 2—3-szorosa. 
A d inamikus karakteriszt ika alapján való számolás igen nehézkes , s u g y a n a k k o r 
sok ponta t l anságot is rejt magában . Ezért olyan esetekben, a m i k o r a vizsgált kisülési 
fo lyamat karakter isz t ikus ideje a szondamérésnél adódó karakter i sz t ikus időnél 
kisebb, vagy azzal egyenlő, m á r nem a lka lmazzák sem az egyszondás , sem ped ig a 
többszondás mérési módszer t ; ez esetekben m á s eljáráshoz kell fo lyamodni . 
Nem-s tac ioner kisülések vizsgálatánál lényegében arról v a n szó, hogy az egész 
szondakarakter i sz t iká t — vagy legalább is a kiér tékelendő karak te r i sz t ika szakaszt — 
olyan rövid idő alat t kell felvenni, ami alatt lényegesen nem vál toz ik még meg a vizs-
gált kisüléses folyamat . Ez elvileg megoldható , s mint a t o v á b b i a k b a n ez kiderül, , 
t öbb ilyen mérési módszert is kidolgoztak már . a z o n b a n van egy gyakorla t i i d ő h a t á r a 
az itt a l ka lmazha tó időfe lbontásnak. Ezt a fe lbontás i határt a szondakörü l i tér töl tési 
viszonyok és diffúziós viszonyok beállásához szükséges min imál i s idő szabja m e g 
[4]. Könnyen belá tható ugyanis, hogy ha a s z o n d a feszültsége o l y a n gyorsan vá l to -
zik, hogy azt a szondaáram nem tudja egyensúlyi á l lapotokon á t követni, úgy a 
nyert szondakarakter iszt ika a l ak ja már nem lesz jellegzetes, az d inamikus je l legűvé 
válik, egyes szakaszai nem a d n a k reális felvilágosítást a kisülési tér pi l lanatnyi 
ál lapotáról . Szükséges tehát, hogy a szondakarakter iszt ika fe lvéte le kvázis tacioná-
rius á l l apo tokon át történjen. Minden szondafeszültségnél be kell állnia a s z o n d a -
körüli egyensúlynak, s az ekkor a d ó d ó egyensúlyi s zondaá ramoka t kell de tektá ln i . 
Ezt a beállási időt az adot t szondafeszül tségekhez tartozó karakter i sz t ikus idővel 
lehet jellemezni. Minimálisan ennyi időre van szükség a k ü l ö n b ö z ő p o n t o k b a n a 
mérés elvégzéséhez. Ha a vizsgálandó kisülési folyamat lefutási ideje olyan kicsi, 
hogy nem teszi lehetővé a mérések során a kvázistacioner mérési feltételek tel jesü-
lését, úgy a szondamérés e redménye hamis lesz. A z egyes, később iekben ismertetésre 
kerülő mérési módszerek tárgyalásánál e k r i té r ium teljesüléséről még szó lesz. 
Mindenesetre elöl járóban annyi t kell megemlíteni , hogy a szondamérések n e m -
stacioner kisülések vizsgálatánál való a lka lmazása időkorláttal b í r , amit a s z o n d a -
körüli egyensúlyi ál lapotok beállási ideje h a t á r o z meg. E n n e k sokkal k i sebbnek 
kell lennie, min t a vizsgálandó kisülési f o l y a m a t karakter isz t ikus ideje. 
E szempont szemelőtt t a r tása dön tő a n n a k megítélésénél, hogy a szóban f o r g ó 
szondamérési módszer a lka lmazható-e az ado t t nem-stacioner kisülés v izsgála tánál . 
R (1) 
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Ezen t ú l m e n ő e n a jelen d o l g o z a t I. részében [1] felsorolt a l a p v e t ő mérési fe l t é te lek 
teljesülése is á l t a l ában szükséges m a j d n e m m i n d e n mérési e l já rásná l . H a v a l a m e l y 
mérési e l j á rá sná l va lamely k ikö tés t el lehet hagyn i , vagy v a l a m i e n g e d m é n y t lehet 
tenni , az a t o v á b b i a k b a n ezen e l járások t á rgya lásáná l k ü l ö n emlí tésre f o g k e r ü l n i . 
2. Az Emeleus-féle eloszlási analízis kiterjesztése 
Az e l ő z ő e k b e n [1] szó vol t arról , hogy a t ö l t é sho rdozók energiaeloszlása n e m 
mindig felel m e g a M a x w e l l — B o l t z m a n n energ iae losz lásnak . E n n e k megfe l e lően az 
e g y e n á r a m ú kisüléseknél fe lvet t s zondakarak te r i sz t ika e l e k t r o n á r a m fe l fu t á s i sza-
kasza n e m m i n d i g ad a fé l logar i tmikus k o o r d i n á t a - r e n d s z e r b e n tö r t énő á b r á z o l á s n á l 
egyenest . A k ü l ö n b ö z ő lehetséges energiae losz lások v izsgá la tá ra Emeleus a d o t t m e g 
egy v á l t a k o z ó á r a m ú e l já rás t [1, 5], amit Sloane és MacGregor, va lamint Druyvesteyn 
a l k a l m a z o t t és fej lesztet t t o v á b b [5], az egyenfeszül tségű á r a m f o r r á s r ó l t á p l á l t k isü-
lések v izsgá la tához . E m ó d s z e r t fe lhasználva E. Nölle [6] k i a l ak í to t t egy o lyan vá l tó -
á r a m ú szondamérés i m ó d s z e r t , amellyel gyo r s ú t o n meg lehet adni a vizsgált kisülési 
té r po tenc iá l j á t . 
A m ó d s z e r é r te lmében a szondára j u t ó Vs egyenfeszül tségre Nölle egy 
и = Л - s i n си/ (2) 
a lakú , igen kis a m p l i t ú d ó j ú vá l t akozó feszül tséget s zupe rponá l t az eredeti E m e l e u s -
féle e lképze lésnek megfe le lően . Ekko r a s z o n d á n az 
is =f(V,+A- sin wt ) (3) 
nagyságú s z o n d a á r a m fo ly ik , amely időben vál tozik . Ezt a z e lőzőek é r t e l m é b e n (1) 
T a y l o r - s o r b a fe j tve 
's = f ( V s ) + A. sin cot •/' ( Vs) + A2s"lWtr (V,)+... 
a d ó d i k , a h o n n a n a 
2! 
sin2cu? = | — ^ c o s 2 cot 
sin3 (Ot = \ sin COt — i sin3 cut 
(4) 
(5) 
(6) 
összefüggések a lka lmazásáva l a (4) egyenlet á t t e k i n t h e t ő b b a l a k b a í rha tó , az egyen-
á r a m ú és a v á l t ó á r a m ú k o m p o n e n s e k szé tvá lasz tásával : 
is = {/'( K) + * •/" ( K) + ( K) +•••} + 
+ Sin (Ot í + 
+ • A4-f"(Vs) + ^f""(Vs)+- cos 2 cot 
sin 3 OJ/Í + (7) 
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A (7) sor fe j tés elsó' k a p c s o s záró je lében az e g y e n á r a m ú k o m p o n e n s , a m á s o d i k 
kapcsos zá ró j e lben a t iszta vá l t akozó á r a m ú (со k ö r f r e k v e n c i á j ú ) k o m p o n e n s , a 
h a r m a d i k és negyedik k a p c s o s záró je lben pedig a f e l h a r m o n i k u s o k b ó l a d ó d ó á r a m 
szerepel. 
H a az eló'zőek szerint a vá l t akozó á r a m ú p e r t u r b á l ó feszül tség a m p l i t ú d ó j á t 
igen kicsire vá lasz t juk , a n n a k m a g a s a b b ha tványa i az a l a c s o n y a b b h a t v á n y o k h o z 
képest e l h a n y a g o l h a t ó k lesznek, s ennek megfe le lően az e g y e n á r a m ú k o m p o n e n s n é l 
a s z o n d a á r a m megvál tozása a Vs s zondapo tenc i á lná l a d ó d ó s z o n d a á r a m h o z k é p e s t : 
Ais = ^-'f"(Vs) (8) 
Ez volt k ihaszná lva az e l ő z ő e k b e n [1] az eloszlási függvény számí tásáná l . 
Ezek e lemzésekor Nölle [6] r á j ö t t a r ra , hogy a b b a n a s z o n d a á l l a p o t b a n , a m i k o r 
a szondapo tenc iá l a k ö r n y e z ő kisüléses tér po tenc iá l jáva l egyezik, a s z o n d a k a r a k -
ter iszt ikán fe l l épő k ö n y ö k m i a t t az f"(Vs) = 0, s így a Ais is nul lával lesz egyenlő . 
Ez egy t o v á b b i lehetőség a kisülési tér p o t e n c i á l j á n a k m e g h a t á r o z á s á r a [6]. Ez az 
e l járás a z o n b a n b izonyos f o k i g nehézkes , s így fő leg csak kon t ro l l méréseknél j ö n 
számí tásba . 
A Nölle á l ta l j avaso l t m á s i k módszer [6] a z o n a megfigyelésen a lapul , hogy igen 
kis A p e r t u r b á l ó vá l t akozó á r a m ú a m p l i t ú d ó ese tén a (7) egyenle t sor fe j tésének 
vá l t akozó á r a m ú k o m p o n e n s e i a f e l h a r m o n i k u s o k k a l együt t e l h a n y a g o l h a t ó k az 
e lső d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s o k h o z képest , s e k k o r a s z o n d á n le fo lyó vá l t akozó á r a m ú 
k o m p o n e n s j ó közelítéssel az 
% A-f'(Vs)smwt (9) 
a l a k b a n a d h a t ó meg. Mivel az f'(Vs) f ü g g v é n y n e k a Vg kisülési té r potenc iá lná l 
m a x i m u m a van , a (9) ös sze függés é r te lmében a vá l t akozó á r a m ú s z o n d a á r a m -
k o m p o n e n s is m a x i m u m m a l bír . E n n e k t u d a t á b a n [6] n e m kell m á s t tenni a kisülési 
t é r po tenc iá l j ának m e g h a t á r o z á s á h o z , min t a s z o n d á r a kis a m p l i t ú d ó j ú v á l t a k o z ó 
á r a m ú f e szü l t s égkomponens t adn i , s a szondafeszül t sége t vá l toz ta tn i . Amely ik 
szondapo tenc iá lná l a s z o n d á n le fo lyó v á l t ó á r a m ú s z o n d a á r a m - k o m p o n e n s m a x i m u -
m o t ad, az felel m e g a s z o n d á t kö rü lvevő kisülési té r p o t e n c i á l j á n a k . 
Nölle e l lenőr iz te a m ó d s z e r é t [6] oly m ó d o n , hogy e g y e n á r a m ú kisüléseknél a 
szokásos ú t o n felvet te a s zondaka rak te r i s z t i ká t , képez te a z f ' ( V s ) függvény t (graf ikus 
ú ton) , s azt á b r á z o l t a , m a j d fe lvet te v á l t ó á r a m ú s z o n d a á r a m - k o m p o n e n s szonda -
feszültségtől va ló függését . A m a x i m u m o k jól egybees tek [6]. 
A mérésekhez 0,5 V körü l i a m p l i t ú d ó j ú vál tófeszül tséget a l k a l m a z o t t , ame lynek 
f rekvenc iá ja 1 k H z volt [6]. Végze t t méréseket 1 0 0 k H z - e s f r e k v e n c i á n is a z a v a r ó 
rezgések k iküszöbö lése végett . A módsze r é r t e lmében a l k a l m a z o t t kapcso lás igen 
egyszerű, a v á l t ó á r a m ú s z o n d a á r a m - k o m p o n e n s nagyságá t mérőműsze r r e l de tek-
tá l j ák , ami t kapac i t ív kapcso lás i e lemmel v é d e n e k az e g y e n á r a m ú s z o n d a á r a m 
k o m p o n e n s t ő l . 
Azt ta lá l ta [6], hogy a mérés i m ó d jó l a l k a l m a z h a t ó a kisülési tér po t enc i á l j ának 
m e g h a t á r o z á s á r a , s az így nye r t po tenc iá lé r tékek függe t l enek a s z o n d á k anyagá tó l , 
mére te i tő l és b i zonyos t a r t o m á n y b a n az a l k a l m a z o t t pe r tu rbá ló f e szü l t ségampl i túdó 
nagyságátó l . E függet lenséget kísérlet i ú ton t á m a s z t o t t a a lá [6]. 
K ü l ö n ö s e n e lőnyösen a l k a l m a z h a t ó a m ó d s z e r a b b a n az ese tben , ha a s zonda 
felülete v á r h a t ó a n e lszennyeződik a mérés során , a n n a k kilépési m u n k á j a megvá l tó -
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zik. Az itt a d ó d ó e redmények ugyan i s sem a s z o n d a felületétől , s em a n n a k nagyságá -
tól, jel legétől n e m függenek . A módsze r t o v á b b i előnye, hogy a b b a n az ese tben is 
a l k a l m a z h a t ó , a m i k o r a k isü lésben levő t ö l t é s h o r d o z ó k energiaeloszlása nem felel 
meg a M a x w e l l — B o l t z m a n n energ iae losz lásnak . 
A z itt r öv iden vázol t m ó d s z e r t Nöl le egyenfeszül tségű á r a m f o r r á s r ó l táplál t k isülések 
v izsgála tára a lka lmaz ta . E n n e k megfele lően e módsze r t a je len do lgoza t E részében 
[1] lett vo lna célszerű megeml í ten i , a t öbb i e g y e n á r a m ú szondamérés i e l já rássa l 
együtt . Az , hogy ez az e l j á rás mégis a nem-s t ac ione r kisülések vizsgálati módsze re i 
közö t t k a p o t t helyet, a m i a t t van , mer t a szerző véleménye szer in t e módszer b izo -
nyos f o k i g á tmene t e t képez az egyená ramú szondamérés i m ó d s z e r e k és az itt i smer te -
t endő nem-s t ac ione r kisülések esetében a l k a l m a z h a t ó mérés i módszerek k ö z ö t t . 
Ugyan i s lassan vá l tozó kisülési f o l y a m a t o k v izsgála tára e m ó d s z e r még a lk a lm as . 
A s z o n d á r a k ü l ö n b ö z ő nagyságú egyenfeszül tséget adva , v a l a m i n t a vizsgálni 
kívánt i dőp i l l ana tban egy elég nagyf rekvenc iá jú (50—100 k H z ) vá l t akozó á r a m -
k o m p o n e n s , oszci l loszkóp segítségével ugyanezen a Nölle á l ta l fel ismert elven [6] 
gyorsan m e g k a p h a t ó a kisülési tér po tenc iá l j a a vizsgált he lyen . A nem-s tac ioner 
esetben v é g z e n d ő mérésnél az e g y e n á r a m ú szondapo tenc iá l k ikeresése és az t m e g -
felelően a p e r t u r b á l ó vál tófeszül tség megfe le lő f r e k v e n c i á j á n a k kiválasz tása képvisel 
fon tos s z e m p o n t o t . Ezen v á l t ó á r a m ú , p e r i o d i k u s kisülések ese tében a l k a l m a z h a t ó 
mérési m ó d s z e r is u g y a n a z o k k a l az e lőnyökke l rendelkezik, m i n t a Nölle á l ta l leír t 
[6] e g y e n á r a m ú kisüléseknél a l k a l m a z h a t ó szondamérés i m ó d s z e r . 
A vál tófeszül t ség f r ekvenc i á j á t és a n n a k a lka lmazás i i dő in t e rva l lumá t a k íván t 
i dő fe lbon tá s és a mérés p o n t o s s á g a szabja meg . E mérés fő leg o l y a n ese tekben j ö h e t 
számí tásba , a m i k o r a nem-s t ac ione r kisülés v izsgála tánál fix f áz i svona tkoz ta t á s i 
rendszer ál l rendelkezésre , vagy legalább is egy k i tün te te t t időpi l l ana t , ame lyhez 
képest a mérés i p o n t o k a t jó l r e p r o d u k á l h a t ó m ó d o n lehet megválasz tan i . 
3. A Ledrus-féle plazmográf 
A je len leg rendelkezésre á l ló i rodalmi a d a t o k szerint a legelső, per iod ikus k i sü-
lési f o l y a m a t o k v izsgála tára a l k a l m a s szondamérés i e l járás R. A. Ledrus nevéhez 
fűződ ik [7]. 1938-ban p u b l i k á l t a [7] a „ p l a z m o g r á f n a k " neveze t t mérési be rendezés 
elvét és f ő b b je l lemzői t . Ez t a zó t a m o d e r n e lek t ron ikáva l kiegészítve igen j ó l fel 
t u d j á k haszná ln i , t ö b b e k k ö z ö t t a h iganygőzös egyeni rányí tók és a vá l takozó á r a m -
ról t áp lá l t fénycsövek t u l a j d o n s á g a i n a k v izsgá la táná l az A C E C Nuc leon ic L a b o -
ra tor ies -ben . 
Ledrus a p l azmográ f e lvének m e g a l k o t á s á n á l a lka lmazo t t g o n d o l a t m e n e t e t a 
ké sőbb iekben részleteiben is a l á t ámasz to t t a kísérleti ú t o n [7]. 
H a a d v a v a n egy m e g h a t á r o z o t t pe r iódussa l vá l tozó p l a z m a , vagy kisülési tér , 
úgy a n n a k egy ado t t p o n t o n vett po tenc iá l ja is pe r iod ikusan vá l toz ik a m e g h a t á -
rozo t t f r ekvenc iáva l . H a a kisülési t é rbe b e n y ú l ó s zondá ra egy ado t t r e fe renc ia -
p o n t h o z k é p e s t valamilyen egyenfeszül tség ke rü l , a k k o r a s z o n d á n lefolyó á r a m is 
pe r iod ikusan vá l tozó lesz, m i n d e n egyes kisülési i d ő p o n t h o z egy jó l m e g h a t á r o z o t t 
p e r i o d i k u s a n i smét lődő á r a m é r t é k fog a d ó d n i . Ez az á r a m é r t é k az ado t t időpi l la -
n a t h o z t a r t o z ó szondaka rak te r i sz t ika egy p o n t j á n a k felel m e g , d e hogy mely iknek , 
azt nem lehet tudni . A s z o n d a á r a m tehá t a k ü l ö n b ö z ő i d ő p i l l a n a t o k h o z t a r t o z ó 
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szondaka rak t e r i s z t i kák egy-egy jellemző' p o n t j á b ó l tevődik össze, mivel e z e k nem 
össze ta r tozó é r tékek , az így a d ó d ó görbe n e m kiér tékelhető , a kisülés j e l l emző i r e 
nézve n e m a d felvi lágosítást . A z így a d ó d ó szondafeszü l t ség - szondaá ram g ö r b e 
t ehá t n e m a vizsgálni k íván t s zondaka rk t e r i s z t i ka . 
Be l á tha tó , h o g y . a p e r i o d i k u s kisülés f rekvenc iá jáva l a z o n o s f r ekvenc i á jú és 
jel legű szondafeszül t ség a l k a l m a z á s a k o r is az e lőzőekhez h a s o n l ó eset áll elő. A szon-
d á n lefolyó ugyancsak p e r i o d i k u s s z o n d a á r a m a k ü l ö n b ö z ő i dőp i l l ana tokhoz tar-
tozó s zondaka rak t e r i s z t i kák egy-egy jó l m e g h a t á r o z o t t p o n t j á b ó l tevődik össze. 
E k a r a k t e r i s z t i k a p o n t o k helyzete (a s z o n d a á r a m nagysága) a kisülési té rhez képes t 
vet t p i l l ana tny i s zondapo tenc i á l ér téktől f ü g g , ami ez e se tben minden p e r i ó d u s r a 
ugyanúgy i smé t lődő , fix l e f u t á s ú é r t ékekbő l áll . 
A h h o z , hogy a vizsgált pe r iod ikus kisülés egy ado t t i dőp i l l ana t ában a kisülési 
j e l l emzők m e g a d h a t ó k legyenek, fel kell venn i ezen i d ő p i l l a n a t b a n a teljes s z o n d a -
ka rak te r i sz t iká t . I t t ismét u ta ln i kell a r ra , hogy e mérés e lvégezhetőségének g y a k o r l a -
ti lag az a k r i t é r iuma , hogy a z egyes s z o n d a p o t e n c i á l o k n á l pi l lanatnyi egyensúly i 
helyzet á l l jon elő, s az így fe l lépő , j ó közelí téssel s tac ionernek v e h e t ő s z o n d a á r a m o k a t 
lehessen regisztrálni . 
E h h e z L e d r u s olyan f r ekvenc iá jú szondafeszül t sége t vá l a sz to t t ki, a m e l y n e k 
f rekvenc iá ja a v izsgálandó kisüléses f o l y a m a t f r ekvenc iá jáva l a z o n o s volt, a z o n b a n 
a szondafeszü l t ség l e f u t á s á n a k i d ő t a r t a m a a vizsgált kisülési j e l pe r iódusához képes t 
igen kicsiny vol t . A z észlelést oszc i l loszkopikus ú t o n végezte. A z oszci l loszkóp r á c s á r a 
a d o t t negat ív feszültséggel az t egy egész p e r i ó d u s r a lezárta, e l t ek in tve egy k ivá l a sz to t t 
időp i l l ana t tó l [7]. Ezen időp i l l ana t i d ő t a r t a m á t a vizsgált kisülési f o l y a m a t és a 
s zondakörü l i je lenségekre j e l l emző ka rak te r i s z t ikus i dőhöz kellett v i szonyí tan i . 
A k ivá lasz to t t i dőp i l l ana tban egy elég nagy poz i t í v impulzussa l ny i to t ta az oszci l losz-
kóprácsá t , s ugyanez t az i m p u l z u s t r áad ta a s z o n d á r a , s az i m p u l z u s feszül t ségének 
megfele lő beál l í tásával , i d ő t a r t a m á n a k a l k a l m a s megvá lasz tásáva l a s z o n d a k a r a k -
ter iszt ika fe lvehe tő volt. A s z o n d a á r a m o t egy s z o n d a k ö r b e n elhelyezett e l lená l lás 
ké t végéről a mérés i d ő t a r t a m á v a l sz inkron ny i t o t t k a t ó d s u g á r c s ő vertikális b e m e -
netére vit te . A hor izontá l i s b e m e n e t r e a szondafeszü l t ségkén t használ t m é r ő f e s z ü l t -
ség kerül t , s ez a d t a az el tér í tést . A mérőfeszü l t ség lecsengésével az erre s z i n k r o n i -
zált oszc i l loszkóp ismét lezár , s a per iódus t o v á b b i részében zárva is m a r a d . A z 
oszci l loszkóp e rnyő jén a z o n b a n a n n a k u tánvi lág í tása miat t a vizsgálni k íván t szon-
d a k a r a k t e r i s z t i k a egy b i zonyos ideig f e n n m a r a d . A k ö v e t k e z ő pe r iódusban a k isü-
lésnek ugyanezen i d ő p i l l a n a t á b a n az itt leírt f o l y a m a t i smét lőd ik , s megin t m e g -
jelenik ugyanez a szondakarak te r i sz t ika . H a a z oszci l loszkóp ernyőjének u t á n v i l á -
gítási ideje n a g y o b b , min t a vizsgált kisülési f o l y a m a t pe r iódus ide je , úgy á l l a n d ó 
k é p je lenik m e g az e rnyőn , ame ly így k ö n n y e n le fényképezhe tő , d i s z k u t á l h a t ó . 
Ezzel egy a d o t t i dő in t e rva l lumra m e g a d h a t ó a szondaka rak te r i sz t ika . H a az 
oszc i l loszkóp lezárását a l k a l m a s a n vá l t o z t a t j u k , pl. a m é r ő feszü l t ség impulzus 
időbel i e l to lásával , egy egész fé lpe r iódusra nézve megadha tó a kisülési tér p o t en c i á l -
j á n a k vizsgált helyen felvett é r t éke , va lamin t a z ebből s z á m í t h a t ó kisülési j e l l e m z ő k 
időfüggése is. 
A Leclrus á l ta l a l k a l m a z o t t első mérési módsze rné l a s z o n d á r a j u tó i m p u l z u s 
i d ő t a r t a m a 20[asec volt [7], m a m á r e se t en k én t 2fj.sec-os f e szü l t s ég impu lzusokka l 
is d o l g o z n a k , a m i igen nagy idő fe lbon tá s t tesz lehetővé. Ledrus az általa i smer t e t e t t 
módsze r t elég bonyo lu l t e l e k t r o n i k u s berendezéssel látta el [7], s t öbb-oszc i l lo szkópos 
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észlelési me tódus t vezetet t be. A z á l ta la k ia lakí to t t mérési e l rendezés volt lényegében 
t e h á t az elsó', a m e l y lehetővé te t te a nem-s tac ioner kisülési f o l y a m a t o k (p l azmák) 
rész le tes vizsgálatát . 
4. A Fajt—Koncz módszer 
A Fajt—Konez módszer [8] szerinti s zondamérés viszonylag hos szada lmasabb , 
m i n t az e lőbb i smer te te t t Ledrus-fé le módszer , de a p p a r a t i v e anná l sokka l kisebb 
fe lkészül t séget igényel. 
A szondá ra valamelyik k iválasz to t t e l ek t ródhoz képes t k ü l ö n b ö z ő nagyságú 
egyenfeszül t sége t a d n a k [8], Egy a d o t t egyenfeszültség esetén a szondán lefolyó á r a m 
p e r i o d i k u s lesz, a vizsgált kisülési tér pe r iódusának megfele lő f rekvenciával fog 
v á l t o z n i . 
A z e lőzőekben uta l tak szerint az így a d ó d ó s z o n d a á r a m az egyes k ü l ö n b ö z ő idő-
p o n t o k h o z t a r t o z ó s z o n d a á r a m o k b ó l tevődik össze. A z így nyert g ö r b e minden 
p o n t j á n a k egy k ö z ö s je l lemzője v a n : az a d o t t szondafeszül tség, amely ez esetben 
va l ame ly e l e k t r ó d h o z viszonyí tot t egyenfeszültség, s ennek ér téke e lőre beáll í tot t , 
de tetszés szerint vá l toz t a tha tó . Ezt a feszül tségértéket célszerű a kisülés pi l lanatnyi 
a n ó d j á h o z képest mérni , s ehhez képest negatív po tenc iá l ra helyezni a szondá t . 
A z ezt köve tő f é lpe r iódusban ugyanis a szonda a k a t ó d h o z képest lesz nega t ívabb 
po tenc iá lon , s e k k o r e lhanyago lha tóan kis i oná ram fog csak folyni. A b b a n az eset-
ben viszont, ha a szondá t a s zondaka rak t e r i s z t i ka felvétele é rdekében a pi l lanatnyi 
k a t ó d h o z képest m a g a s a b b po tenc iá l ra helyezzük, a s o r o n k ö v e t k e z ő fé lper iódus-
b a n a szonda m é g az e lőzőekben ka tód i szerepet be tö l tő , de jelenleg m á r anód i 
p e r i ó d u s b a n levő e lek t ród po tenc iá l jáná l is m a g a s a b b potenciá l ra kerü l , ami 
ka ta sz t ro fá l i san nagy s z o n d a á r a m o k a t tesz lehetővé. Ez m i n d e n k é p p kerü lendő , 
m e r t ekkor n e m c s a k a m é r e n d ő v iszonyok vá l toznak meg, hanem m a g a a szonda , 
s ő t a kisülési cső is t ö n k r e m e h e t . E n n e k megfelelően a méréseknél valamelyik elektró-
d á h o z képest a l a c s o n y a b b po tenc iá l r a kerül a szonda , s így mérés csak a b b a n a 
f é l p e r i ó d u s b a n t ö r t én ik , a m i k o r a k iválasztot t e lek t ród pi l lanatnyi lag a n ó d i szerepet 
t ö l t be. 
A z ekkor a d ó d ó s z o n d a á r a m az a lka lmazo t t szondafeszül t ségre je l lemző. Ez 
oszc i l lo szkop ikus ú ton v izsgálható , felvíve egy s z o n d a k ö r i ellenállás két végéről az 
a z o n fellépő feszültségesést egy oszci l loszkóp vert ikális bemenetére . 
K ü l ö n b ö z ő szondafeszül t ségek (kiválasztot t e l e k t r ó d h o z képest a lka lmazo t t 
egyenfeszü l t ségek) a lka lmazásáva l egész sereg s z o n d a á r a m görbe a lakul ki, amely 
f é n y k é p e z h e t ő , vagy l e r a j zo lha tó az oszci l loszkóp e rnyő jén . A fázisviszonyok 
k ö n n y e b b azonos í t á sa végett célszerű ké tsugaras oszci l loszkópot a lka lmazn i , s a 
m á s i k vert ikál is bemene t r e a kisülési á r a m időbeli l e fu tásá t felvinni. 
A v á r h a t ó a n s z á m í t á s b a j ö v ő szondafeszül t ségeknél lefényképezve az a d ó d ó 
s z o n d a á r a m időbel i le fu tásá t , egy-egy tetszőleges időp i l l ana tban a fe lvet t szonda-
á r a m o k b ó l g r a f i kus ú ton m e g a d h a t ó a teljes s zondaka rak te r i sz t ika . A szonda-
ka rak t e r i s z t i ka kielégí tő p o n t o s s á g ú felvételéhez célszerű sok szondafeszül t ség 
mel le t t felvenni az a d ó d ó s z o n d a á r a m görbéke t , azaz elég nagyszámú s z o n d a k a r a k -
te r i sz t ika p o n t o t megszerkesz teni . 
Elég nagy e r n y ő j ű oszc i l loszkóp esetén, megfelelő nagyí tás t a l k a l m a z v a a fény-
képfe lvé te lek elkészítésével e lég nagyszámú mérési p o n t b a n m e g a d h a t ó a szonda-
ka rak te r i s z t ika , ame lybő l az i smer t m ó d o n s z á m o l h a t ó k a kisülési p a r a m é t e r e k 
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egyes idó 'p i l lana tokban felvett ér téke, m a j d pedig e z e k ismeretében m e g a d h a t ó e 
kisülési pa r amé te r ek időfüggése is. 
E vá l t akozó á r a m ú szondamérés i módszer h á t r á n y a , hogy p o n t o s s á g a igen 
ko r l á tozo t t , a fáz isszögek azonos í t á sa , a s z o n d a á r a m o k m e g h a t á r o z á s a , va lamin t 
g ra f ikus ú t o n elvégzett értékelések m i a t t , s főleg a z u tóbbi g r a f i kus értékelések 
köve tkez tében sok hibalehetőséggel kell számolni . A z így e lé rhe tő időfe lbon tás t 
főleg az oszci l loszkóp e rnyőmére te kor lá tozza , v a l a m i n t az oszc i l loszkóp rajzolási 
élessége. Ez az e l járás a szerzők szerint [8] sem a l k a l m a z h a t ó gyors l e f u t á s ú kisülési 
f o l y a m a t o k , vagy lecsengési je lenségek, k o m m u t á c i ó s á r a m s z a k a s z o k vizsgálatánál . 
A jelen do lgoza t szerzője részt vett o l y a n v iz sgá la tokban [9], amelyek s o r á n e m ó d -
szer ke rü l t a lka lmazás ra , a zonban a z e l já rás h o s s z a d a l m a s n a k b i zonyu l t , a nyer t 
oszc i l loszkopikus fe lvételek kiér tékelése viszonylag körü lményesen vo l t csak lehet-
séges. Mindemel le t t a Fajt—Koncz e l j á rássa l nyert e r e d m é n y e k jól r e p r o d u k á l h a t ó a k 
vol tak , amenny iben a kiértékelések elvégzése kellő g o n d d a l tör tént m e g [9]. 
5. A Waymouth-féle impulzus módszer 
A z e lőzőekben i smer te te t t vá l t akozó á r a m ú kisülések vizsgálatánál a l k a l m a z h a t ó 
mérési módsze rekhez képes t komoly h a l a d á s t jelentet t a Waymouth á l t a l k ido lgozo t t 
impu lzus techn ikán a l a p u l ó szondamérés i módszer [10] megjelenése. 
Waymouth egy impu lzus módsze ren a lapuló s zondamérés i e l j á rás t a lakí to t t ki 
[10], ame ly szintén a Langmuir által fe l i smer t s zondamérés i elven [2] a l apu l . Lénye-
gileg a W a y m o u t h - f é l e e l j á rás sok v o n a t k o z á s b a n hason l í t a Ledrus-féle e l j á ráshoz [7]. 
A W a y m o u t h - f é l e módszerné l [10] a mérésnél a vizsgálni k íván t kisülési t é rhez 
képest a s zondá ra min t egy 40—50 V-al a l ac sonyabb potenciál k e r ü l . A vizsgált 
kisülés m i n d e n p e r i ó d u s á b a n egy feszül t ségimpulzus t a d a szondára , s e n n e k ampl i -
t údó j á t úgy választ ja meg , hogy az i m p u l z u s f e l f u t á s á n a k megfelelően a szonda egy 
kis időre a kisülési t é rhez képest m é g m a g a s a b b po t enc i á l t is fe lvegyen. így bizto-
sí t ja az t , hogy az i m p u l z u s fe l fu tásáva l vá l tozó szondafeszü l t ség m é g a kisülési té r 
po tenc iá l j áná l is m a g a s a b b legyen, a z a z ennek megfe le lően az e l e k t r o n telítési 
á r a m s z a k a s z n a k egy része is v izsgálható legyen. Ez f ő l e g a vizsgált kisülési tér po ten-
c iá l j ának m e g h a t á r o z á s á h o z fontos . A z impulzus f e l f u t á s á n a k és p i l l ana tny i ampl i -
t ú d ó j á n a k megfelelően vá l toz ik a s z o n d á n lefolyó á r a m is. Ilyen m ó d o n az impulzus 
feszül tségének a lka lmas megvá lasz tásáva l oszci l loszkóp segítségével fe lvehető a 
vizsgált kisülési szakaszra je l lemző Langmui r - fé le s z o n d a k a r a k t e r i s z t i k a , s innen a 
szokásos e l já rás a lka lmazásáva l [1] a z a d o t t i d ő p i l l a n a t b a n m e g a d h a t ó k a f ő b b 
kisülési j e l l emzők . Az impu lzus bá rme ly kisülési i dőp i l l ana tban r á a d h a t ó a s zondá ra , 
s a n n a k fáz i svá l toz ta tásáva l le lehet t a p o g a t n i a pe r iod ikus , vagy á l t a l á n o s ese tben 
nem-s tac ioner kisülési f o l y a m a t vizsgálni kívánt p o n t j a i t . 
Waymouth a mérései t 60 Hz-ről t áp lá l t p e r i o d i k u s kisüléseknél végezte [10]. 
A mérések előt t a szondafe lü le te t e rős ionbombázássa l és esetenként n a g y f r e k v e n c i á s 
e rő té r a lka lmazásáva l t isz t í tot ta m e g a felületre l e r a k ó d ó szennyezésektől [10]. 
Az e l já rás t a ka tódkörü l i kisülési tér v izsgála tára h a s z n á l t a fel, k i m u t a t v a a negatív 
g l immfényben jelen levő nagyenerg iá jú p r imer e l e k t r o n o k a t , va lamin t a szekunder 
e l e k t r o n o k jelenlétét . E vizsgálati m ó d s z e r t a lka lmazva felvette [10] a t ö l t é s h o r d o z ó k 
e szakaszbel i energiaeloszlását és a p r i m e r e l e k t r o n o k relatív k o n c e n t r á c i ó j á n a k 
függését a ka tód tó i m é r t k ü l ö n b ö z ő t ávo l ságokban . 
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A módsze r ismertetésénél leír ja [10], hogy az á l t a la bevezetet t e l j á r á s a l k a l m a s 
egyenfeszül tségről táp lá l t kisülések v izsgála tára is, de m a g á t az e l j á rás t Waymouth 
csak a ka tód köze lében végbemenő , e l ek t ronokka l kapcso la to s energe t ika i vizsgála-
t o k n á l a lka lmazza . A módsze r segítségével semmifé le időfüggést n e m muta t ki. 
Utal [10] a s zondamére t ek helyes megvá lasz tásá ra , va lamint a szennyezések 
( fő leg o x i d k a t ó d o s kisülések esetén) megfele lő e l t ávo l í t á sának f o n t o s s á g á r a . 
Az ál tala a l k a l m a z o t t m é r ő i m p u l z u s i d ő t a r t a m a 1 p.sec körü l vol t [10]. 
6. Egy további vizsgálati módszer 
E módszer lényegében a F a j t — K o n c z - f é l e e l járás és a W a y m o u t h - f é l e szonda-
mérés i m ó d továbbfe j lesz tése . A l eg több nem-s tac ioner kisülések ese tén a lka lmaz-
h a t ó szondamérés i módsze r közös j e l l emzője az, hogy ezeknél a k íván t időfe lbon tás t 
röv id i d ő t a r t a m ú impu lzusokka l b iz tos í t ják . Ez ese tben is a s zondaka rak te r i s z t i ka 
felvétele ilyen m é r ő i m p u l z u s a lka lmazásáva l tö r tén ik , a z o n b a n e m ó d s z e r előnye, 
h o g y egyesíti a Fajt—Koncz és a Waymouth által vázo l t szondamérés i módsze r 
e l őnyös tu l a jdonsága i t . 
A mérések reális e r edménye inek b iz tos í tására itt is figyelembe kell venni bizo-
n y o s kikötéseket , s a m e n n y i b e n ezek valamelyike n e m áll fenn, úgy a nyert e red-
m é n y e k hamisak lesznek. Ezzel egy időben gyak ran a fe lvet t s zondakarak te r i sz t ika 
is el torzul , erősen eltér az ideális s zondaka rak t e r i s z t i ka a lak já tó l [1]. Ez minden-
ese t re igen j ó figyelmeztetés a mérési feltételek h i á n y o s tel jesülésére v o n a t k o z ó a n . 
A f o n t o s a b b k ikötések a k ö v e t k e z ő k : 
a) A szonda felülete a t ö l t é s h o r d o z ó k közepes szabad ú t h o s s z á h o z képest 
kicsi legyen, hogy minél kevésbé z a v a r j a a v izsgá landó kisülési f o l y a m a t o k a t . 
b) A t ö l t é s h o r d o z ó k energiaeloszlása feleljen m e g a M a x w e l l — B o l t z m a n n 
e losz lásnak . 
c) A negat ív t ö l t é s h o r d o z ó k is és a pozitív t ö l t é s h o r d o z ó k is egyneműek 
legyenek (egyszeres ionizál tság, a z o n o s töltés, t ömeg) . 
d) A mérés f o l y a m á n a szondafe lü le t kilépési m u n k á j a ne vá l tozzék meg. 
Ezt az e l já rás t [11] az eddigiek s o r á n az 50 Hz-es f r ekvenc iá jú v á l t a k o z ó á r a m ú 
kisülések v izsgá la tá ra a l k a l m a z t á k [12, 13]. A Waymouth által beveze te t t módszer -
n e k megfelelően [10] a s z o n d á r a i t t is feszü l t ség impulzus ju t . Ezen m é r ő i m p u l z u s 
a l a k j a torz í to t t é k - a l a k ; a lefutás i ág sokka l m e r e d e k e b b , min t az i m p u l z u s felfutási 
szakasza . A z impu lzus a l a k j a az I. á b r á n lá tha tó . A z impulzus n a g y s á g a a 0—90 V 
f e szü l t s ég t a r t ományban f o l y a m a t o s a n vá l toz t a tha tó , az a lka lmazo t t e l ek t ron ikus 
berendezés segítségével. 
alkalmazott impulzus alakja 
306 b i t ó j . 
Az impulzus idő ta r t amának megválasztásánál az előzőek értelmében két szem-
p o n t o t kell figyelembe venni és mérlegelni. Miután nem-stacioner kisülési folyamat 
vizsgálatáról van szó, a vizsgálatokat a nagyobb időfe lbontás és pontosság érdekében 
igen rövid, kis ideig t a r tó impulzusokkal célszerű végezni, különösen o lyan esetek-
ben, amikor a vizsgálatok tárgyát a gyors lefutású, t ranziens szakaszok (pl . a kezdeti 
ionizációs felépülési szakasz, a deionizációs szakasz, kommutác iós szakasz) képezik. 
Másrészt ugyanakkor figyelembe kell venni azt is, hogy az impulzus felfutási 
szakaszának ideje alatt kell megtörténnie a teljes szondakarakter isz t ika felvételének. 
Amennyiben ez nem kvázistacionárius helyzeteken át tör ténik , a nyert e redmények 
nem reálisak. A Langevin-egyenletből kiindulva m e g a d h a t ó a szondát körülvevő 
tértöltési réteg egyensúlyi helyzetének beállásához szükséges idő. Ez ugyanakkor 
kísérleti úton is ellenőrizhető, a mérő impulzus i d ő t a r t a m á n a k vál toztatásával . Az 
impulzus idő ta r tamát fo lyamatosan csökkentve egy jó l meghatározot t idő ta r t amná l 
a szondakarakter i sz t ikán torzulások kezdenek muta tkozn i , amelyek az impulzus 
i d ő t a r t a m á n a k további csökkentésével csak erősödnek. 
A számítások és a kísérleti ada tok a lap ján a 0,1—0,5 usee közötti idő ta r tamú 
impulzusokkal t ö r t énő mérés adta a l eg jobban kiér tékelhető karakter isz t ikákat , 
kielégítő pontosságú időfe lbontás mellet t . 
A szondafelületek megtisztítása ezesetben is, mint Waymouth-ná l [10] komoly 
gondo t okozot t . A h á r o m kínálkozó lehetőséget — az elektronsugaras, ionsugaras 
és nagyfrekvenciás erőtérrel tör ténő felületmegtisztí tás — összevetve, a legkielégí-
t ő b b eredményt az elektronsugaras felületmegtisztí tás ad ta , míg a leggyorsabb a 
nagyfrekvenciás erőtérben való tisztítási e l járás volt. Ez u tóbbinak egyetlen hátránya, 
hogy bizonyos fokig megemeli a szonda és környezetének hőmérsékletét , s ezáltal 
pil lanatnyi e l to lódásokat hozhat a gázhőmérsékle tben. Ennek hatása azonban a 
méréseknél nem volt k imuta tha tó , ezért ezen nagyfrekvenciás módszer a lkalmazása 
bizonyult a legcélravezetőbbnek. 
E szondamérési módszer segítségével — a Waymouth- fé le módszerre l [10] 
szemben — nemcsak a katód körüli terek vizsgálata lehetséges, h a n e m az egész 
kisülési tér megfigyelése is. Ez olyan m ó d o n biztosítható, hogy a szondára , a Fajt— 
Koncz módszernél követett me tódusnak megfelelően egy egyenfeszültség is kerül, 
amelynek referenciapont já t valamelyik elektród képezi. Az ott részletezett okoknál 
fogva célszerűbb a kiválasztott e lek t ródhoz képest a l acsonyabb potenciálra helyezni 
a szondát , s a szondára így a pillanatnyi anódhoz képes t negatívabb egyenfeszült-
séget adni . Ekkor a kisülés anódi fé lper iódusa és a kisülési tér anódi része, valamint 
pozitív osz lopának anód felé eső szakasza a 0—90 V közöt t vá l toz ta tha tó ampli-
t ú d ó j ú mérőimpulzusokkal le tapogatható , valamint a kisülési tér potenciá l ja a 
megfelelően megválasztot t szonda egyenfeszültség segítségével megha tá rozha tó . 
Azoknál a vizsgálatoknál, amelyek a pillanatnyi ka tód i funkciót végző elektród 
közelében folynak le, valamint olyan kisülési terekben, ahol a kisülési tér potenciálja 
vá rha tóan nem nagyobb 90 V-nál, nincs szükség kiegészítő egyenfeszültségű szonda-
feszültség a lka lmazására . Egyes esetekben a pillanatnyi kátédnál kevéssel pozití-
v a b b r a emelt szonda a lkalmazása is még reális e redményeket adott . I lyen módon 
fel lehetett térképezni az át lagos vá l takozó á ramú kisülések katódtói a n ó d i g ter jedő 
tereit . 
A vizsgálati módszer b lokkd iag rammjá t a 2. ábra m u t a t j a be. Az ő s tabi l izá torra l 
működ te t e t t vá l takozó feszültségi! á ramfor rás ró l táplá l t T kisüléses cső M mérő-
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szondá j á r a a vizsgálni k íván t , P fázistoló á l t a l m e g h a t á r o z h a t ó i d ő p o n t b a n az / 
i m p u l z u s g e n e r á t o r b ó l egy i s m e r t nagyságú és az e lőzőekben i smer te te t t a l akú 
impulzus j u t . A z M-szonda a Vp s zondapo tenc iá l beál l í tására szolgáló egyenfeszül t -
ség révén k ü l ö n b ö z ő a l appo t enc i á lok ra á l l í t ha tó be, a vizsgálat he lyének és céljá-
n a k megfele lően. 
г 
г 'L А 
P 
В D 
— 
/ 
№ 
2. ábra. Az újonnan kialakított szondamérési módszer blokkdiagrammja 
Az / i m p u l z u s g e n e r á t o r b a a jel a G négyszöggene rá to rbó l a D d i f ferenciá ló 
egységen á t j u t . Ha a m é r ő i m p u l z u s megemel i az M s z o n d a pi l lanatnyi feszültségét , 
úgy ennek megfe le lően az RP s zondakör i e l lenál láson á t fo lyó á r a m az A d ifferencia-
erősí tőn fe le rős í tve az О oszc i l loszkóp ver t iká l i s bemene té re ju t , míg a hor izontá l i s 
sz inkronizáló eltérítést az a l k a l m a z o t t i m p u l z u s bevezetésével lehet biztosí tani . 
így az i m p u l z u s i d ő t a r t a m a alat t f e lvehe tő a kisülés egy m e g h a t á r o z o t t , d e 
tetszőlegesen v á l t o z t a t h a t ó i d ő p i l l a n a t á b a n a vizsgált kisülési helyen a Langmui r -
féle szondakarak te r i sz t ika . 
A m ó d s z e r az edd ig iekben csak pe r iod ikus kisülések v izsgá la táná l kerül t a lkal -
mazásra [11—13], s itt az a l k a l m a z o t t i m p u l z u s f r ekvenc iá j a a kisülés f r ekvenc iá já -
val megegyezet t . A 2. áb r án l á t h a t ó P fáz is to lóval a kisülés te tszőleges i dőp i l l ana t ában 
fel lehet v e n n i a s zondaka rak te r i s z t iká t azá l ta l , hogy a m é r ő i m p u l z u s fázisát te t -
szőlegesen be l ehe t állítani. 
A b b a n a f é l p e r i ó d u s b a n , a m i k o r a s z o n d á r a nem j u t impulzus , á l l a n d ó feszül t -
ségen van, a m i az azzal ö s s z e k ö t ö t t e l ek t ród , ill. az esetlegesen va lamely e lek t ród-
hoz képest a l k a l m a z o t t Vp s zondafeszü l t ség révén egyér te lműen meg v a n ha t á rozva . 
Ezalatt mérés n e m tör tén ik . 
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Az a d o t t fázisszögnél megjelenő' ka rak te r i sz t ika (p l . 50 Hz-es k i sü lésekné l 
m á s o d p e r c e n k é n t ö tvenszer jelenik meg a szondakarak te r i sz t ika ) megfele lő ' nagy-
ságú oszc i l loszkóp-ernyő a lka lmazásáva l j ó l k iér tékelhető , vagy f é n y k é p e z h e t ő . 
Ez a szondamérés i m ó d s z e r jól a l k a l m a z h a t ó egyenfeszül tségű á r a m f o r r á s r ó l 
táplál t k i sü lések s z o n d a k a r a k t e r i s z t i k á j á n a k felvételénél is. Itt a m é r ő i m p u l z u s 
i d ő t a r t a m á t célszerű n a g y r a választani, m i u t á n nem p e r i o d i k u s , s t ac ione r kisülési 
fo lyamat v izsgála táról v a n szó , s itt elesik a z i d ő f e l b o n t á s b ó l származó k ö v e t e l m é n y . 
Tör t én tek o l y a n mérések, amelyeknél összehason l í t á s ra k e r ü l t az eredeti L a n g m u i r -
féle módsze r r e l mért e g y e n á r a m ú szondaka rak te r i s z t ika , és ezen v á l t a k o z ó á r a m ú 
módszer re l fe lvet t s zondakarak te r i sz t ika a l a k j a és ezek jellegzetes p o n t j a i . A két 
k ü l ö n b ö z ő ú t o n nyert e r e d m é n y e k jól megegyeztek egymássa l . Ez egy lehetőség 
ezen v á l t a k o z ó áramú szondamérés i m ó d hitelesítésére, valamint e l l enőrzésére . 
Á l t a l ában egyenfeszül tséggel és vál tófeszül tséggel ka l ib rá l t oszci l loszkópot szokás 
[11—13] a l k a l m a z n i a v á l t a k o z ó á ramú s z o n d a m é r é s e k h e z , így a vizsgált t é r poten-
ciálja a f e lve t t szondakarak te r i sz t ikábó l a z o n n a l l eo lvasha tó . 
Ezen i t t leírt módsze r pi l lanatnyi lag a legfej let tebb vizsgála t i m ó d s z e r , amely a 
vá l takozó á r a m ú kisülések és egyéb n e m - s t a c i o n e r kisülési fo lyamatok v i z sgá la t áná l 
szóba j ö h e t . E módszer egyesí t i az e lőbb fe l so ro l t és r ö v i d e n ismertetett v á l t ó á r a m ú 
szondamérés i módszerek e lőnyei t , a l k a l m a z h a t ó az egész kisülési t a r t o m á n y b a n , s 
u g y a n a k k o r j ó i dő fe lbon tá s é rhe tő el ve le . 
Mivel a vá l t akozó á r a m ú kisülések e g y r e k i t e r j ed t ebben kerülnek a l k a l m a z á s r a 
mind t u d o m á n y o s , mind p e d i g ipari cé l za t t a l , ér thető m ó d o n megnőtt a vizsgála-
tukra a l k a l m a s mérési m ó d s z e r e k k i a l ak í t á s á r a i rányuló tö rekvés . L e g k é z e n f e k v ő b b 
a jól bevál t Langmui r - fé le szondamérés i módszer v á l t a k o z ó áramú k i te r jesz tése 
volt. Ennél a z idő fe lbon tás és a gyors s z o n d a k a r a k t e r i s z t i k a felvételének b iz tos í tá -
sával m a m á r az itt vázolt j ó l kialakult v izsgála t i m ó d s z e r e k segítségével a v á l t a k o z ó 
á r a m ú , vagy per iodikus k isülések p a r a m é t e r e i m e g h a t á r o z h a t ó k . Lényegi leg minden 
itt i smer te te t t módszer k ö z ö s a lapvonássa l rendelkezik, c s a k az a l k a l m a z h a t ó s á g i 
terület, a p p a r a t i v igény, mérés i gyorsaság, egyszerűség t e r é n vannak némi el térések. 
Az i r o d a l o m b a n t a l á l h a t ó k már e r e d m é n y e k [7—13], amelyeket ezen v á l t a k o z ó 
á r a m ú szondamérés i m ó d s z e r e k a lka lmazásáva l nyertek. Ismeretesek a Led rus - f é l e 
módszer [7] a lka lmazásáva l higanygőz egyen i rány í tók e s e t é n adódó m é r é s i ered-
mények, a F a j t — K o n c z - m ó d s z e r [8] a lka lmazásáva l nyert k a t ó d - , anódesés i görbék„ 
e lek t ronhőmérsék le t , e l e k t r o n k o n c e n t r á c i ó , r ekombinác ió s tb . időfüggésére felvett 
összefüggések [9], a W a y m o u t h - f é l e m é r é s e k [10] k a t ó d o l d a l i energiaeloszlási ered-
ményei, v a l a m i n t a sa já t módsze rünk segítségével a p e r i o d i k u s k isü lések k a t ó d -
esésének, po tenc iá lg rad iensének idő és n y o m á s f ü g g é s é r e , valamint s egéde l ek t ró -
dák tó l va ló függésére v o n a t k o z ó e r e d m é n y e k [11—12]. E vá l takozó á r a m ú perio-
dikus k isülések vizsgála tánál a l k a l m a z h a t ó szondamérés i módszerek r é v é n még 
további a l a p v e t ő e n f o n t o s fe lvi lágosí tások nyerhetők a kisülési a l a p f o l y a m a t o k r a 
nézve. 
7. Szondamérések külső mágneses térben 
Ha a k isülés külső m á g n e s e s térben á l l fenn , v á r h a t ó a n megvá l toznak a benne 
végbemenő a l a p f o l y a m a t o k . Főleg az e l e k t r o n o k m o z g á s á t befolyásolja a m á g n e s e s 
tér jelenléte [14—15]. E n n e k megfelelően k ü l s ő mágneses t é r esetén elvégzett s z o n d a -
mérések karak te r i sz t iká i megvá l toznak m é g a k k o r is, ha a kisülési tér p a r a m é t e r e i 
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(e lektron- , i onkoncen t r ác ió , e lekt ron- , ionhőmérsék le t , kisülési tér po tenc iá l j a ) 
lényegesen n e m vá l toznak meg . 
Kérdés , milyen befolyássa l bír a mágneses tér a s zondaka rak te r i s z t i ká ra , s e 
befolyást lehet -e je l lemezni , vagy el lensúlyozni . E kérdés n e m c s a k ö n m a g á b a n 
érdekes fizikai p rob léma , h a n e m komoly m ű s z a k i hát tere is v a n , olyan e s e t e k b e n 
ugyanis, a m i k o r a kisülési á r a m egy b izonyos kr i t ikus é r t ékné l nagyobb , s z á m o l n i 
kell a kisülés sa já t mágneses terével , amelynek jelenléte m ó d o s í t j a a s zondamérések 
eredményei t . 
T o v á b b i kérdés , hogy a kü l ső mágneses tér jelenléte m i a t t adód ik-e l ehe tőség 
további e d d i g nem m e g h a t á r o z h a t ó kisüléses je l lemzők, vagy összefüggések meg-
adásá ra . 
A v o n a t k o z ó i r o d a l o m [14—19] a l ap ján a z t lehet m o n d a n i , hogy a m á g n e s e s 
tér (külső vagy belső, sa já t ) je lenléte e l torz í t ja a szondakarak te r i sz t iká t , k ü l ö n ö s e n 
annak e l e k t r o n á r a m szakaszát befolyásol ja a mágneses térnek a z e lek t ronok m o z g á -
sára k i fe j te t t e rős ha t á sán keresztül . Mindenese t r e e befolyás f ü g g a mágneses tér 
jellegétől, i r ányá tó l és nagyságá tó l . A mágneses tér szondakarak te r i sz t iká ra k i f e j t e t t 
ha tásá t az edd ig iek a lap ján n e m lehet korr igá ln i , vagy k o m p e n z á l n i , sajnos a m á g -
neses tér je len lé te nem is teszi lehetővé semmi ú j a b b kisülési p a r a m é t e r , vagy össze-
függés m e g h a t á r o z á s á t [11 —12]. 
A m á g n e s e s tér i r ánya v á r h a t ó a n befo lyáso l ja a s z o n d a á r a m o t , hiszen a t ö l t ö t t 
részek m á s k é p p m o z o g n a k mágneses térre merőlegesen, min t azza l p á r h u z a m o s a n . 
Emiat t a m á g n e s e s tér j e len lé tében az eddig a l k a l m a z o t t e l e k t r o m o s szondamérés i 
módszer m á r n e m a l k a l m a z h a t ó vá l toza t lan f o r m á b a n . 
K i m u t a t h a t ó [16], hogy h a a szonda mére te i úgy v a n n a k megválasztva , h o g y 
azok k i sebbek legyenek a c i k l o t r o n sugárnál , a mágneses tér h a t á s a e lhanyago lha tó . 
Gyakor l a t i l ag ez az e l e k t r o n o k r a nézve igen kicsiny c ik lo t ron - suga rak m i a t t az t 
jelenti, hogy a szondamérés c s ak az i oná ram szakasz és az i o n á r a m telítési s z a k a s z 
felvételére k o r l á t o z ó d h a t . A z ionok c ik lo t ron - suga rához képes t á l ta lában m i n d i g 
kisebbre m e g lehet vá lasz tani a s zondamére t eke t . Ezért s zokás az e lőzőekben [1] 
ismertetet t i o n á r a m s z a k a s z b ó l t ö r t é n ő szondamérés i e l járást haszná ln i külső m á g -
neses tér j e len lé tében . 
A m á g n e s e s tér megvá l toz t a t j a a s z o n d á r a j u t ó t ö l t é sho rdozó á r am nagyságá t . 
A H n agyságú , szonda tengelyével p á r h u z a m o s mágneses tér ese tében a s z o n d á r a 
j u t ó á r a m a z 
иг vi 
Ip = 2u-R0-n-e-l f U du J f(U1V)dv (10) 
Kl l>t 
összefüggésből k i indulva a d h a t ó meg, ahol 
/р a s z o n d a á r a m , 
R0 az a sugár, a m e l y e n belül a s z o n d a k ö r ü l i mágneses tér ha t . n a g y o b b , 
mint a Langmui r - f é l e tér tö l tés i t a r t o m á n y s u g a r a , de kisebb, m i n t az e l e k t r o n o k 
közepes s z a b a d úthossza , 
rs a szonda sugara , 
l a hengeres s z o n d a hosszúsága, 
n a kváz i s t ac ioná r iusnak feltételezett p l azma t ö l t é s h o r d o z ó k o n c e n t r á c i ó j a , 
e az e lek t ron töl tése, 
u, v, w a radiál is , az imutá l i s és axiális s ebesség -komponens , 
J(u, v) a mágneses tér á l ta l per turbá l t e loszlási függvény. 
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A (10) összefüggés henge res szonda e se t ében ad j a meg a s z o n d á n lefolyó á r a m o t . 
I t t a ív s ebes ségkomponens , ame ly a s zonda tenge ly i r ányába m u t a t , nem b e f o l y á -
solja a s z o n d a á r a m o t . A z in tegrác ió h a t á r a i t illetően a k ö v e t k e z ő fel tételek veze t -
hetők le a t ö l t é sho rdozók m o z g á s á n a k ana l íz i sébő l [14—15]: 
HRa-
2 mv 
— H2r\ 2 —у 
m 
(11) 
valamint e n n e k figyelembevételével az a z i m u t á l i s k o m p o n e n s r e 
T/2 
t ' l . 2 — 
eHRa 
2 m + 
и
2
 — 2— V 
m s e2r?H2 
- + 
Rp _ , 
r2 
4m2 
(12) 
ahol rs a s z o n d a sugara , 
Vs a s z o n d á n a k a kisülési térhez ( p l a z m á h o z ) képest v e t t po tenc iá l ja . 
A kép le tbő l lá tha tó , h o g y w1 = 0, g y o r s í t ó szondakörü l i térnél , 
"i = - (13) 
fékező t é rben , minden más ese tben pedig w2 = °°. Spiwak és Reichrudel a l k a l m a z t a 
ezt a számí tás i m ó d o t a s z o n d á r a j u t ó e l e k t r o n á r a m m e g a d á s á h o z [15]. Fe l t é t e l ez -
ték ez ese tben is a M a x w e l l — B o l t z m a n n sebességeloszlás tel jesülését az 
m v) = 2nkT exp m 2 kT (u2+v2) (14) 
a l akban , m a j d ezu tán az u1,u2,v1,v2 és a z / (w , t>)-re nye r t e r edményeke t a (10) 
egyenletbe helyet tesí tet ték. I ly m ó d o n össze függés t sikerült megá l l ap í t an iok a m á g -
neses tér erőssége , a s zondapo tenc iá l és a s z o n d a á r a m k ö z ö t t . Ez az ö s s z e f ü g g é s 
igen b o n y o l u l t és kevéssé á t t e k i n t h e t ő [15]. 
A k ísér le tekből , v a l a m i n t a kvali tat ív m e g f o n t o l á s o k b ó l és az elméleti levezetés-
ből [14—15] az t mindenese t r e egyér te lműen m e g lehet á l l ap í t an i , hogy a m á g n e s e s 
tér igen e r ő s e n befo lyáso l ja a s zondaka rak te r i s z t i ka a z o n szakaszát , a m e l y n é l a 
s z o n d a á r a m o t t ú l n y o m ó részt az e l e k t r o n á r a m teszi ki. A z a d ó d o t t , hogy a n ö v e k v ő 
térerősséggel c sökken a s z o n d á r a j u t ó e l e k t r o n á r a m , s z o n d a k a r a k t e r i s z t i k a ped ig 
e l laposodik [14, 15]. U g y a n e k k o r a z o n b a n a z ionáram s z a k a s z elég k is s u g a r ú 
szondák ese tén nem befo lyáso l j a s z á m o t t e v ő e n a mágneses tér , tehát a s z o n d a -
mérésnek ezen szakasz kiér tékelésére kell m á g n e s e s tér j e l en lé tében k o r l á t o z ó d n i a . 
eH 
K i m u t a t h a t ó [14], hogy a s z o n d a á r a m az — k i f e j e z é s s e l a r á n y o s a n 
változik, a z o n b a n e l e k t r o n o k r a nézve e v á l t o z á s nagyobb, m i n t a lényegesen n a g y o b b 
tömegű i o n o k esetében. A részletes d i szkussz ióná l szét kell vá lasz tan i a s z o n d a felü-
letével, v a g y tengelyével merő leges , vagy azza l p á r h u z a m o s mágneses t é r esetét 
[14—16], a z o n b a n a p o n t o s elméleti leírás m i n d k é t ese tben nehezen á t t e k i n t h e t ő , 
bonyolu l t összefüggéseket e redményez . F i g y e l e m b e kell u g y a n i s venni az t is , h o g y 
a mágneses t é r nemcsak egy szondakörü l i R0 sugarú t a r t o m á n y b a n h a t , h a n e m 
azon kívül is módos í t j a a t ö l t é s h o r d o z ó k mozgásá t . 
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K ü l s ő mágneses tér esetén t ehá t c s ak a s zondaka rak te r i s z t i ka i o n á r a m szakasza 
k ié r t éke lhe tő , ha a s z o n d a je l lemző g e o m e t r i a i méretei k i sebbek , min t a z ion cik-
l o t r o n suga ra . Ha ez n e m teljesül, úgy m á s mérési e l já rás t kell a lka lmazn i , a szonda-
m é r é s e k ez esetben m á r elvesztik l é t jogosu l t ságuka t . 
8. Mikrohullámú szondamérések 
Az e lőzőekben [1] t á rgya lás ra kerü l t néhány olyan szondamérés i módszer , 
a m e l y j ó l a l k a l m a z h a t ó s tac ioner á l l a p o t b a n levő kisülések vizsgála tánál . A je len 
d o l g o z a t keretében szó volt a nem-s t ac ione r és pe r iod ikus kisüléseknél a l k a l m a z h a t ó 
n é h á n y speciális szondamérés i m ó d s z e r r ő l , va lamin t a kü l ső mágneses t é r b e n levő 
s t a c i o n e r és nem-s t ac ione r kisülések esetén elvégezhető szondamérés i v izsgá la tok-
ról. A m e n n y i b e n a kisülés sa já t m á g n e s e s tere, vagy a kü l ső mágneses t é r erőssége 
egy k r i t i k u s ér téknél n a g y o b b , úgy az e lőzőekben i smer te te t t k o r l á t o z o t t jellegű 
s z o n d a m é r é s i lehetőség is megszűnik . 
G y a k r a n van o lyan eset a z o n b a n , a m i k o r szükség v a n a kisülési j e l l e m z ő k erős 
m á g n e s e s térben v a l ó m e g h a t á r o z á s á r a is. E k k o r m i k r o h u l l á m ú szondamérések , 
z a j h ő m é r s é k l e t mérések , opt ikai , spek t roszkóp ia i m ó d s z e r e k kerü lnek e lőtérbe, 
ezek a l k a l m a z á s á h o z kell f o l y a m o d n i [20]. I t t nem kerü l so r e módsze rek részletes 
t a g l a l á s á r a , csak a m i k r o h u l l á m ú s z o n d a m é r é s rövid ismertetésére . 
J ó l i smert , hogy a r á d i ó h u l l á m o k i o n o s z f é r á b a n va ló t e r j edésének v izsgá la táná l 
a f e l l é p ő jelenségek leírását a d ie l ek t r ikumelméle tbő l k i indulva végzik [20]. A z 
i o n o s z f é r a f e l fogha tó ugyanis egy o lyan К d i e l ek t romos á l landóval r ende lkező 
k ö z e g n e k , amelynek d i e l ek t romos á l l a n d ó j á t r ád ió f rekvenc iás szondázás esetén 
(15) 
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össze függés ad ja , a h o l 
ne az e l ek t ronok koncen t r ác ió j a , 
e az e l ek t ronok töltése, 
m, az e l ek t ronok tömege , 
со az a lka lmazo t t r ád ió f r ekvenc iá s tér kö r f r ekvenc i á j a . 
A r ád ió f r ekvenc iá s térre nézve az ionosz fé ra k o n s t a n s d i e l ek t romos á l l andó jú 
k ö z e g k é n t viselkedik. K i m u t a t h a t ó [20], hogy a m e n n y i b e n egy a l a c s o n y n y o m á s ú 
gázk i sü lés e l ek t ro n j a inak energiaeloszlása a M a x w e l l — B o l t z m a n n e loszlás t követi , 
úgy a kisülési tér veze tőképességének imag iná r ius része 
/77; со 
(16) 
aho l «г,- a kisülési té r veze tőképességének imaginár ius k o m p o n e n s e , 
vc az e l ek t ronok ütközési f r ekvenc i á j a , á l t a l ában с o > v c áll, 
k\ numer ikus ko r rekc iós f a k t o r . 
E z e k a lap ján vi lágos, hogy a k isülések t ö l t é sho rdozó koncen t r ác ió j a mik ro -
h u l l á m ú térrel va ló kö lc sönha tá s s o r á n mérhe tő . Ezen m i k r o h u l l á m ú szondázás 
lehe tősége i t m á r 1919-ben ian der Pol pub l iká l t a [21]. Kísér leteinél van der Pol а 
[16] összefüggés a l a p j á n számolva , re la t ív vezetőképesség méréssel h a t á r o z t a m eg 
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a kisülések e lekt ronkoncent rác ió já t [21]. A kisülést Lecher-drótpár közé tette, s a 
vezetőképességet egy ismert vezetőképességű elektroli t tal összehasonlí tva határozta 
meg. 
A jelenleg ismeretes modern mikrohul lámú szondamérési módsze rek [22—59] 
igen pontos mérési eredményeket szolgáltatnak. Pillanatnyilag a legismertebb 
módszerek [21—59] az e lekt ronkoncentrác ió meghatározására szolgálnak. Erre-
vona tkozóan két lehetőség k íná lkoz ik : 
a) Transzmissziós és reflexiós tu la jdonságok mérése az egyik lehetséges és 
á l ta lánosan el fogadot t , bevált mérési módszer. Itt lényegében az abszorpc iós veszte-
ségeket ha tározzák meg és a fáziseltolást , s ebből következtetnek az elektronkon-
centrációra . A méréseknél a vizsgált kisülést hul lámvezetőbe teszik, vagy csak a 
kisülés egy részén engedik át a mikrohul lámoka t . 
b) A másik lehetőség az ü regrezoná tor rezonanciaf rekvenciá jában beálló válto-
zás meghatározásával ad összefüggést az e lektronkoncentráció és a mérhető para-
méterek között . Ha w0 jelöli az üregrezonátor rezonanciaf rekvenciá já t , akkor a 
ACÚQ rezonanciafrekvencia vál tozásra a következő összefüggés a d h a t ó meg [20]: 
ahol G egy geometriai viszonyoktól függő korrekciós faktor . így viszonylag gyorsan 
és egyszerű módon olyan esetekben is megál lapí tható a vizsgált kisülési tér elektron-
koncentrációja , a m i k o r a szondamérés i módszerek már nem a lka lmazha tók , pl. 
e rős mágneses tér jelenlétében. A mikrohul lámú szondamérés függet len a kisülés 
jellegétől, s emiat t összevethetők a különböző, e l fogadot t szondamérésekkel vég-
zett vizsgálatok és a mikrohul lámú módszerek eredményei . Az i rodalmi ada tok 
szerint [20] a nyert eredmények egymással jó egyezést muta tnak . 
A mikrohul lámú mérésekből nyer t e lektronkoncentráció é r t ékekbő l kiindulva 
további plazmajel lemzők megadása is lehetséges, a z o n b a n itt esetleg még kiegészítő 
méréseket kell végezni az e lőzőekben felsorolt módszerek valamelyikének felhasz-
nálásával . 
A mikrohul lámú szondamérésnél [29—59] a l apve tő feltételként szerepel, hogy 
a vizsgált kisülési t a r tományban az e lekt ronkoncent rác ió értéke t é rben konstans. 
Az eredmények ennek megfelelően az e lektronkoncentráció á t lagér tékét adják. Ez 
a mikrohul lámú szondamérés egyik hátránya. A mikrohul lámú szondamérések 
másik hátránya az, hogy csak o lyan esetekben a lka lmazható a módszer , ha az 
e lek t ronkoncent rác ió értéke 106 e lekt ron/cm 3 -nél nagyobb , de 1010 e lektron/cm 3 - t 
nem haladja meg [20]. Csak ezen e lek t ronkoncent rác ió t a r t o m á n y b a n adnak reális 
e redményt a mérések, amint ez a szondamérésekkel való összevetés révén megad-
h a t ó volt. 
Az előzőek során felmerült az a kérdés is, hogy a kisüléses térbe behatoló 
mikrohu l lámok nem módosí t ják-e m e g a kisülési a lapfo lyamatoka t , s ezáltal nem befo-
lyásolják-e a vizsgálandó jelenségeket [20]. Erre a kérdésre mindedd ig konkrét 
választ nem sikerült adni [20]. Nagymér tékben f ü g g e befolyás a mikrohu l lámú tér 
energiájától , a kisülés jellegétől, stabili tásától és m é g néhány mérési feltételtől. 
Jelen dolgozat szerzőjének véleménye szerint, amennyiben a mikrohu l lámú tér 
f rekvenciá ja a kisülés valamelyik karakter iszt ikus f rekvenciá jának közelébe esik, 
úgy m a j d n e m biztosra vehető, hogy a kisülés mint j ó hul lámvezető reagál a hullá-
co0 
(17) 
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m o k r a , ső t kedvező fe l té te lek mellett e rős í t i is a z o k a t . Esetenként a rezonanc ia -
t a r t o m á n y közelében m é g a t ö l t é sho rdozók számot tevő mér tékű á t r e n d e z ő d é s e is 
beköve tkezhe t . 
N e m h a n y a g o l h a t ó el t ehá t az az e lővigyázatossági intézkedés, a m e l y a mikro-
hu l l ámú s z o n d a m é r é s e k elvégzése előt t a kisülés z a j s p e k t r u m á n a k , ka rak te r i sz t ikus 
rezgési s á v j a i n a k és v o n a l a i n a k fe l té rképezésé t teszi szükségessé. A m i k r o h u l l á m ú 
tér f r ekvenc i á j á t úgy kel l megválasztani , hogy lehetőleg e krit ikus é r t ékekke l ne 
essen egybe, ezektől t ávo l legyen. T o v á b b i f o n t o s s z e m p o n t o t képez a m i k r o h u l l á m ú 
tér e n e r g i á j á n a k helyes megválasz tása , a j ó mérhetőség és a minimális z a v a r ellen-
tétes i r á n y ú s z e m p o n t j a i n a k figyelembevételével. 
A m i k r o h u l l á m ú s z o n d á z á s egyik e lőnye , hogy g y o r s mérési m ó d s z e r , bár 
b izonyos a p p a r a t i v fe lkészül tséget ez is fel tételez. A m ó d s z e r legfőbb e l ő n y e , hogy 
a l k a l m a z á s a k o r a kisülési t é rbe nem ke rü l b e idegen test , s az ilyen m ó d o n bekövet-
kező z a v a r r a l ez esetben n e m kell számoln i . 
G y a k r a n e lő fordu l , h o g y a teljes kisülési d iagnózis felvétele é r d e k é b e n t ö b b 
vizsgálati m ó d s z e r t kell a lka lmazni . I lyen ese tekben cé l sze rű a mérésekné l átfedési 
t e rü le teke t is b iz tosí tani , a z a z egy-egy j e l l e m z ő t két, vagy t ö b b módszerre l is lemérni , 
s az így nye r t e r e d m é n y e k e t összevetni. 
9. Kisülések mágnesterének szondamérésekkel való meghatározása 
A z e d d i g tárgyal t szondamérések a kisülések e l e k t r o m o s pa ramé te re inek , a 
t ö l t é s h o r d o z ó k t u l a j d o n s á g a i n a k m e g h a t á r o z á s á r a szo lgá lnak . Nem t a r t o z i k ugyan 
szorosan az eredeti Langmui r - f é l e s zondamérés i elvhez a kisülések m á g n e s t e r é n e k 
mágneses szondázássa l v a l ó m e g h a t á r o z á s a , a z o n b a n a z ál talános szondamérés i 
vizsgálatok összevetésénél és t á rgya lásáná l m i n d e n k é p p szó t érdemel ez a módszer 
is, amely a l a p v e t ő e n f o n t o s eszköze a p l a z m a d i a g n ó z i s n a k . Ezér t a most k ö v e t k e z ő k -
ben röv iden ismer te tésre ke rü l e m ó d s z e r is. 
A m á g n e s e s s z o n d a m é r é s m a az egyik lege l te r jed tebb mérés i lehetőség, amelynek 
segítségével a külső m á g n e s e s térben l e v ő kisüléseknél a mágneses t é r erőssége 
m e g h a t á r o z h a t ó . H a s o n l ó k é p p széles k ö r b e n kerül a l k a l m a z á s r a e m ó d s z e r olyan 
n a g y a r á n y ú kisüléseknél , ame lyek ugyan n incsenek kü l ső mágneses t é rben , a z o n b a n 
a kisülés s a j á t mágneses t e r e m á r s z á m o t t e v ő , a kisülési f o l y a m a t o k a t be fo lyáso l j a , 
s a n n a k m e g h a t á r o z á s a e m i a t t feltétlen szükséges. I t t is a kisülési t é r b e idegen 
tárgyat , a m é r ő szondá t kel l bevezetni, a z o n b a n csak a z egyes k o n k r é t ese tekben 
lehet ezt m e g m o n d a n i , h o g y ez a szonda m e n n y i b e n be fo lyáso l j a a kisülési v iszonyo-
kat . Á l t a l á n o s összefüggés t , vagy elvi megá l lap í tás t e r r e v o n a t k o z ó a n m é g mind-
eddig n e m sikerül t tenni [3]. 
A m é r e n d ő mágneses t é r jellegét t e k i n t v e e mérések k é t csopor tba s o r o l h a t ó k , 
a lassan v á l t o z ó vagy s t ac ione r mágneses t e r e k , és a g y o r s a n változó m á g n e s e s terek 
mérésére a l k a l m a s vizsgálat i módszerekre . A kisülésbe m i n i a t ű r tekercset helyeznek, 
s ennek segítségével t ö r t é n i k a mérés. Természe tesen a tekercset , ami ez ese tben a 
szondá t képezi , a kisülési t é r t ő l kellően el ke l l szigetelni. A té rben vá l tozó mágneses 
tér mérésére t ö b b s z o n d á t szokás a l k a l m a z n i , s ezek á r a m á t oszc i l loszkopikusan 
észlelni. Pl . a Ze ta v izsgá la táná l 16 m á g n e s e s szonda v o l t a kisülési c s ő f a l b a be-
építve, a m e l y e k radiá l i san k ü l ö n b ö z ő mé lységre nyú l t ak b e [3]. Relatíve t ö r t én t a 
mágneses t é r m e g h a t á r o z á s a egy nyo l c suga ra s oszci l loszkóp segítségével. 
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A szondát k é p e z ő min i a tű r tekercs á t m é r ő j e á l t a l á b a n az 1 m m - t n e m ha l ad j a 
m e g [3], az a l k a l m a z o t t m e n e t s z á m pedig a m é r e n d ő m á g n e s e s tér v á r h a t ó f r ekvenc iá -
j á t ó l függ. Miné l t ö b b a t ekercs mene t száma , a n n á l p o n t o s a b b a mérés , a n n á l érzé-
kenyebb a s z o n d a . A tekercs szigetelőcsőbe helyezve nyúl ik be a kisülési térbe, s 
ese tenként e l ek t rosz ta t ikus z a j c s ö k k e n t ő e l emekke l is el s z o k t á k lá tni [3]. 
H a a m á g n e s e s tér f r e k v e n c i á j a igen m a g a s (nagyf rekvenc iás tér , 1—2 M H z ) , 
igen kevés m e n e t s z á m ú tekercse t kell s z o n d a k é n t a l k a lm azn i . 
Meg kell eml í ten i , hogy a Hal i -e f fek tuson a l a p u l ó mágneses s zondaméré s t is 
a lka lmazzák e se t enkén t , ennél a tekercs helyet t va lamely a lka lmasan megvá lasz to t t 
félvezető e lemet helyeznek a kisülési tér v izsgá landó helyére . E n n e k az az előnye, 
hogy a Ha l i -e f fek tus nem é rzékeny a f r ekvenc iá ra és így e módsze r igen magas 
f rekvenciá jú mágnes t e r ek mérésénél is a l k a l m a z h a t ó . 
A mágneses té r -mérések gyakor la t i l ag a M H z - e s f rekvenc iáva l vá l tozó mágneses 
terek esetében m á r csak n a g y o n nehezen végezhe tők el. Ez t ek in the tő a mérések 
fe l ső h a t á r á n a k . 100 MHz-né l m á r maximál i san 2 — 5 m e n e t b ő l áll csak a s z o n d a k é n t 
a lka lmazo t t t eke rc s [3], s e n n e k megfelelően n a g y m é r t é k b e n csökken a j e l / za j viszony. 
Az u tóbb i i d ő b e n k ia laku l t [3] speciális m i n i a t ű r s z o n d á k segítségével ( tekercs-
á t m é r ő 1 m m , t ekercs m e n e t s z á m 3—5) m a m á r 18 Hz- ig ki lehet ter jesz teni a 
méréseket a g o n d o s á rnyéko lá s biz tos í tása mellet t . K ie lég í tőnek m o n d h a t ó a szonda^ 
h a a p l a z m á b a n és a p l a z m á n kívüli méréseknél a d ó d ó j e l / za j h á n y a d o s o k viszonya 
0,1 körüli é r t ék [3]. 
Az ilyen m ó d o n végzett s zondamérések so rán a d ó d ó z a v a r o k r a magne to -
akusz t ikus e l l e n ő r z ő mérésekke l p róbá l t ak köve tkez te tn i [3], a z o n b a n számot tevő 
zava r t ilyen m ó d o n nem t u d t a k k imuta tn i . 
Az igy, szondázássa l t ö r t é n ő mágneses tér -erősség mérés a z o n b a n csak hideg 
p l azmák esetén a l k a l m a z h a t ó , f o r r ó p l azmákná l , m á s jel legű mérési módsze r t kell 
találni . 
10. A szondamérések jelentősége, alkalmazhatósága 
Az előző részben [1], v a l a m i n t a jelen do lgoza t s o r á n tá rgyalás ra kerü l tek a 
f o n t o s a b b szondamérés i m ó d s z e r e k . Ezek m i n d b i z o n y o s feltételek mel le t t a lka lmaz-
h a t ó k csak, s n e m a d h a t ó m e g o lyan módszer , amely m i n d e n kisülési t í pusná l egyarán t 
a l ka lmazha tó l enne . M i n t e r rő l az e lőzőekben m á r szó vol t , á l t a lában a s zondaméré -
sek kombiná l t a lka lmazása vezet csak a tel jes p l azmad iagnóz i s felvételéhez. 
A s z o n d a m é r é s e k rendk ívü l i e l ter jedtsége, a z o k egyszerűsége, gyorsasága és 
soki rányú a l k a l m a z h a t ó s á g a m i a t t van. A mérések so rán k iküszöbö lhe te t l en , á l l andó 
zavar t képez a kisülési t é rbe (p l azmába) behelyezet t idegen tárgy, amellyel , m i n t 
zavar for rássa l a s zondamérésekné l számolni kell . A z o n b a n , ha figyelembe vesszük 
a többi vizsgálat i módsze reke t , a zokná l is á l t a l á b a n fe l lép valamilyen z a v a r ó k ö r ü l -
mény , amely a mérési m ó d s z e r k iküszöbölhe te t len ve le já ró ja . U g y a n a k k o r s z o n d a -
mérésekről n y u g o d t a n el l ehe t m o n d a n i , hogy kisüléseknél és h ideg p l a z m á k n á l a 
legszélesebb k ö r b e n a l k a l m a z h a t ó és l eg több i n f o r m á c i ó t n y ú j t ó vizsgálat i módszer, , 
amely eredeti elvét , f o r m á j á t T. L a n g m u i r n a k k ö s z ö n h e t i . 
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I. Bevezetés 
M á r Rutherford i de j én felmerül t a g o n d o l a t az e rősen p r o t o n g a z d a g m a g o k 
pro ton-emissz ió ú t j á n t ö r t é n ő r a d i o a k t í v á t a l a k u l á s á n a k lehetőségéről . A n n a k 
m a g y a r á z a t a , hogy a z e l ső p r ó b á l k o z á s p - r ad ioak t í v m a g kísérleti e lőá l l í t ásá ra 
mégis c s a k 1949-ben t ö r t é n t meg, nyi lván technika i o k o k b a n keresendő. Alvarez [1], 
Barkas [2] elméleti v izsgá la ta i ra t á m a s z k o d v a , a r ra a következ te tésre j u t o t t , h o g y 
a N1 2 a p -bomlássa l s zemben i s tabi l i tás h a t á r á n van . A C 1 2 ( p , n ) N 1 2 r e a k c i ó b a n 
előál l í to t t N 1 2 a z o n b a n n e m mu ta to t t p - r ad ioak t iv i t á s t : az u to l só p r o t o n Bp kö tés i 
energ iá ja + 0 , 1 8 5 M e V - n e k adódo t t . T o v á b b fo ly ta tva a ku ta tás t , Alvarez [3] a 
számítása i szerint kés le l te te t t p -emi t t e r Ne 1 7 , O 1 3 és C 9 m a g o k a t igyekezet t e lő-
állítani n a g y energ iá ja p r o t o n o k k a l l é t r ehozo t t m a g r e a k c i ó k b a n . Kísérletei e b b ő l 
a s z e m p o n t b ó l e r edmény te l enek m a r a d t a k , a n n a k el lenére, hogy a B8 , N 1 2 és N a 2 0 
új, késle l te te t t a - emi t t e r ek felfedezésére vezet tek . A p - r ad ioak t iv i t á s s z e m p o n t j á b ó l 
h a s o n l ó a n e redmény te l enek m a r a d t a k Birge [4] ill. Breckon és m u n k a t á r s a i [5] 
kísérletei is, jól lehet ezek is új , részben késlel tetet t a - részeke t emi t tá ló i z o t ó p o k , 
az Al2 4 , P 2 8 és Cl32 fe l fedezésé t e redményez ték . U g y a n e k k o r B. Dzselepov [6] az 
ismert m a g t ö m e g - a d a t o k a l a p j á n elmélet i s zámí t á soka t végzet t a m a g a s a b b r e n d ű 
ismeret len neu t ronszegény t ü k ö r m a g o k tömegé re , ill. a b e n n ü k levő u to l só p r o t o n 
kötési ene rg iá j á ra v o n a t k o z ó a n . Ezek a l a p j á n felvetet te az a l apá l l apo tbó l t ö r t é n ő 
p - b o m l á s lehetőségét, s a Z = 2 — 20 r e n d s z á m t a r t o m á n y b a n m e g a d t a az a l ap -
á l l apo tbó l végbemenő p - b o m l á s s a l s zemben i stabil i tás h a t á r á n (a k ö v e t k e z ő k b e n : 
p-s tabi l i tás i ha tá r ) f e k v ő i zo tópoka t . 
A f e n t i v izsgá la tokka l a p - r ad ioak t iv i t á s kísérleti és elmélet i k u t a t á s á n a k e l ső 
szakasza lezárul t . A m á s o d i k szakasz az 50-es évek végén kezdődö t t , s m a is t a r t . 
K e z d e t b e n a p - b o m l á s k ü l ö n b ö z ő lehetséges m e c h a n i z m u s a i r a v o n a t k o z ó részlete-
sebb e lméle t i m u n k á k l á t t a k napvi lágot . A 60-as évek elején azu tán a kísérlet i fizi-
kusok m u n k á j á t is s iker k o r o n á z t a : k ü l ö n b ö z ő l a b o r a t ó r i u m o k b a n fe l fedez ték az 
O1 3 , Ne 1 7 , Mg 2 1 , Si25 és K r 7 2 késleltetett p - emi t t e r m a g o k a t . Ezekkel együt t m a m á r 
t ö b b m i n t 10 késlel tetet t p - b o m l ó i z o t ó p o t i smerünk . Kétség te len , hogy e z e k b e n a 
s ikerekben d ö n t ő szerepe t j á t szo t t ak a magf iz ikai k u t a t á s kísérleti t e c h n i k á j á b a n 
ú j a b b a n e lér t óriási e r e d m é n y e k (igen nagy energ iá jú p - és nehéz tö l tö t t i on -gyors í tók , 
félvezető de t ek to rok , s tb) . 
* Érkezett 1965. VIII. 27. 
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II . Neutronszegény izo tópok 
II. 1. Az ismert neutronszegény izotópok általános tulajdonságai 
Nyilvánvaló , h o g y a / / - r ad ioak t ív i z o t ó p o k a t , bármilyen legyen is a / / - b o m l á s 
m e c h a n i z m u s a , az eró'sen neu t ronszegény ( p r o t o n g a z d a g ) i z o t ó p o k közö t t ke l l 
ke r e snünk . M á r m a g a ez a t ény indoko l j a , h o g y kissé részletesebben is á t t e k i n t s ü k 
t u l a j d o n s á g a i k a t . 
Bármely e l e m neu t ronszegény i zo tóp ja inak a z illető elem l egkönnyebb s tab i l 
i zo tóp j áná l k ö n n y e b b , r ad ioak t ív izo tópja i t t e k i n t j ü k . Ezek k ö z ö t t v a n n a k o l y a n o k , 
amelyekné l Z > N (könnyű m a g o k t a r t o m á n y a ) , és o lyanok, amelyekné l Z S N 
(közepes és nehéz m a g o k t a r t o m á n y a ) . A m a i s m e r t legtöbb a l a p á l l a p o t ú n e u t r o n -
szegény i zo tóp /?+-bomlás , p á l y a e l e k t r o n b e f o g á s és a -bomlás , t o v á b b á ezek b á r -
mi lyen lehetséges k o m b i n á c i ó j a r évén a l aku lha t á t eggyel ill. k e t t ő v e l a l a c s o n y a b b 
r e n d s z á m ú , s tabi l vagy r a d i o a k t í v a t o m m a g b a , c sökken tve ezzel az ins tab i l i t ásá t 
e r edményező n a g y Cou lomb-ene rg i á t . Minél k ö n n y e b b egy e l e m neu t ronszegény 
i zo tóp ja , á l t a l á b a n a n n á l n a g y o b b a / J+ -bomlás ra (és/vagy az o-be fogásra) r e n d e l -
kezésre álló ene rg ia , s enné l fogva a n n á l kisebb az á t a l aku lá s felezési ideje. Az a - b o m -
lá s ra rendelkezésre á l ló ene rg iák ra és a fel lépő fe lezés i időkre v o n a t k o z ó a n m á r n e m 
t e h e t ü n k ilyen á l t a l ános ki je lentéseket . A / / - rad ioak t iv i t ás s z e m p o n t j á b ó l n a g y 
je len tőségű az u t o l s ó p r o t o n kö t é s i (vagy szepa rác iós ) energiá ja . E r r e v o n a t k o z ó a n 
i smé t á l t a l ában igaz , hogy h a a z elemek TVZ-síkban ábrázol t l e g k ö n n y e b b s tab i l 
i zo tóp já tó l b a l r a h a l a d u n k , a k k o r az utolsó p r o t o n kötési ene rg i á j a csökken. C s a k 
megjegyezzük , h o g y u g y a n e k k o r a z utolsó n e u t r o n kötés i energ iá ja á l ta lában e n y h é n 
növekedik . 
II. 2. Az ismeretlen neutronszegény izotópok 
alapállapotbeli tulajdonságainak megbecslésére szolgáló módszerek 
H a a j e len leg ismeret len neu t ronszegény i z o t ó p o k vá rha tó tu l a jdonsága i t sze-
r e t n é n k megbecsü ln i , a k k o r s z á m o s lehetőség á l l r ende lkezésünkre . I lyenek pl . a 
kísérleti a d a t o k a l a p j á n szerkesz te t t k ü l ö n b ö z ő rendel te tésű magsz i s z t ema t ikák , a 
fé lempi r ikus t ö m e g f o r m u l a , a kísér le t i a d a t o k ex t r apo lác ió ja s tb . A magsz i sz tema-
t i k á k segítségével c s u p á n az e l e m e k legnehezebb ismeret len neu t ronszegény i z o t ó p -
j a i n a k t u l a j d o n s á g a i t becsü lhe t jük meg. A f é l e m p i r i k u s t ö m e g - f o r m u l a h a s z n á l a t a , 
csakúgy, m i n t a kísérlet i a d a t o k ex t rapo lác ió ja , lehetőséget ad a k ö n n y e b b i s m e r e t -
len izo tópok t u l a j d o n s á g a i n a k megjós lásá ra is. Ezek a lka lmazha tó sága a z o n b a n 
a k ö n n y ű m a g o k t a r t o m á n y á b a n — a m a g t u l a j d o n s á g o k b a n fel lépő n a g y f o k ú 
ingadozások m i a t t — erősen p rob l ema t ikus . M á r ennyiből is l á t sz ik , hogy az i s m e -
re t len n eu t ronszegény i z o t ó p o k t u l a j d o n s á g a i n a k megbecslésére igyekeznünk kel l 
a l e g a l k a l m a s a b b n a k látszó m ó d s z e r t f e lhaszná ln i . így n e m c s u p á n a becs lések 
p o n t o s s á g á t n ö v e l h e t j ü k , de e lke rü lhe t jük a s ú l y o s a b b tévedéseke t is. 
A z i smere t len neu t ronszegény i zo tópok k u t a t á s a kezde t tő l fogva s z o r o s a n 
ö s szekapcso lódo t t a / /-stabili tási h a t á r e lhe lyezkedésének vizsgála tával . B. Dzselepov 
[6] a lapvető s zámí t á sa i u tán , me ly rő l a beveze té sben már s z ó l t u n k , Karnaubov és 
Tarantyin [7, 8] s zámos , a Z = 7 — 53 t a r t o m á n y b a eső elem i zo tóp j a i r a m e g h a t á -
r o z t á k a / / -s tabi l i tás i ha tá r t , m a j d az így nyer t é r t é k e k a lapján i n t e rpo l á l t ak a k ö z b e -
e s ő Z-é r t ékekre . A fenti r e n d s z á m t a r t o m á n y r a i ly m ó d o n n y e r t / /-stabili tási h a t á r 
n e m csupán az in te rpolác ió , h a n e m az egyes e l e m e k //-stabilitási h a t á r á n a k m e g b a -
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tá rozására h a s z n á l t módszerek (a kísérleti Bp-értékek ex t rapo lác ió ja és a fé lempi r ikus 
t ö m e g - f o r m u l a ) miat t is meglehe tősen köze l í tő jellegű. 
A becs lések p o n t o s s á g á n a k f inomí tása e l s ő s o r b a n a Z x V r e n d s z á m ú i zo tópok -
nál, azaz a k ö n n y ű magok t a r t o m á n y á b a n l á t szo t t megva lós í t ha tónak , ő a z ' [9] és 
ZeV domes [10] az A < 4 0 t a r t o m á n y b a n még c s a k ~ 2 0 új . ß + - a k t i v , d e a / /-stabili tási 
ha t á ron be lü l (azaz at tól j o b b r a ) e lhe lyezkedő izotóp lé tezésének lehetőségére 
muta to t t r á . Goídanszkijnak [11. 12] m á r ~ 100 új, az e lőbb iekhez hason ló i z o t ó p 
létezését s i ke rü l t megjóso ln ia a Z s 4 0 t a r t o m á n y b a n . Az ú j i z o t ó p o k tömegének , 
utolsó p r o t o n j u k és n e u t r o n j u k kötési e n e r g i á j á n a k , /? + -bomlási e n e r g i á j u k és felezési 
idejük k i s z á m í t á s á n t ú lmenően GoFdanszkij a fen t i r e n d s z á m t a r t o m á n y b a n p o n t o s a n 
megha t á roz t a a //-stabilitási h a t á r e lhelyezkedését . A Z ^ 1 4 t a r t o m á n y r a legújab-
ban Jdnecke [13] végzett az e lőzőekhez h a s o n l ó , de sokkal rész le tesebb számí táso-
kat . Az új i z o t ó p o k t u l a j d o n s á g a i n a k megbecs lésében a [9—13] m u n k á k b a n a lap -
vető szerepet j á t s z a n a k azok a számí tások , ame lyek a magerők tö l tésfügget lenségén 
a lapulnak. A köve tkezőkben ezeke t szere tnénk röviden ismertetni , a n n á l is i nkább , 
mivel e redményességüke t a k ö n n y ű m a g o k t a r t o m á n y á b a n ma m á r kísérleti t ények 
is igazol ják. 
A tö l tés invar ianc ia köve tkezménye inek egy ike : ana lóg energ iasz in tek létezése 
az izobár m a g o k b a n (pl. a t ü k ö r m a g o k vagy az izobár- t r ip le t tek energiaszint je i ) . 
Az ' i lyen n í v ó k , amelyek a z o n o s A tömeg-, d e k ü l ö n b ö z ő Z p r o t o n - és N n e u t r o n -
számú m a g o k n á l f igyelhetők meg, a zonos t u l a j d o n s á g o k k a l ( i m p u l z u s m o m e n t u m , 
paritás, i zosp in , stb.) r ende lkeznek . Két i zo top ikusan a d j u n g á l t i zobár m a g (az 
( A . Z j . A j ) m a g o t az (A,Z,.N2) maghoz i zo top ikusan a d j u n g á l t n a k nevezzük, ha 
Z j =N2 és N1 = Z2) két te t szőleges ana lóg á l l a p o t á n a k (így pl. a l a p á l l a p o t á n a k ) 
energiája c s a k a szóban f o r g ó magok C o u l o m b - e n e r g i á j á b a n és a megfe le lő n— p 
t ö m e g k ü l ö n b s é g b e n k ü l ö n b ö z i k [14]. Fe lhaszná lva azt, hogy ezeke t a k o r r ek c ió k a t 
könnyű k i s z á m í t a n i , meg lehe t á l lapí tani s z á m o s Z > A - ű i z o t ó p a l a p v e t ő t u l a j d o n -
ságait az / V > - Z - j ű izotópok i smer t t u l a j d o n s á g a i a lap ján . 
Az a l a p á l l a p o t ú (A , Z , N) vagy röv iden (A, Z) mag tel jes ene rg i á j a : 
ahol EA(T) a mag n u k l e o n j a i közöt t h a t ó specif ikus m a g k ö l c s ö n h a t á s i ene rg ia , 
EC(A, Z) a p r o t o n o k C o u l o m b - k ö l c s ö n h a t á s i energ iá ja , mp és m„ pedig a p r o t o n 
és a n e u t r o n tömege . A m a g e r ő k tö l t és invar ianc iá ja miat t EA(T) csak a tek in te t t 
mag t ö m e g s z á m á t ó l és a l a p á l l a p o t á n a k i zosp in jé tő l függ. EA(T) r endszer in t növek -
szik T növekedéséve l . Ezért az a l a p á l l a p o t n a k — adot t A és Z ese tén — a lehetséges 
\Z — N\ 
Г-értékek k ö z ü l a minimális , a zaz a T = i — érték felel meg. E szabály alól 
az A s 3 4 t ö m e g s z á m ú pn—pn m a g o k k é p e z h e t n e k kivételt, ame lyekné l e lő fo rdu l -
ha t , hogy EA(0) 0,1—0,3 MeV-e l nagyobb , m i n t EA( 1) [14]. A tel jes ene rg iának ez 
a része n e m változik, ha az (A. Z) m a g helyet t annak i z o t o p i k u s a n a d j u n g á l t 
(A,A—Z) m a g j á t t ek in t jük . A C o u l o m b - e n e r g i a első köze l í t é sben : 
z MAc2 = EA(T) + EC(A, Z) + (Zmp + Nm„)c2, (1) 
£ Д Л , Z ) = О Z i Z ~ --• . 0 = 0.6 MeV. 
Л 
( 2 ) 
3 2 0 DARÓC Z Y S. 
és nem egyéb , min t Z p r o t o n e lek t rosz ta t ikus k ö l c s ö n h a t á s á n a k energ iá ja ; m i n d e n 
egyes p r o t o n (Z— 1) f e n t m a r a d ó p r o t o n n a l lép k ö l c s ö n h a t á s b a . A Q koef f i c iens 
ér téke megfe le l annak a fel tételezésnek, h o g y a p r o t o n o k egyenlő valószínűséggel 
osz lanak el egy A1'3- 1 0 ~ 1 3 c m s u g a r ú g ö m b be l se jében , azaz a n n a k valósz í -
nűsége, h o g y egy p ro ton a t é r egy a d o t t p o n t j á b a n t a l á l h a t ó , nem f ü g g a többi 
p ro ton helyzetétől . A (2) ki fe jezés ezen feltételezések m e l l e t t a C o u l o m b - e n e r g i a 
középér téke , s min t ilyen, köze l í t ő jel legű; ezé r t természetes , hogy a b e n n e sze rep lő 
Q koeff icienst a m a g e n e r g i a - a d a t o k a l a p j á n , empi r ikusan ke l l megválasz tani . 
M i n t l á t ha tó , az ( l ) - b e n szereplő m á s o d i k tag nehézség nélkül k i s z á m í t h a t ó , 
a h a r m a d i k t a g pedig i smer t . így lehetővé vá l ik a kísérleti leg ismert t ö m e g b ő l 
k iszámítani az EA(T) ene rg ia - t ago t , és a z u t á n ennek segí tségével m e g h a t á r o z n i az 
i zo top ikusan adjungál t
 N M A m a g tömegét . I ly m ó d o n a tö l tés invar ianc ia l ehe tő sége t 
ad az (A, Z) ( Z > A = A-Z-jü) neu t ronszegény mag te l jes energ iá jának m e g h a t á -
rozására , h a ismert az (A, A— Z) mag t ö m e g e . A tö l tés invar ianc iából k ö v e t k e z i k 
továbbá , h o g y az (A, Z) és (A, A— Z) m a g o k hu l l ámfüggvénye i a n e u t r o n o k és 
p r o t o n o k (ill. fordí tva) felcseréléséig t e r j e d ő pontossággal a z o n o s a k . Ezér t m i n d k é t 
mag n a g y o n hasonló t u l a j d o n s á g o k k a l r ende lkez ik ; az e g y i k ismert t u l a j d o n s á g a i 
a lap ján m e g lehet jósolni a m á s i k t u l a jdonsága i t . 
Ezeke t az egyszerű m e g g o n d o l á s o k a t e l sőso rban a k ö n n y ű magokná l ( Л < 5 0 ) 
lehet a l k a l m a z n i , ahol a C o u l o m b - e n e r g i a m é g kicsi a m a g e n e r g i á h o z k é p e s t , és 
aho l e m i a t t még lehet h a s z n á l n i a tö l tés invar ianc ia és az i zosp in f o g a l m á t . 
A kísérlet i ada tok anal íz i sénél az (1) f o r m u l a helyett kénye lmesebb h a s z n á l n i 
a n u k l e o n o k kötési e n e r g i á j á r a v o n a t k o z ó , GoFdanszkij [ 11 ,12 ] által levezete t t 
f o rmulá t . Н а В „(A, Z)- és BfA, Z)-vel j e l ö l j ü k a neu t ron és a p r o t o n kötési ene rg iá -
j á t az (A, Z ) m a g b a n , a k k o r (1)- és (2)-ből következik , h o g y a z (A, Z) m a g b a n levő 
Z- ik p r o t o n kötés i energiá ja a következő m ó d o n fejezhető k i a z i zo top ikusan a d j u n -
gált (A, A— Z) magban l e v ő Z- ik n e u t r o n kötési e n e r g i á j á v a l : 
Bp(A, Z ) = BfA, A-Z)-AB„p, (3) 
ahol 
M e V
"
 ( 4 ) 
Figyelemre mél tó , hogy ABnp A-tói és A - t ő l független. E z é r t egy adot t e l e m va la -
mennyi i z o t ó p j á n á l u g y a n a z o n értéket l ehe t használni. K ö n n y e n be l á tha tó , h o g y 
ABnp közel egyenlő a (2Z, Z ) pá ros ö n a d j u n g á l t m a g b a n l e v ő neu t ron és p r o t o n 
szeparációs energ iá jának ABn kü lönbségéve l : 
ABnp ъ AB0 = Вn(2Z, Z ) - Вf2Z, Z ) . (4 ' ) 
Fe lhaszná lva a (3), (4) és (4') k i fe jezéseket , va lamint a z A > Z - j ü m a g o k Bn 
kötési e n e r g i á j á r a v o n a t k o z ó nagyszámú kísér le t i ada to t , m e g lehet h a t á r o z n i a 
Z > A - ű , a d j u n g á l t m a g o k Bp kötési ene rg i á j á t . Ezáltal m e g lehe t á l lapí tani , hogy 
melyek a z o k a magok, a m e l y e k még s t ab i l i sak a / / -emisszióval szemben, a z a z a 
/ /-stabili tási h a t á r o n belül f ekszenek . Z > A esetén a / / - s tabi l m a g o k m i n d e n m á s 
nehéz részecske («, a, stb.) emissz ió jával s z e m b e n is s tab i l i sak , mivel ebben a t a r t o -
m á n y b a n a //-emissziós k ü s z ö b fekszik a l ega l ac sonyabban . 
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(1)- és (2 ) -bő l közvet lenül következik , h o g y az i zo top ikusan a d j u n g á l t m a g o k 
/ ^ - b o m l á s i e n e r g i á j á n a k m a x i m á l i s értékei k ö z ö t t az a lábbi összefüggés áll f e n n : 
E t + ( A , Z ) - E t - ( A , A - Z ) * * \ \ , 2 ^ ± — 2 , ^ M e V , (5) 
a h o l 2,6 M e V = 2(me + mn — mH)c2. A z (5) összefüggés és az i smer t ^ - - é r t é k e k 
a l ap j án az i smere t l en Eß* - é r t é k e k elég j ó l megbecsü lhe tők . 
A ß+ - b o m l ó neu t ronszegény m a g o k felezési idejének megbecslésére a bomlás i 
energián k ívül szükség van a z i z o t o p i k u s a n a d j u n g á l t n e u t r o n g a z d a g m a g o k kísér-
letileg ismert , megfe le lő lg f t - é r t éké re [15] is. (Az f t -é r tékeke t a hu l l ámfüggvények 
a l a k j a h a t á r o z z a meg, ezért a tö l tés invar ianc ia elve a l ap j án é r the tő , hogy az a d j u n -
gál t magok egy- t ípusú á tmene t e i esetén az f t - é r t ékeknek a z o n o s a k n a k kell l enniök . ) 
E kettő i smere t ében a ß+ - b o m l á s felezési ideje g ra f ikusan megbecsü lhe tő [16]. 
А / ? + - b o m l á s i felezési i d ő k analízisénél t ek in te tbe kell venni m ég egy körü l -
m é n y t : az izospin-vál tozássa l n e m já ró , ún. kedvezően megengede t t á t m e n e t e k [15] 
lehetőségét. ( K e d v e z ő e n megengede t t á t m e n e t az (A, Z) és (A,Z— 1) m a g o k ké t 
ana lóg á l l a p o t a közö t t j ö h e t létre, i lyenkor lg f t é r téke minimál is , ~ 3,5, mivel az 
ilyen á t m e n e t n é l gyakor la t i lag n e m tö r tén ik vá l tozás a m a g hu l l ámfüggvényében . ) 
E kérdést GoVdanszkij l e g ú j a b b m u n k á j a [17] a l ap ján t i sz tázha t juk . 
Az ß-2
 z ^ 1 M í j + l á t a l a k u l á s teljes ene rg iá j a (1) és (2) f e lhaszná lásáva l : 
Л _ | ( Z - l ) - ( * + l ) | 
EÁ\T='
 2 I - E a \ T = ± 71 | + 
2 (Z— 11 
+ Q V -K-"',)^8' 
(6) 
aho l a megfe le lő jelöléseket m á r i smer jük . (6) a l ap j án k ö n n y e n be l á tha tó , hogy a 
Z > 7 V - ű neu t ronszegény m a g o k ß+ - b o m l á s á n á l a l eánymag a l a p á l l a p o t á n a k vagy 
eggyel k isebb, vagy ugyanaz lesz az izospin-ér téke , min t az a n y a m a g a l apá l l apo táé . 
Mive l tehá t £ a n y a ^ 7 l e á n y , ezé r t EA(T.dnyj S EA(Tlcíny)- I n n e n a z o n n a l köve tkez ik , 
hogy v a l a m e n n y i Z > A-ű i z o t ó p esetén energe t ika i lag lehetséges a kedvezően meg-
engedet t /?+ - b o m l á s , me lynek tel jes e n e r g i á j a : 
Qr(AT = 0) ^ Q 2 ( ^ ~ 1 ) -(mn-mp)c2; (6 ' ) 
ez az energia Q ß + minimális lehetséges é r t éke . [A k o n k r é t s z á m í t á s o k n á l i n k á b b 
haszná la tos a kedvezően megengede t t ß+ - b o m l á s maximál i s e n e r g i á j a : 
Eß,(AT= 0) ^ ( l , 2 ^ = 1 - 1 , g j M e V , (5 ' ) 
a h o l 1,8 M e V = c2(2me + m„ — m,,).] A Z =-7V-ü i z o t ó p o k esetén t e h á t mind ig kell 
hogy Qß+ ^Qp+(AT=0) legyen, a n n a k el lenére , hogy a m a g t ö m e g - t á b l á z a t o k s z á -
mítással k a p o t t ada ta i a l a p j á n n e m egyszer Qß+ < Qß+(AT=0). 
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A k e d v e z ő e n m e g e n g e d e t t á tmenet energe t ika i l e h e t ő s é g e nem mindig j á r együtt 
azzal, h o g y ez az á tmene t tú l sú lyba kerül a z a l a p á l l a p o t b a t ö r t é n ő á t m e n e t t e l szem-
ben. A l e g k ö n n y e b b m a g o k esetén a k e d v e z ő e n m e g e n g e d e t t á tmenetek — a z ener-
giák kicsinysége miat t — e l ég lassúak, e z é r t elsőrendű s z e r e p e t g y a k r a b b a n a z alap-
á l l apo tba t ö r t é n ő á t m e n e t e k j á t szanak . Z s 2 0 - t ó l kezdve a z o n b a n g y a k o r l a t i l a g az 
összes Z>N-ű n eu t ronszegény izotóp i zosp in-vá l tozássa l nem já ró ß+ -bomlás , 
m a j d ezt k ö v e t ő e n y - sugárzás révén c s ö k k e n t i nagy C o u l o m b - e n e r g i á j á t . (5) és (5') 
a lap ján a y-sugárzás e n e r g i á j a : 
Ey = Eß,-Eß + (AT= 0). 
A ß+ - bomlás i felezési i d ő k megbecslését a Z>TV t a r t o m á n y b a n t e h á t a követ-
kező s o r r e n d b e n végezhe t jük e l : 1. (5) é s (5') a lap ján k i számí t juk az ene rg i áka t , 
2. megá l l ap í t juk , hogy a ß+ -á tmenet a z a lap- ill. a n a l ó g ál lapotot f avor izá l j a -e , 
3. m e g h a t á r o z z u k a t i l t o t t s ág fokát , 4. az energia és a t i l t o t t s á g i smere tében kiérté-
kel jük a felezési időt. 
A Z ^ N rendszámú i smere t len neu t ronszegény i z o t ó p o k t u l a j d o n s á g a i n a k meg-
becslésére e d d i g csak Karnauhov és Tyer-Akopján [18] v é g z e t t s zámí tásoka t . A szá-
m í t á s o k h o z szükséges m a g t ö m e g - é r t é k e k e t a Cameron [19] által kor r igá l t félempi-
r ikus f o r m u l a a lapján kész í t e t t t áb láza tból [20] vették. A p - b o m l á s lehetséges mecha-
nizmusai t , a p-stabil i tási h a t á r e lhelyezkedését , valamint a ß+- és a - b o m l á s részéről 
fenyege tő k o n k u r r e n c i a lehetőségét t a n u l m á n y o z t á k . K i d e r ü l t , hogy a b izmut ig 
t e r jedően va lamennyi e l em számos neu t ronszegény i z o t ó p j a radioaktív b o m l á s á n a k 
l egva lósz ínűbb fo rmá ja a p - b o m l á s , azaz ezen b o m l á s f a j t á n a k nagyon e l t e r j e d t n e k 
kell lennie. B á r ezek a s z á m í t á s o k nem n a g y p o n t o s s á g ú a k , a segítségükkel levont 
kvalitatív köve tkez te tések fel tételenül he ly tá l lóak . E g y r é s z t ezért, m á s r é s z t azért, 
mert a [18]-ban végzett s zámí tá sok s o r á n a szerzők a kísérleti megf igyelhetőség 
s z e m p o n t j a i t is tekinte tbe ve t t ék , a k é s ő b b i e k b e n még v i s s za t é rünk ezen s z á m í t á s o k 
e r edménye inek részletesebb ismertetésére. 
A l e g ú j a b b kísérleti k u t a t á s o k [21, 22] megbízható a l a p o t nyú j t anak a töltés-
invar iancia e lvének és az i zosp in f o g a l m á n a k a Z ^ N t a r t o m á n y b a n v a l ó a lka lma-
zására is, l ega lább Z = 40- és A= 90-ig. Ezek a lap ján GoVdanszkij [17] szer in t a 
Z s N t a r t o m á n y b a n k e d v e z ő e n megengede t t / / + - b o m l á s c sak az J é 3 4 tömeg-
számú pn —pn magokná l lehetséges, a m e l y e k n é l — mint e m l í t e t t ü k — e l ő f o r d u l h a t , 
hogy EÁ(0)>EÁ(\). (6) a l a p j á n ugyanis k ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy Z ^ N esetén 
á l t a l ában Т
апуа
 < 7]e á n y , a z a z EA(T.tnya) < EA(Tieiny), ezért a kedvezően m e g e n g e d e t t 
/ / " - b o m l á s energet ikai lag t i l to t t . Ha a z o n b a n az a n y a m a g a l a p á l l a p o t á n a k izo-
spinje n a g y o b b , mint első ger jesz te t t á l l a p o t á é (pn—pn m a g o k ) , akkor Г
а п у а
 = 7] e á n y , 
s így energe t ika i lag lehetségessé válik k e d v e z ő e n megengede t t ß+ -bomlás. A Z^N-ű 
i zo tópok ese tén tehát m i n d i g kell hogy Qß+ SQßk(AT=0) legyen, a n n a k ellenére, 
hogy a m a g t ö m e g - t á b l á z a t o k adata i a l a p j á n nem egyszer Qß+ >QßfiAT=0). 
A töl tés invar iancia e l v é n e k és az i z o s p i n f o g a l m á n a k a közepes m a g o k tar to-
m á n y á r a v a l ó kiterjesztése nyi lvánvalóan a z z a l jár , hogy a z ú j neu t ronszegény izotó-
p o k t ö m e g é n e k , utolsó p r o t o n j u k és n e u t r o n j u k kötési ene rg iá j ának , ß+ - bomlás i 
energ iá juk és felezési i d e j ü k k i számí tására a Z > A t a r t o m á n y b a n e l m o n d o t t a k 
vá l toza t l anu l érvényesek. K ü l ö n b s é g csak a kedvezően megengede t t /?+ - á t m e n e t e k 
energet ikai lehetőségében áll fenn. 
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A z A > 100 t ö m e g s z á m ú , i smere t len nehéz m a g o k vá rha tó t u l a j d o n s á g a i n a k 
megbecslésére csak a z ezen fejezet e le jén ismertetet t f é l empi r ikus m ó d s z e r e k á l l nak 
rende lkezésünkre , m e l y e k n e k p o n t o s s á g a valószínűleg e lmarad a tö l tés invar ianc ia 
elvén a l a p u l ó m ó d s z e r pon tossága m ö g ö t t . Ez a z o n b a n n e m jelenti az t , hogy ezek 
a m ó d s z e r e k , aká r kvan t i t a t í v becs lésekre is, tel jesen a l k a l m a t l a n o k lennének. 
II. 3. Az erősen neutronszegény izotópok előállítására szolgáló magreakciók 
E r ő s e n p r o t o n g a z d a g m a g o k a t a legegyszerűbben l egkönnyebb i zo tóp juk ra 
d ú s í t o t t t a rge t -e lemek tö l tö t t r észekke l tö r ténő b o m b á z á s á v a l lehe t előál l í tani . 
A l é t r e j ö v ő m a g r e a k c i ó k közül p r o t o n g a z d a g m a g o k előál l í tására l e g h a t á s o s a b b a k 
a n e u t r o n o k e lpá ro lgásáva l j á ró magreakc iók . E z e k relatíve n a g y ha táskeresz t -
me t sze tűek , mivel a C o u l o m b - g á t c s a k a töl töt t r é szek kirepülését igyekszik meg-
a k a d á l y o z n i . Ilyen r e a k c i ó k lehetnek pl . а (//, ли), (d, ли) , (Не3 , ли) és (а, ли) r eak-
ciók, a h o l x = l , 2 , 3, . . . . Természe tesen л növekedéséve l csökken a reakc ió ha t á s -
keresztmetszete . A k ö n n y ű magok t a r t o m á n y á b a n , a h o l a C o u l o m b - g á t kicsi, a ny i to t t 
t ö l tö t t - r é szecske -csa to rnák miatt ez a csökkenés s o k k a l r o h a m o s a b b , m i n t a közepes 
és n e h é z magok t a r t o m á n y á b a n . Ezen magreakc iók ha tá ske resz tme t sze té re Karnauhov 
és Tarantyin [8] v a l a m i n t GoVdanszkij [23], a r eakc ió -küszöb -é r t ékek re s zámos 
szerző [6, 8, 13, 23, 24] közöl t s zámí t á soka t . 
Nyi lvánvaló , h o g y a fenti m a g r e a k c i ó k csak a k ö n n y ű m a g o k t a r t o m á n y á b a n 
a l k a l m a s a k olyan, k ö n n y ű neu t ronszegény i z o t ó p o k előál l í tására , amelyek m á r a 
/ / -s tabi l i tás i ha tár k ö z e l é b e n he lyezkednek el. A közepes , de k ü l ö n ö s e n a nehéz 
m a g o k t a r t o m á n y á b a n , erre a célra k i zá ró lag a t ö b b s z ö r ö s e n tö l tö t t nehéz i o n o k k a l 
l é t r e h o z o t t m a g r e a k c i ó k a lka lmasak . 
A nehéz i o n o k k a l lé t rehozot t m a g r e a k c i ó k d u r v á n két c s o p o r t b a s o r o l h a t ó k : 
1. k ü l ö n b ö z ő n u k l e o n - á t a d á s i és 2. közbenső m a g keletkezésével j á r ó reakc iók . 
Ha z l j -gye l je lö l jük a b o m b á z ó ion , A2-vel a b o m b á z o t t target t ömegé t , a k k o r a 
nuk leon-á tadás i r e a k c i ó k b a n ke le tkező végmagok t ö m e g s p e k t r u m a ké t széles csú-
csot t a r t a l m a z : az e l ső m a x i m u m a z ^ - n é l , a m á s o d i k é ped ig + 2 - n é l v a n (ha T 2 = - T 1 ) . 
A k ö z b e n s ő mag keletkezésével j á r ó magreakc iók v é g m a g j a i n a k t ö m e g s p e k t r u m a 
egy széles csúcsból á l l , melynek m a x i m u m a (A4 + A2 — x)-nél van , a h o l л az a d o t t 
b o m b á z ó energiánál e lpá ro lgó n u k l e o n o k l egva lósz ínűbb száma. E legendően nehéz 
t a r g e t e k haszná la t áná l a r eakc iócsa to rnák egyike a m a g h a s a d á s lesz; i lyenkor a 
t ö m e g s p e k t r u m b a n meg je l en ik egy ú j csúcs ~}(A1 + A2)-nél. Természe tesen létez-
nek össze te t t f o l y a m a t o k is, min t pl. n u k l e o n o k á t a d á s a úgy, hogy a m a g ger jesz te t t 
á l l a p o t b a n marad és energ iá já t n u k l e o n o k pá ro lgá sa révén veszíti el. A z összete t t 
f o l y a m a t o k a t ö m e g s p e k t r u m b a n f o l y t o n o s á tmene t e t b iz tos í tanak az e lőbb emii te t t 
c s ú c s o k közöt t . 
M á r ez a leegyszerűsí tet t , kva l i t a t ív kép is m e g g y ő z b e n n ü n k e t a r ró l , hogy a 
n e h é z ionokka l l é t r e h o z o t t m a g r e a k c i ó k m e c h a n i z m u s a i közö t t m e g t a l á l h a t ó k 
m i n d a z o k a r e a k c i ó - m e c h a n i z m u s o k , amelyeket va lamenny i k ö n n y ű b o m b á z ó 
részecske fe lhaszná lásáva l valaha is t a n u l m á n y o z t a k . 
A nehéz i o n o k k a l lé t rehozot t m a g r e a k c i ó k rész le tesebb d iszkussz ió já ra itt n e m 
t é r h e t ü n k ki, csak u t a l u n k Fljorov és Karnauhov [25] összefoglaló m u n k á j á r a . 
A nehéz i o n o k k a l lé t rehozot t m a g r e a k c i ó k b á r m e l y m e c h a n i z m u s a révén kele t -
k e z h e t n e k igen k ö n n y ű , / / -bomló neu t rondef ic i t es i z o t ó p o k . A ha tá ske resz tme t sze -
tek az energiától és a k o n k r é t r e akc ió -mechan i zmus tó l függnek , s é r t é k ü k igen széles 
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h a t á r o k közöt t v á l t o z h a t . A /»-bomlás i r o d a l m á b a n eddig csak a k ö z b e n s ő m a g o n 
keresz tü l l e já t szódó magreakc iók ha t á ske resz tme t sze t ének megbecslésére szolgáló 
s z á m í t á s o k lá t tak napv i l ágo t [8, 23]. A k ö z b e n s ő - m a g - m e c h a n i z m u s ú m a g r e a k c i ó k 
k ö z ü l s zámunkra a z o k a l e g f o n t o s a b b a k , a m e l y e k n e u t r o n o k tömeges , k a s z k á d -
sze rű emissziójával j á r n a k . Az ilyen reakc ióka t t i sz t a párolgási r e a k c i ó k n a k nevezik . 
A t i sz ta párolgási r eakc iók l eg j e l l emzőbb s a j á t s á g a , hogy ger jesztési f ü g g v é n y ü k 
egy j ó l m e g h a t á r o z o t t b o m b á z ó ene rg iáná l m a x i m u m o t m u t a t : a h a t á s k e r e s z t m e t -
szet a z energia növekedéséve l k e z d e t b e n nő, m a j d a m a x i m u m o n á t h a l a d v a m a j d n e m 
sz immet r ikusan c s ö k k e n . A ha táske resz tme t sze t é r t éke a m a x i m u m b a n (<xmax) a 
m a g r e a k c i ó k s t a t i sz t ikus elmélete a l a p j á n s z á m í t h a t ó ki [8 ,23] : 
a h o l x a r e a k c i ó b a n emit tá l t n e u t r o n o k száma, <xc a közbenső m a g ke le tkezésének 
ha tá ske resz tme t sze te E b o m b á z ó energ iánál , Г„, Г
р
 és Г
а
 a k ö z b e n s ő m a g a d o t t 
n í v ó j á n a k neu t ron , p r o t o n és a - ré sz emissz ió jára v o n a t k o z ó parc iá l i s szélessége és 
P(E, x) a n n a k valószínűsége, h o g y a közbenső m a g x neu t ron e lpá ro lgása u t á n 
elveszti gerjesztési energ iá já t . A z i i n d e x egyrészt a p r imer k ö z b e n s ő m a g o t (/ = 0) , 
m á s r é s z t az 1, 2, . . . , (x— 1) neu t ron emissziója u t á n ke le tkező ú j a b b k ö z b e n s ő m a g o -
k a t je l lemzi . 
Г 
A " mennyiséget sz in tén a s t a t i s z t ikus model l segítségével l ehe t 
n + p 1 a 
megbecsüln i . E m o d e l l a l ap ján : 
E z e k b e n a f o r m u l á k b a n Bn, Bp és Bx a neu t ron , p r o t o n és a-rész kö tés i energ iá ja a 
m a g b a n , Vp és Vx a C o u l o m b - g á t m a g a s s á g a a m a g b ó l kilépő p r o t o n r a és a - részre , 
T а m a g h ő m é r s é k l e t . 
A fent iek a l a p j á n az A2(AX, xn)A3 t ípusú m a g r e a k c i ó k max imá l i s h a t á s k e r e s z t -
me t sze t é r e végzett számí tások [8, 23] 10 mb- tó l 1 nb- ig t e r j edő é r t ékeke t a d t a k . 
A magban l evő n e u t r o n o k s z á m á n a k csökkenéséve l csökken az u to lsó p r o t o n 
kötés i energiája , s l é t r e j ö n a /»-bomlás energet ikai l ehe tősége . Elmélet i m e g f o n t o l á s o k 
a l a p j á n a /»-bomlás a l ább i m e c h a n i z m u s a i t té te lez ik fel ( i roda lma t lásd a III. 2. 
f e j eze tben) : 
a) E lő lehet á l l í t an i olyan p r o t o n g a z d a g m a g o k a t , melyekben az u to lsó p r o t o n 
kö tés i energiá ja n e g a t í v . Az i lyen m a g o k i n s t ab i l i s ak az a l a p á l l a p o t b ó l tö r ténői 
/»-emisszióval s z e m b e n (a t o v á b b i a k b a n : /» ( 9 )-bomlás) . 
I I I . Proton-radioaktivitás 
III. 1. A p-radioaktivitásró! általában 
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b) N a g y o n va lósz ínű , hogy n é h á n y páros Z - j ű a l apá l l apo tú p r o t o n g a z d a g 
m a g c s a k ké t p ro ton egyide jű emissz ió ja ú t j án képes e lbomlan i , s u g y a n e k k o r két , 
e g y m á s u t á n köve tkező / / 9 ) - b o m l á s energet ikai lag n e m lehetséges (2//-bomlás). 
c ) Lehetséges a / / - bomlás ké t l épcsős m e c h a n i z m u s a : az első l épcsőben nagy 
e n e r g i á j ú ß+ -bomlás , a m á s o d i k b a n / /-emisszió a l e á n y m a g e legendően gerjesztet t 
á l l a p o t a i b ó l (késleltetett / / -bomlás v a g y ß+ —//-bomlás). 
d) E lképzelhe tő k é t p ro ton egy ide jű emissziója p á r o s Z- jű m a g e legendően 
ge r j e sz te t t á l lapotai ról , melyek egy mege lőző ß+ - b o m l á s e r e d m é n y e k é n t j ö n n e k 
létre (késlel tetet t 2/z-bomlás vagy ß+ — 2/?-bomlás). 
e) Fel té te lezhető a z is, hogy t ö r t é n h e t / / -bomlás nagy i m p u l z u s m o m e n t u m ú , 
ún. konf igu rác iós i z o m e r á l lapotból (p ( g ) -bomlás ) . 
( I t t jegyezzük m e g , hogy az e l ő z ő e k során g y a k r a n használ t , , / / - bomlás" -on 
/ / -emissz ióva l j á ró r a d i o a k t í v á t a l aku l á s t é r te t tünk á l t a l á b a n , a bomlás i mechan iz -
m u s r a v a l ó tekintet né lkü l . A „ / / - b o m l á s ' kifejezést a k é s ő b b i e k b e n is f o g j u k ilyen 
é r t e l e m b e n használni .) 
S z i g o r ú ér te lemben véve csak a p{9>- és 2/z-bomlást t ek in t ik ú j t í pusú rad ioak t ív 
á t a l a k u l á s n a k a je lenleg ismert h á r o m alap-t ípus, az oc-bomlás, a / ^ - b o m l á s és a 
s p o n t á n hasadás mel le t t [26]. A p r o t o n ill. a p r o t o n - p á r kirepülését itt a m a g o t 
k ö r ü l v e v ő potenciá lgát há t rá l t a t j a . Természe tesen t ávo l ró l sem m i n d e n „ g á t a l a t t i " 
á t m e n e t tek in the tő r a d i o a k t í v n a k — e n n e k igazolására elég, ha a m a g r e a k c i ó k b a n 
e m i t t á l t gáta la t t i p r o t o n o k r a g o n d o l u n k . H a csak a m a g r e a k c i ó k ú t j á n kele tkező 
/ / - b o m l ó m a g o k r a s zo r í t kozunk , a k k o r / / - r ad ioak t iv i t á son az a t o m m a g o k n a k csak 
azon , / / -emisszióval j á r ó spon t án á t a l a k u l á s a i t é r t jük , m e l y e k n e k á t l agos i d ő t a r t a m a 
lényegesen megha lad ja vagy a megfe le lő közbenső m a g o k e lbomlásához , vagy a 
megfe le lő direkt f o l y a m a t o k l e j á t s zódásához szükséges á t l agos i d ő t a r t a m o t . (Véle-
m é n y ü n k szerint t ehá t GoVdanszkij [26] h ibá t követ el, a m i k o r a k ö z b e n s ő m a g o k 
e l b o m l á s á h o z szükséges i d ő helyett a k ö z b e n s ő m a g o k é l e t t a r t a m á r ó l beszél , s r áadá -
sul t e l j e sen figyelmen k ívü l hagyja a d i r e k t f o l y a m a t o k lehetőségét . ) Ez a megfogal -
m a z á s lényegében a / / - rad ioakt ív a t o m m a g o k ke le tkezésének és e l b o m l á s á n a k 
függe t l enségé t t a r t a lmazza . Egy pé ldáva l is i l lusztrál juk de f in í c iónka t : az A2(AX, xri)A3 
m a g r e a k c i ó b a n l é t r e jövő / / " ' - b o m l ó A3 m a g csak a k k o r t ek in the tő / / - r ad ioak t ívnak , 
ha a z А3ЛА4+р á t a l a k u l á s á t l agos é le t t a r t ama lényegesen n a g y o b b , min t az 
(A2 + A4) iS A3 + xn á t a l aku lásé . H a ui . az á t a l aku lá sok é l e t t a r t ama a z o n o s nagyság-
r endű , a k k o r a két f o l y a m a t o t nem t e k i n t h e t j ü k függe t l ennek , azaz / / - rad ioakt iv i tás 
helyet t a z A2(A1,pxn)A4 magreakc ióva l á l lunk szemben . Számszerűen is kifejezhet-
j ü k a függe t lensége t : m i n d e n , m a g r e a k c i ó b a n ke le tkező / / -bomló m a g a k k o r tekint -
h e t ő r a d i o a k t í v n a k , h a / / - b o m l á s á n a k felezési ideje j ó v a l nagyobb , m i n t 10~2 1 — 
ÍO- 2 0 sec. 
A fen t iek é r t e lmében világossá vá l ik , hogy mié r t n e m tekint ik a p(e)- és 2p-
r a d i o a k t i v i t á s t má r régen fe l fedeze t tnek a B9 [27] és a Be° [28] m a g b o m l á s a a lap ján . 
V a l ó b a n , az a l apá l l apo tú B9 mag ins tabi l i s a B9 — B e 8 + / z vagy а В9 — 2 H e l + p 
b o m l á s s a l szemben. M i n d k é t bomlás mélyen gáta la t t i — az elsőnél pl . a bomlás i 
e n e r g i á n a k a C o u l o m b - g á t m a g a s s á g á h o z való v i s zonya : x = 0,14. Még i s ennek a 
b o m l á s n a k annyira r ö v i d a felezési ide je ( 3 - 1 0 - 1 9 sec), h o g y a B9 m a g o t n e m tekint-
h e t j ü k / / - r ad ioak t ívnak . A Be® mag u g y a n e k k o r a Be6 — H e 4 + 2p, esetleg a kaszkád-
szerű Be® — L i 5 + p -*- H e 4 +p+p b o m l á s s a l szemben instabil is , s itt is m i n d k é t 
b o m l á s gátalat t i . A z a l apá l l apo tú Be® mag felezési ideje a z o n b a n oly rövid 
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( 2 - Ю - 2 1 sec), h o g y nem t e k i n t h e t j ü k 2 / / - rad ioakt ívnak. A t o v á b b i a k b a n az enny i r e 
g y o r s b o m l á s o k a t p r o m t - / / - b o m l á s n a k f o g j u k nevezni . 
Végül meg jegyezzük , hogy / / - b o m l ó m a g o k n e m c s a k erős , h a n e m gyenge kö l -
c s ö n h a t á s révén is ke le tkezhe tnek (késleltetett / / -bomlás) . A n n a k m a g y a r á z a t a , 
h o g y az e lőbb m e g f o g a l m a z o t t de f in í c iónkban m é g i s önkényesen az erős kö l c sön -
h a t á s o k r a s zo r í t koz tunk , t ö b b o k b a n keresendő . E lőször : a g y e n g e k ö l c s ö n h a t á s 
ú t j á n lé trejövő / / -bomló m a g o k b o m l á s - m e c h a n i z m u s a i sokka l b o n y o l u l t a b b a k , s 
egye t len m e c h a n i z m u s o n belül is minőségi leg k ü l ö n b ö z ő a l m e c h a n i z m u s o k lehetsé-
gesek . M á s o d s z o r : az i r o d a l o m b a n jelenleg is v i t a folyik a r ró l , hogy a d) és e) 
m e c h a n i z m u s elvi leg egyáltalán lehetséges-e v a g y sem. H a r m a d s z o r : vita fo ly ik 
a r r ó l is, hogy pl. a késleltetett /7-bomlás t (me lynek létezését m a m á r kísérleti e red -
m é n y e k is i gazo l j ák ) radioakt ív b o m l á s n a k vagy pedig p r o m t - / / - b o m l á s n a k kell-e 
t e k i n t e n ü n k . A I I I . 2. fe jezetben részletesen is i smer te t jük a / / - b o m l á s lehetséges 
m e c h a n i z m u s a i t , a z i r o d a l o m b a n fo lyó vitát , s végül m e g p r ó b á l j u k összegezni a 
v i t a e redményei t . 
III. 2. A p-bomlás lehetséges mechanizmusai 
I I I . 2. a. / / ( e ) - b o m l á s 
Elegendően neu t ronszegény m a g o k n á l az u t o l s ó proton kö t é s i energiá ja nega -
t í vvá vál ik; l é t r e j ö n az a l a p á l l a p o t b ó l t ö r t é n ő / / -bomlás ene rge t ika i lehetősége. 
E r r e először B. Dzselepov [6] m u t a t o t t rá. A / / ( 9 ) - b o m lás képe a n a l ó g az a t o m m a g o k 
a l a p á l l a p o t á b ó l t ö r t é n ő a - b o m l á s é v a l [18]. A kü lönbségek a k ö v e t k e z ő k : 
1. A d o t t r e n d s z á m ú m a g C o u l o m b - g á t j á n a k magassága p r o t o n o k r a nézve fele 
a k k o r a , mint x-részecskékre. Ez a z z a l a köve tkezménnye l já r , h o g y azonos b o m l á s i 
e n e r g i a (Bp = Bx<0) mellett a p(9)-bomlás felezési ideje nagyság rendekke l k i sebb , 
m i n t az x-bomlásé . Egy további köve tkezmény , h o g y a / / ( 9 ) -bomló m a g o k a l apá l l a -
p o t á n a k Г
р
 szélessége igen n a g y (= -1 MeV) lehe t . 
2. A p<9)-bomlásnál az e m i t t á l t részecske / p á l y a i m p u l z u s m o m e n t u m a s o k k a l 
n a g y o b b szerepet já tsz ik , min t a z x-bomlásná l , mive l egyenlő fe l té te lek mel le t t a 
cen t r i fugá i -gá t m a g a s s á g a p r o t o n o k r a nézve négyszer n a g y o b b , m i n t x-részekre. 
A c e n t r i f u g á i - g á t n a k a C o u l o m b - g á t h o z v i szony í to t t relatív m a g a s s á g a pedig p r o -
t o n o k r a közel egy nagyságrendde l n a g y o b b , m i n t x-részecskékre. E z é r t a p(9) - b o m l á s 
felezési idői / > 0 p á l y a m o m e n t u m ú p r o t o n o k emissz ió ja esetén s o k k a l j e l en tősebben 
m e g h o s s z a b b o d n a k , mint az x - b o m l á s felezési i d ő i ana lóg fe l té te leknél . Az x - b o m -
l á s n á l á l ta lában a z a-rész nem v isz el p á l y a m o m e n t u m o t . A p<9> - b o m l á s n á l v i szon t 
m é g egy-pro ton á l l apo tok ese tén is fon tos a p á l y a m o m e n t u m , mive l az Л/,-,/»>/,. 
vagy / / г Д / г vagy 3/2" v a S У vagy »/^-állapotú p r o t o n o k kü lönböző , / = 0, 1 , 2 vagy 3 
é r t é k h e z t a r tozó cen t r i fugá i -gá ton kell hogy k e r e s z t ü l h a l a d j a n a k . 
3. Az x - b o m l á s n á l azonos j e l l egű m a g o k k ö z ö t t i á t m e n e t m e g y végbe ; egy 
p á r o s mag p á r o s m a g b a , egy p á r a t l a n p á r a t l a n b a megy át a b o m l á s során . Ezzel 
s z e m b e n a p(9) - b o m l á s n á l más a h e l y z e t ; a b o m l á s e r edményekén t j e l en tős s t r u k t u r á -
lis vá l tozás lép fe l . 
A p ' 9 ' - b o m l ó m a g / / -emissz ióval szembeni á t l a g o s é l e t t a r t a m á t úgy becsü lhe t -
j ü k meg , hogy а / / ( г ) -bomlás t e g y p r o t o n n a k a m a g C o u l o m b + cen t r i f ugá i -gá t j án , 
a lagú t -e f fek tussa l t ö r t é n ő á t h a t o l á s á n a k t e k i n t j ü k . Ezt a p r o b l é m á t az x - b o m l á s 
e lméle tének k ido lgozásáva l g y a k o r l a t i l a g m e g o l d o t t á k , így a k ö v e t k e z ő m e g g o n d o l á -
s o k és f o r m u l á k m á r Bethe [29] könyvében is m e g t a l á l h a t ó k . 
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Egy-pro ton á l l a p o t o k a t fe l té te lezve a p<9)-bomlás Я
р
 bomlás i á l l andó j á r a fél-
k lassz ikus m e g f o n t o l á s o k b ó l a következő ' k i fe jezés a d ó d i k : 
I t t v a pro ton sebessége a m a g o n belül, R a pie> - r ad ioak t ív m a g sugara és P,(E) 
a z E bomlási e n e r g i á j ú . / p á l y a m o m e n t u m ú p r o t o n á tha to lóképessége a C o u l o m b + 
cen t r i fugá i -gá ton . PfE)-re, WKB-köze l í t é sben , a z a lábbi f o r m u l á t k a p j u k : 
P,(E) = P{x,y) = e x p - 2 g 
n 1 1 - 2x 
+ 7 1= arc sin 
.
 1
 „ a i e м и , 
4 f x 2 f x f i + 4 x y 
- 2 - Y + f y in 
f l + 4 . Y V JJ 
(8) 
a h o l x = E/Vp és y — Vpl/Vp = l(l+ 1 )/g2 . Az x -ben és y-ban szereplő ú j a b b ismeretlen 
mennyiségek k ö z ü l 
Vp = Ze2/Rr 
a C o u l o m b - g á t magassága a m a g b ó l kilépő p r o t o n n a l szemben , 
h4(i+1) 
2mRf 
a cent r i fugá i -gá t magassága az / p á l y a m o m e n t u m ú p ro tonna l s zemben , 
g = Ít~1]/2mZe2Rr 
a z ún . ka rak te r i sz t ikus p á l y a m o m e n t u m , melye t a Kp = Fp( fe l té telezésből lehet 
m e g k a p n i , és végü l Z és Rr a m a r a d é k mag r e n d s z á m a és sugara , e az elemi töl tés , 
m a p ro ton r e d u k á l t tömege, h a 2^-ve l osztot t Planck á l landó, x és y t ehá t a bomlás i 
e n e r g i á n a k ill. a cen t r i fugá i -gá t m a g a s s á g á n a k a C o u l o m b - g á t egységében kifejezet t 
é r t é k e . 
A számí tá sokná l á l t a lában haszná l t / = 0 fel tételezés mel le t t : 
Pn (E ) = P(x) = ex p {— 2g - ! - a r c cos f x — f 1 — x 
l Vх 
(8') 
Ismeretes, h o g y a hasonló összefüggések a l a p j á n k i számí to t t Xa é r tékek h á r o m , 
v a g y még t ö b b nagyságrendde l is k ü l ö n b ö z h e t n e k a kísérleti leg m e g h a t á r o z o t t 
a - b o m l á s i á l l a n d ó k t ó l . Az oc-bomlásnál ugyanis szerepet j á t sz ik m é g egy tovább i 
valószínűségi t ényező , mely le í r ja , hogy a m a g b a n vagy a n n a k fe lüle tén mi lyen 
valószínűséggel a l a k u l n a k ki a - részecskék . A /»-bomlásnál ez a p r o b l é m a n e m áll 
f e n n , így a ( 7 ) — ( 8 0 f o r m u l á k m i n d e n b izonnya l j o b b közel í tés t a d n a k , m i n t a z 
a - b o m l á s n á l . E z t Jänecke [13], n é h á n y ismert a d a t fe lhaszná lásáva l , b e is b izonyí-
t o t t a . 
A következó 'kben a l e g f o n t o s a b b m u n k á k a l a p j á n összegezzük a p ^ - b o m l á s 
v á r h a t ó t u l a jdonsága i t , s r á m u t a t u n k kísérleti t a n u l m á n y o z á s u k lehetó'ségeire ill. 
nehézségeire . 
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A k ö n n y ű és k ö z e p e s magok ( Z ^ 4 0 ) t a r t o m á n y á b a n az első rész le tes számítá-
soka t GoVdanszkij, Baz' és ZeVdovics [12, 11] végezték. Becsléseiket a tö l t é s invar ian-
cia e lvébő l levezetett ( 1 ) — ( 6 j f o r m u l á k segítségével n y e r t é k . M e g á l l a p í t o t t á k , hogy 
a /»-stabilitási ha tá r n ö v e k v ő Z-vel e g y r e messzebb t á v o l o d i k a s tabi l m a g o k t ó l ; 
a p á r a t l a n Z- jű m a g o k p<g> - instabi l i tása kevésbé neu t ronszegény i z o t ó p o k n á l követ-
kezik b e , m i n t a p á r o s Z - j ű magoké . A kísérlet s z e m p o n t j á b ó l igen j e l e n t ő s az a 
megá l l ap í t á s , hogy h a т
р
> 1—10 sec, a k k o r a p(g) - b o m l á s t teljesen „ l e á r n y é k o l j a " 
a ß + - b o m l á s , ha v iszont т
р
< 1 2 - 1 2 sec, a k k o r nem l ehe t észlelni a /»-emisszió késését 
még v a s t a g fo toemulz ió vagy W i l s o n - k a m r a segítségével s e m . (A Z ^ 4 0 t a r t o m á n y b a 
eső /» ( í ) - b o m l ó i z o t ó p o k b a n az u to l só n e u t r o n kötés i energiá ja igen n a g y , ezért 
ezek va l amenny ien s tab i l i sak az a l a p á l l a p o t b ó l t ö r t é n ő a -bomlássa l szemben.) 
K i s z á m í t o t t á k a m é r h e t ő n e k tekinte t t 7i/2 = 1 0 - 1 2 — 10 sec i n t e r v a l l u m n a k meg-
felelő /»-energia- in terval lumot a r e n d s z á m függvényében és az / = 0 fel tételezéssel : 
0,04 M e V - i g Z = 10, 0 ,1 - 0 , 3 5 MeV Z = 20, 0 , 2 - 0 , 7 M e V Z = 30 és 0 ,35 - 1 , 1 MeV 
Z = 40 ese tén . Ilyen e n e r g i á j ú p r o t o n o k spek t roszkóp ia i detektálása m é g a k k o r is 
r endk ívü l nehéz f e l ada t lenne , ha a p(g) - b o m l ó magok kísér le t i v izsgá la táná l elkerül-
he te t lenül fel lépő in tenz ív у- és a - h á t t é r nem lé t ezne . 
A l egkönnyebb m a g o k bomlás - tu l a jdonsága inak v izsgá la ta során Jänecke [13] 
figyelemre mél tó becs léseket végzett a r r a v o n a t k o z ó a n , hogy m e n n y i b e n befolyá-
solja a p r o t o n / > 0 p á l y a m o m e n t u m a a pig) -bomlás fe lezési idejét. A Sc3 9 — C a 3 8 + / » 
b o m l á s felezési ide jének energia- és p á l y a m o m e n t u m - f ü g g é s é t a (7,8) egyenletek 
a l a p j á n számí to t t a ki. F igyelembe v e t t e a becsült E — (0,7 + 0,5) M e V bomlás-
energia h i b á j á t és fe l té te lezte , hogy a b o m l á s során / = 1, 2, 3 és 4 p á l y a m o m e n t u m ú 
p r o t o n o k e m i t t á l ó d h a t n a k vagylagosan . ( A Se39 f e l té te lezhe tő hé jmode l l -konf igu-
rác ió ja a l a p j á n l egva lósz ínűbb egy l/?/2 á l lapotú, 1=3 p á l y a m o m e n t u m ú proton 
emissz ió ja . ) Számításai szer int az £ = 0 , 7 M e V bomlás -energ iához és a z 1 = 0 pálya-
m o m e n t u m h o z t a r tozó felezési idő r e n d r e 4-, 40-, 1200- és 59000-szeresére növek-
szik, h a figyelembe ves szük az / = 1 , 2 , 3 és 4 esetén fe l l épő cen t r i fugá igá t a t . Az 
energia-becs lés p o n t a t l a n s á g a ennél is nagyobb e l t o l ó d á s o k a t e r e d m é n y e z h e t a 
felezési i d ő b e n , aminek i l lusz t rá lására az 1. táblázat-
b a n k ö z ö l j ü k Jänecke [13] számításai t . A k í sé r l e t szem-
pont jábó l t e h á t nagy j e l en tő ségűek lehe tnek a bomlás-
energia becs lésénél e lkövete t t p o n t a t l a n s á g o k , va lamint 
az / > 0 p á l y a m o m e n t u m ú p(g) -bomlások . Mindezek 
ellenére a k ö n n y ű m a g o k n á l vál tozat lanul p r o b l é m á t 
je lent az igen a lacsony /»-energiák spek t roszkóp ia i detek-
tálása. 
A n e h é z m a g o k ( Z > 50) р<я) - b o m l á s á n a k valószí-
nűségét e d d i g c s a k Kamauhov és Tyer-Akopján [18] ta-
n u l m á n y o z t á k . Az a l á b b i a k b a n az á l t a l u k elért, a k ísér le t s z á m á r a rendkívül 
f o n t o s e r edményeke t i smer t e t jük . 
A Z = ~ 5 0 t a r t o m á n y b a n a pig)-bomlás valószínűségét a / í + - b o m l á s k o n k u r e n -
c iá ján t ú l az a -bomlás k o n k u r e n c i á j a is fenyegeti. M e g l e p ő , hogy e n n e k ellenére 
a s t i b i u m t ó l a ta l l iumig valamennyi p á r a t l a n Z-jű e l e m neu t ronszegény izotópjai 
közö t t n e m is egy o lyan a k a d , melynek legva lósz ínűbb b o m l á s m ó d j a a p<9) -bomlás , 
s u g y a n e k k o r т
р
 а Ю
- 1 0
— 1 0 _ 1 sec m é r h e t ő t a r t o m á n y b a esik. I lyen i z o t ó p o k : 
§(>105,106 J 1 0 9 . U 0 £ s 1 1 4 , 1 1 5 (^119 ,120 pj-124,125 p m 128 ,129 (7U132,133 "("(>136-138 ((,-,141,142 
- f m 1 4 6 - 1 4 8 ( ^ y 151 —154 " p a 1 5 7 - 1 6 0 ((,>162-165^ (j .165-168 Д ц 1 7 0 - 1 7 3 £ s J J 1 7 2 - 1 7 5 
1. TÁBLÁZAT 
Se39 — Ca38+/» 
E (MeV) m T1/2 (sec) 
0,2 3 4,2-10- 5 
0,7 3 3.9-10-14 
1,2 3 i , o - i o - l e 
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A s z e r z ő k a m é r h e t ő i d ő t a r t o m á n y f e l ső határát a ß + - b o m l á s k o n k u r e n c i á j á -
nak f i gye l embe vételével k a p t á k . A Z = - 5 0 t a r t o m á n y b a n ugyanis az energe t ika i lag 
/» '" ' -bomló m a g o k n á l a ß + - b o m l á s ene rg iá j a 10—15 MeV, így megengedet t á t m e n e t e k 
esetén a felezési idők 1 0 ~ 2 — 1 0 _ 1 sec n a g y s á g r e n d ű e k l esznek . A /» '" ' -bomlás tény-
legesen t e h á t csak a k k o r f o g beköve tkezn i , ha T p S l O - 1 s e c . 
A z t a tényt , hogy m i n d e n , az ó n n á l nehezebb e l e m n é l 2—4 o lyan i zo tópo t 
lehet t a l á l n i , amely a / / " ' - b o m l á s kísérleti t a n u l m á n y o z á s á r a a lka lmas , azza l lehet 
magya rázn i , hogy Z növekedésével Bp egyre gyengébben f ü g g a n e u t r o n o k számátó l . 
Z > 5 0 esetén v a l a m e n n y i , a /> ' " ' -bomlás t a r t o m á n y á b a eső m a g instabil is 
a-részek emissziójával s z e m b e n . Az a l a p á l l a p o t b ó l t ö r t é n ő a -bomlás is c s a k a k k o r 
képes k o n k u r r á l n i a / ? + -bomlássa l , ha 1 0 _ 1 sec. Karnauhov és Tyer-Akopján [18] 
számításai a z o n b a n azt m u t a t j á k , hogy a / / " ' - b o m l á s és a z a -bomlás t a r t o m á n y a i 
csak ké t he lyen fedik á t egymás t : o lyan neu t ron - és p r o t o n - s z á m o k n á l , amelyek 
valamivel nagyobbak , m i n t az 50 és 82 m á g i k u s számok. A / / " ' - t a r t o m á n y minden 
más he lyen „mege lőz i" a z a - t a r t o m á n y t . M i v e l azonban т
р
 a m a g b a n levő n e u t r o n o k 
s z á m á n a k csökkenésével s o k k a l g y o r s a b b a n csökken, m i n t т„, ezért p á r a t l a n Z- jü 
i zo tópok ese tén még az á t fedés i he lyeken is va lósz ínűbb lesz a / / " ' - b o m l á s , min t 
az a - b o m l á s . A páros Z - j ű magok /»'" '- instabili tása Z > 50 esetén is lényegesen 
nagyobb n e u t r o n h i á n y me l l e t t következik b e , mint a p á r a t l a n Z- jű m a g o k é . E m i a t t 
a pá ros Z - j ű izotópok / / " ' - b o m l á s á t — k ü l ö n ö s e n az á t f edés i helyeken — erősen 
l eá rnyéko l j a az a -bomlás . 
A z ó l o m n á l nehezebb e lemek esetén a z a -bomlás va lósz ínűsége e rősen m e g n ő . 
Ez a 82-es mágikus p r o t o n - s z á m m a l k a p c s o l a t o s . Karnauhov és Tyer-Akopján [18] 
számítása i szerint a z o n b a n , t p erős t ömegszámfüggése m i a t t , a / / " ' - b o m l á s számos 
esetben i t t is nagyobb va lósz ínűségű lehet , m i n t az a - b o m l á s , egészen a berké l iumig . 
Részben a 126-os m á g i k u s neu t ronszám, részben a s p o n t á n hasadás és az a - b o m l á s 
k o n k u r r e n c i á j a miatt a / / " ' - b o m l á s csak a berké l iumnál n e h e z e b b ( Z = - 9 7 ) m a g o k 
esetén n e m f o g szerepet j á t s zan i . 
A Z > 50 és 1 0 _ 1 sec t a r t o m á n y b a eső, p á r a t l a n Z - j ű / / " ' - b o m l ó 
i zo tópok E bomlási energ iá i m á r elég n a g y o k (0,6—2,3 M e V ) ahhoz , hogy spek t rosz -
kópiai v i z sgá la tuk r emény te l j e s lehessen. 
A /» ' " ' -bomlás kísérleti vizsgálata t e h á t n e m kis nehézségekbe ütközik . A k ö n n y ű 
/» '" ' - radioakt ív magok re la t íve könnyen e lőá l l í tha tók , a b o m l á s energiá ja és felezési 
ideje v i s z o n t nagyon kicsi . A nehezebb /» '" ' -radioaktív m a g o k n á l fe l lépő n a g y o b b 
energiák és felezési i dők b iz t a tóak u g y a n , ilyen m a g o k előál l í tása ezzel s zemben 
csak igen kis ha táskeresz tmetsze tű m a g r e a k c i ó k ú t j án lehetséges. Ezek a z o k o k 
m a g y a r á z z á k azt , hogy /» '" ' - radioakt ivi tás t kísérletileg m é g n e m sikerült észlelni. 
A nehézségek el lenére a /» '" ' -bomlás kísérleti v izsgá la ta rendkívül k í v á n a t o s 
lenne, m i v e l ebbő l az e r ő s e n neu t ronszegény m a g o k héj szerkezetére és a C o u l o m b -
gátnak a m a g szélénél k i a l a k u l ó f o r m á j á r a v o n a t k o z ó a n szerezhe tnénk i smere teke t , 
hogy c s a k a l e g f o n t o s a b b a k a t emlí tsük. 
III. 2. b. 2 / » - b o m l á s 
A /»-stabilitási h a t á r h o z közel eső, p á r o s Z- jű m a g o k párenerg iá ja m i a t t az 
energet ika i feltételek l e h e t n e k olyanok, h o g y ké t pro ton A K B К С szerinti, egymás t 
követő emi s sz ió j a nem lehetséges (А К В s e m lehetséges), u g y a n a k k o r ké t p r o t o n 
sz imul tán , АЗЛ С szerinti emissziója v i s z o n t lehetséges. E r r e először ZeVdovics [10] 
3 F i z i k a i F o l y ó i r a t X1V/4 
3 3 0 DARÓC Z Y S. 
m u t a t o t t rá. A 2/z-bomlás t u l a j d o n s á g a i n a k részle tes elméleti anal íz isé t Gol" danszkij 
[11, 12, 23] végez te el. 
Legyen az A mag r e n d s z á m a Z = 2m + 2, а В magé p e d i g Z = lm + 1 (а С 
m a g r endszáma e k k o r Z = 2m). Je löl je Bpps és Bip illetve Г р p s és Г 2 р az A m a g 
utolsó és u to l só két p r o t o n j á n a k kötési e n e r -
giáját i l letve p- és 2/?-emisszióval s zemben i 
' „ f nívószélességét. А В m a g ese tén Bp pn és Гр рп 
jelölje a megfelelő' menny i ségeke t . Legyen a 
ß mag u to l só , ( 2 m + l ) - i k p r o t o n j á n a k k ö -
tési e n e r g i á j a negatív (Bp pn< 0). Az egy p r o -
ton hozzáadásáva l l é t r e j ö v ő A mag utolsó, . 
(2m + 2)- ik p r o t o n j á n a k kö tés i energiá ja e l ső 
közel í tésben az Epár pá renerg iáva l lesz n a -
gyobb, m i n t В : 
P.PS 
! *2p 
°p,pn 
14 por 
Z=2m+2 
t 
Z=2m+7 Z=2m 
\ B 2 p \ > e \ B p , p s \ 
2p 
i V 
B, ppn 
I l i i 
2-2m t2 2m+1 2m 
2a. ábra. 
\Bp,pn l>lB2p\>\Bp,pn\-jPp,pn 
B„ : p B„ B„ 
1. ábra. Energiaviszonyok a 2p-bomlásnál 
Ha Bp ps pozi t ív, a k k o r a (2m + 2)-ik p r o t o n 
emissziója energet ikai lag t i l tott , lehetséges 
viszont egy p ro ton -pá r emissziója , 
14,1 = \ B p . p n \ - B p . p s 
energia fe l szabadulása mel le t t (B . 2 p <0) . A 
fenti ene rg iav i szonyoka t a z 1. ábra szemléltet i . 
A z e lőzőekből köve tkez ik , h o g y a 
2/z-bomló magokná l mindig Bp -0. 
ő p , p „ < 0, d e j £ p . p „ | > 5 p , p s , s emia t t = B2p, 
azaz a 2/z-bomlás e n e r g i á j a nem lehet na -
gyobb a pá renerg iáná l . 
Ké t p r o t o n e g y m á s t követő és egy-
idejű emissz ió já t , m i n t a r r a Gokdanszkij 
[11, 12, 23] r á m u t a t o t t , csak az e n e r -
g iav i szonyok a l a p o s a b b t a n u l m á n y o z á s á v a l 
\B2p\+jr2p<.\ß, I - í r n p.pn 1 2 p,pn 
B, PPS 
B, \2p 
Z-2m+2 2m+t 
2b. ábra. 
ßp,pn 
Bp.ps 
B?p 
Bp,pn 
2= 2m-t2 2m+7 2m 
2c. ábra. 
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lehet m e g k ü l ö n b ö z t e t n i . E h h e z m i n d e n e k e l ő t t fel kell t é t e l eznünk , hogy £
р > р „ < 0 , 
azaz а В m a g instabilis a / / " ' - bomlássa l szemben. A m í g Bp ps szintén nega t ív és 
csak v a l a m i v e l kisebb, m i n t Bp pn, add ig k é t egymást k ö v e t ő / / " ' - b o m l á s köve tkez ik 
be. A m i k o r Bpps a n n y i r a kis negatív mennyiséggé vál ik , hogy teljesül a \B2p\ 
>8 |£ppsj egyenlőt lenség, a k k o r a 2 /?-bomlás kezd ész revehe tően k o n k u r r á l n i az 
egymást k ö v e t ő / / " ' - b o m l á s s a l (2/a á b r a ) . Ha B p p s > 0 , a z o n b a n k i sebb , m i n t 
\Г
ррп
, a k k o r a két p r o t o n emissz ió jának egyidejű és e g y m á s t köve tő f o l y a m a t a 
m á r m e g k ü l ö n b ö z t e t h e t e t l e n n é válik ( 2 / b á b r a ) . Pé ldaként a m á r emlí te t t Be6 [28] 
mag b o m l á s á t eml í the tnénk meg : 
/ L i 5 + / > — H e 4 + / / 
Re® 
B e
 \ H e 4 + 2 p 
Végül, a b b a n az esetben, a m i k o r Bpps a n n y i r a nagy poz i t ív mennyiség, h o g y az A 
és В m a g n ívó i nem f e d i k á t egymást, e l j u t u n k a „ t i s z t a " 2/ i-bomlás ese téhez (2/c. 
ábra). A 2 / c á b r á n l á t h a t ó egyenlőt lenség a „ t i s z t a " 2 / i -bomlás energet ikai fel tétele. 
A 2/>-bomlás t u l a jdonsága i t vizsgálva GoVdanszkij [11, 12, 23] r á m u t a t o t t , hogy 
két p r o t o n egyidejű emis sz ió j ának va lósz ínűségé t ké t f é l eképpen is k i s z á m í t h a t j u k . 
Vagy m e g h a t á r o z z u k egy E0 (E0 = B2p) e n e r g i á j ú , E = 0 p á l y a m o m e n t u m ú d i p r o t o n 
(korrelál t p ro ton -pá r ) á tha to lóképességé t a megfelelő C o u l o m b - g á t o n , vagy pedig 
k i s zámol juk két különál ló , £ és E0 — E e n e r g i á j ú és / = 0 p á l y a m o m e n t u m ú p r o t o n 
(nem k o r r e l á l t p r o t o n o k ) á tha to lóképességének szorza tá t . A z utóbbi s z o r z a t n a k 
£ = ^ £ „ - n á l m a x i m u m a v a n , azaz a l egva lósz ínűbb két a z o n o s energ iá jú p r o t o n 
emissziója. E k k o r m i n d k é t módszer u g y a n a r r a az á tha to lóképesség-é r t ék re , azaz 
azonos fe lezés i időre vezet . Eszerint k ö z ö m b ö s , hogy a d i p r o t o n fe lbomlása k o m p o -
nenseire a C o u l o m b - g á t b e l s ő ha tárán v a g y annak kü l ső felületén tö r t én ik -e meg. 
Jänecke [13] hívta fel rá a figyelmet, h o g y ez a k o n k l ú z i ó azonban csak 1 = 0 
esetén áll f e n n , azaz o l y a n d i p r o t o n o k n á l , melyeknek hé jmode l l -konf igurác ió ja 
[(я5у2)2]о +. Egyékbént , pl. a Ne1 6 mag e se t én , amikor egy [(ясй/2)2]о+ kon f igu rá -
ciójú d i p r o t o n emi t tá lód ik , a cen t r i fugá i -gá t hatása mia t t n e m korrelál t p r o t o n o k 
emis sz ió j ának valószínűsége erősen l ec sökken a d ip ro tonemissz ió va lósz ínűségéhez 
képest. M á s r é s z t egy d i p r o t o n emissz ió jánál bomlás -energ iakén t nem az £ 0 teljes 
energiát, h a n e m csak az E0 — e0 energiát kell t ek in tenünk , mivel e0 energia szükséges 
a d i p r o t o n n a k a C o u l o m b - g á t külső fe lü le tén való szétszakí tásához. Itt e0 a szingulet 
(p— />)-kölcsönhatás v i r tuá l i s n ívójának ene rg iá j a . J ä n e c k e [13] ezért fel té telezte , 
hogy a 2 / / -bomlás során á l t a l ában egy £ = 0 p á l y a m o m e n t u m ú , £„ — e0 ene rg iá jú 
d ipro ton h a t o l át a C o u l o m b - g á t o n , és a k é t p ro ton a gá t k ü l s ő felületén vá l ik szét. 
Csak EQ esetén, t o v á b b á ha a d i p r o t o n konf igurác ió ja a bomló m a g o n belül 
[(л5|/2)2]о+, ke rü lhe t e lő té rbe a nem kor re l á l t p ro tonok emissz ió ja . 
Á l t a l á b a n azonban a d i p r o t o n nem a potenciál-gát be l ső ha t á r án s n e m is 
annak k ü l s ő felületén, h a n e m valahol a g á t belsejében hu l l i k szét k o m p o n e n s e i r e , 
így a 2 /7-bomlásban e m i t t á l t részecske a potenciá l -gá t be l ső ha tá rá tó l (az R r m a g -
sugártól) e g y bizonyos R0 effektív t á v o l s á g i g mint d i p r o t o n , £„- tól /?m a x(£„)-ig 
(a po tenc iá l -gá t külső fe lüle té ig) pedig m i n t két kü löná l ló , de korre lá l t p r o t o n 
viselkedik; 7?,-től £„- ig c s a k a C o u l o m b - g á t , £ 0 - t ó l £ m a x ( £ 0 ) - i g a z o n b a n m á r a 
C o u l o m b + cent r i fugái -gá t h a t . Ezen feltételezéssel l e g ú j a b b a n GoVdanszkij [30] 
számolta ki a z á tha to lóképessége t , s arra a z e r edményre j u t o t t , hogy a l egva lósz ínűbb 
b o m l á s m ó d a „szé tszakadás i t ávo lság" R0 =hYl(l+ 1 )/шре0 é r tékénél köve tkez ik be. 
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Ha R0< Rmax(Eg), a k k o r a d ip ro ton szé t szakadása a g á t a la t t tö r tén ik m e g 
—-, olyan t á v o l s á g b a n , mely j ó v a l megha l ad j a nemcsak a m a g Rr sugarát , d e a 
„ s z a b a d d i p r o t o n " effektív s u g a r á t (R2p = h/Ymps0 % 2 ,3 -10~ 1 2 c m ) is. Rg > Rmax(Eg) 
ese tén a 2 p - b o m l á s b a n e m i t t á l t részecske egész gátalatt i ú t j á t d i p r o t o n k é n t teszi 
meg . [(k5i/2)2]o+ konf igurác ió jú d ip ro ton emissz ió jáná l 1 = 0, ezért R0 = 0, a z a z 
i lyenkor a d i p r o t o n a C o u l o m b - g á t belső h a t á r á n széthul lhat . 
2p-bomló m a g o k a t GoVdanszkij [11, 12 ,23 ] , Jänecke [13] va lamin t Karnauhov 
és Tyer-Akopján [18] jó so l t ak m e g . A 2p -bomlás a s t r o n c i u m n á l ( Z = 38) n e h e z e b b 
e lemek esetén m á r nem k é p e s konkur rá ln i a megengede t t / /+ -á tmene t t e l [18]. Ez 
o n n a n a d ó d i k , h o g y a C o u l o m b - g á t növekedése és a p á r e n e r g i a kor lá tozo t t vo l t a 
m i a t t ezen e l e m e k p r o t o n g a z d a g izo tópja inak r 2 p életideje n a g y o b b , mint 1 0 _ 1 sec. 
Tekin te t te l a r r a , hogy a C o u l o m b - g á t a 2p-emisszióval s z e m b e n kétszer a k k o r a , 
m i n t a p -emissz ióva l szemben, a 2p-bomlási fe lezés i idők s o k k a l i nkább a m é r h e t ő 
t a r t o m á n y b a e s n e k , mint a p - b o m l á s i a k . Sőt , a 2p-bomlás t m é g a k k o r is m e g lehe t 
figyelni (pl. v a s t a g f o t o e m u l z i ó vagy W i l s o n - k a m r a segítségével) , ha m a j d n e m 
p r o m t megy v é g b e ( t 2 j , ^ 10~ 1 9 sec), mivel a k é t emittál t p r o t o n energiája k ö z ö t t 
e r ő s korre lác ió kel l hogy f e n n á l l j o n [11, 12, 23]. K o m o l y k í sé r le t i nehézséget j e l en t 
viszont az a t é n y , hogy a 2 p - b o m l á s energ iá ja mindig k i sebb , m i n t a p á r e n e r g i a . 
E m i a t t á l t a l á b a n 1 MeV-nél k i s e b b energ iá jú p r o t o n o k k o i n c i d e n c i á b a n t ö r t é n ő 
spek t roszkóp ia i detektá lása a f e l ada t , s s z á m o l n i kell az e lkerü lhe te t lenü l f e l l é p ő 
p(g)- és kés le l te te t t p -bomlás p r o t o n - h á t t e r é v e l is. 
A 2 p - b o m l á s b a n emi t tá l t k é t p ro ton e n e r g i a - és szöge losz lása a két részecske 
m a g o n belüli és kívüli p á r k ö l c s ö n h a t á s á t t ü k r ö z i . Az e n e r g i a - és szögeloszlásra 
v o n a t k o z ó a n GoVdanszkij [ 11, 12, 23], Galitsky és Cheltsov [31] v a l a m i n t Jänecke [13] 
végeztek s z á m í t á s o k a t . 
Jänecke a z ál ta la fe l té te leze t t bomlás -mechan i zmus s ze r i n t emittál t k o r r e l á l t 
p r o t o n o k e n e r g i a - és szöge losz lásá t a p r o t o n o k között i C o u l o m b - t a s z í t á s és a 
m a r a d é k m a g visszalökési e n e r g i á j a e lhanyago lásáva l s z á m í t o t t a ki. S z á m í t á s a i 
szerint az energiaeloszlás az E = i E 0 ± l ú 0 ( E 0 - r n ) h a t á r o k o n kívül zéró, a leg-
va lósz ínűbb e n e r g i a E=\E0, a z eloszlás szélessége pedig a po tenc iá l -gá t p a r a m é t e -
re inek függvénye . H a $ 0 - la l ( t g i.9„ = Уе0/(Е0-е0)) je lö l jük a maximál is ny í lásszö-
get , melyet a k é t , korrelál t p r o t o n iránya egymássa l b e z á r h a t , akko r a » ny í l á s -
szögek 0° - tó l 5 0 - i g ter jedő e losz l á sa 9 0 -nál m a x i m u m o t m u t a t . Lényegében h a s o n l ó 
e redményekre vezet tek az e l ő b b említett s z e r z ő k által a 2 p - b o m l á s b a n e m i t t á l t 
p r o t o n o k e n e r g i a - és szögelosz lására végzet t , részletesebb és p o n t o s a b b e lméle t i 
számítások is. 
A 2 p - b o m l á s kísérleti v izsgá la táná l f e l l épő nehézségek — melyekről m á r szól-
t u n k — és az eddig i s ikertelen kísérletek 2p - rad ioak t ív m a g e lőá lh tásá ra és észlelé-
sére s e m m i k é p p e n sem c s ö k k e n t h e t i k az ez i r á n y b a n teendő t o v á b b i erőfeszí téseket . 
M a g á n a k a 2p -bomlás j e l enségének , de k ü l ö n ö s e n az e m i t t á l t p r o t o n o k ene rg i a -
és szögelosz lásának kísérleti t a n u l m á n y o z á s a ugyan i s o lyan i n f o r m á c i ó k a t szolgál-
t a tha t , me lyek a magerők t e rmésze te és ezze l az egész m a g f i z i k a s z e m p o n t j á b ó l 
a lapvető j e l l egűek . 
I I I . 2. с. K é s l e l t e t e t t p - b o m l á s 
Egy m e g e l ő z ő ß + - b o m l á s t követő, úgyneveze t t kés le l te te t t p -bomlás l ehe tő -
ségére e lőször Alvarez [1, 3] h í v t a fel a figyelmet. GoVdanszkij [32] muta to t t r á , hogy 
ez a b o m l á s m ó d e lsősorban a p á r o s r e n d s z á m ú p r o t o n g a z d a g i zo tópok s a j á to s sága . 
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H a a p r o t o n energiája k i sebb , mint a C o u l o m b - g á t magas sága , a k k o r a p r o t o n 
a magból a lagú t -e f fek tus révén j u t ki ( „ g á t a l a t t i " ß + -p-bomlás). A b o m l á s k é p 
ekkor h a s o n l ó a hosszú h a t ó t á v o l s á g ú a- részek nehéz m a g o k á l ta l t ö r t é n ő emisszió-
j á n a k képéhez . H a a p r o t o n energiá ja n a g y o b b , mint a C o u l o m b - g á t magas sága 
(„gá t fe le t t i " ß + -p-bomlás), a k k o r ny i lvánva ló az analógia a késlel tet i n e u t r o n o k 
emissziójával [18]. 
Eml í t e t t ük már , hogy ami lyen m é r t é k b e n a stabil i z o t ó p o k t a r t o m á n y á t ó l 
bal ra e l m o z d u l u n k , olyan m é r t é k b e n c s ö k k e n ill. nő az egyes neu t ronszegény izo-
tópok u to l só p r o t o n j á n a k Bp kötés i - ill. Eß+ max imá l i s bomlás i energ iá ja . Késlel te-
tet t p r o t o n o k emissziója c s ak a b b a n az e s e t b e n lehetséges, ha az Eß + menny i ség 
meghalad ja a leánymagbel i u to l só p r o t o n kö tés i energiá já t , s, ezen t ú l m e n ő e n , 
a leánymag E* gerjesztési ene rg i á j a olyan, h o g y a radiációs á t m e n e t részéről f e n y e -
gető k o n k u r r e n c i a e l h a n y a g o l h a t ó : Г
у
<кГ
р
. ( N é h á n y szerző [13, 18] a késlel te te t t 
a -bomlás k o n k u r r e n c i á j á t is ana l i zá l t a ; ez a z o n b a n sokkal kevésbé je lentős , m i n t 
a radiációs á t m e n e t é . ) Ez u t ó b b i feltétel l ényegében véve d e t e r m i n á l j a a késle l te te t t 
/ / -bomlásban emi t t á l t p r o t o n o k energ iá já t : Ep = E*—Bp. A y-sugárzás k o n k u r r e n -
ciája Ep>Epo esetén válik e l h a n y a g o l h a t ó v á , a h o l Epo az a k ine t i kus energia, ame ly -
nél a p r o t o n tp á t lagos t a r t ó z k o d á s i ideje a m a g b a n kb . 10~14 sec. E p o a (7) egyenlet 
a l ap ján s z á m í t h a t ó ki. 
Ily m ó d o n egy megelőző ß + -bom!ás t k ö v e t ő //-emisszió lé t re jö t téhez fel té t lenül 
szükséges a 
Ap = Er-(Epo + Bp) > 0 (9) 
egyenlőt lenség teljesülése [18]. A GoVdanszkij [32] által levezetet t hason ló rende l -
tetésű egyenlő t lenség nem b izonyu l t he lyesnek. GoVdanszkij ugyan i s e lengedhete t -
lenül szükségesnek vélte, hogy a //-instabil n í v ó k kedvezően megengede t t ß "•'-átmene-
tek révén j ö j j e n e k létre. Kés le l te te t t / / -bomlás t a z o n b a n a k k o r is megf igye lhe tünk , 
h a a / / -emisszió egy közönséges ß + - á tmene t u t á n következik be , sőt m ég a k k o r is, 
h a ezzel az á tmene t t e l egy „/ / -emisszió n é l k ü l i " kedvezően megengede t t á t m e n e t 
konkur r á l [33]. M i n d e n a ké rdéses izotóp keletkezési ha táskeresz tmetsze té tő l és a 
mérőbe rendezés érzékenységétől függ. 
M i n d a z o k a magok , m e l y k r e a (9) egyenlő t lenség igaz, energe t ika i lag képesek 
késleltetett p r o t o n o k a t emi t t á ln i , a bomlás va lósz ínűsége a z o n b a n a l e g k ü l ö n b ö z ő b b 
lehet. A n e u t r o n h i á n y növekedéséve l nő a Ap kü lönbség , s ezzel együ t t n ő a késlel te-
te t t / / -bomlás valószínűsége is. A késlel tetet t / /-emisszió valószínűségét , P(Bp)-t 
Viaszon [24] becsül te meg a késlel tetet t n e u t r o n o k emissziós-valószínűségére Kipin 
[34] által l eveze te t t f o r m u l a a l a p j á n . 
A n n a k valószínűsége, h o g y a / ? + - á t m e n e t a l eánymag E és E + dE közé e s ő 
energiá jú ge r j e sz t e t t á l l apo tá ra tör ténik 
W(E)dE = const ( E ß + - E f Q ( E ) d E , 
aho l g(E) a l e á n y m a g n ívósűrűsége E ger jesz tés i energiánál . A z o n / U - b o m l á s o k 
a ránya , a m e l y e k a l e ánymag u to l só p r o t o n j á n a k Bp kötési ene rg iá j áná l n a g y o b b 
energiá jú ge r jesz te t t á l l a p o t o k r a vezetnek, a d j a m e g a késlel tetet t / /-emisszió va ló-
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színüségét. Ez t a köve tkező f o r m á b a n lehe t fel írni : 
Eß* 
/ r + 7 - ( E p r - E f e ( E ) d E 
P(BP) = Bp EI 
j (Eß,-EfQ(E)dE 
(10) 
о 
aho l a megfe le lő jelöléseket i smer jük . Ny i lvánva ló , hogy a s zámlá lóban levő in tegrá l 
j á ru léka fip-től (Epo + Bp)-ig zérusnak v e h e t ő , hiszen itt Г„,»Гр. Az i n t e g r á l alsó 
ha t á rá t t e h á t (Ep o + ő p ) -nek kell v á l a s z t a n u n k : ekkor az egész in t eg rá landó t a r to -
Г 
m á n y r a i g a z n a k vehet jük а Г
у
<зсГ
р
 reláció, a z a z a — — = 1 egyenlőség tel jesü-
' p 
leset. Ezér t végül : 
A tényleges bomlásva lósz ínűség természetesen lényegesen e l té rhe t a (10 ' ) a l a p j á n 
k i számí to t tó l , aminek o k a e l sősorban a Q(E) nívósűrüség helyes megvá lasz tásának 
nehézségében rejlik. 
Kés le l te te t t /»-bomló m a g o k a t Karnauhov és m u n k a t á r s a i [7, 8, 18], Gol'danszkij 
[32], Vlaszov [24] és Jänecke [13] jósol tak m e g . A késlel tetet t /»-bomlás gyakor l a t i l ag 
az egész pe r iódusos r e n d s z e r e n elterjedt ke l l hogy legyen — muta t j ák a l e g ú j a b b 
számí tások [18]. Nem b i z o n y u l t a k tehát he ly tá l lóaknak a z o k a jó s l a tok [24, 32], 
melyek szer in t a nehéz m a g o k t a r t o m á n y á b a n ezen b o m l á s m ó d létezése kizár t . 
A /»-bomlás m e c h a n i z m u s a i közül a késlel tetet t /»-bomlás az, amely a leghozzá-
f é r h e t ő b b a kísérleti v izsgá la t számára. A p ro ton-ene rg iák t ö b b MeV-esek is lehet-
nek, a felezési időket ped ig m é g „gá t a l a t t i " -bomlásná l is gyakor la t i l ag a mege lőző 
ß + - b o m l á s o k jó l mérhe tő felezési idői h a t á r o z z á k meg. Ezze l m a g y a r á z h a t ó , hogy 
m a m á r t ö b b min t tíz, kés le l te te t t /»-bomló m a g o t i s m e r ü n k (1. a III. 4. fe jezete t ! ) . 
A késlel tetet t /»-bomlás kísérleti v izsgá la ta e l s ő s o r b a n magspek t roszkóp ia i 
s z e m p o n t b ó l nagy f o n t o s s á g ú . Nem lebecsü lendő a z o n b a n a z a metodika i j e len tő-
ségű tény sem, hogy az új , p r o t o n g a z d a g m a g o k f e l h a s z n á l h a t ó k azon m a g r e a k c i ó k 
t a n u l m á n y o z á s á r a is, a m e l y e k képződésük re vezetnek. A z i lyen, akt ivációs reakc ió-
m e c h a n i z m u s - v i z s g á l a t o k n a k különösen a nehéz i o n o k k a l lé t rehozot t n u k l e o n -
átadási r e a k c i ó k n á l lehet k o m o l y szerepe — hason lóan a N 1 7 m a g késleltetett n e u t r o n -
sugárzásán a l apu ló ak t ivác iós módszerhez [35]. 
Ezen fejezet befe jezéseként röviden k i t é r ü n k még a n n a k a vitának a z ismerte-
tésére, m e l y n e k a l a p k é r d é s e : radioakt ív b o m l á s n a k t e k i n t h e t ő - e a kés le l te te t t /»-
bomlás vagy n e m ? GoPdanszkij [26] a r r a a z á l láspontra he lyezkedik , hogy a késlel-
tetet t /»-bomlás a késle l te te t t neut ron-emissz ióval és a k ö n n y ű magok késlel te te t t 
(hosszú ha tó t ávo l ságú ) a -emissz ió jáva l a n a l ó g . Innen e r e d ő e n nem ismer el minőségi 
kü lönbsége t a „gá t a l a t t i " - és „gá t f e l e t t i " -bomlás k ö z ö t t ; szerinte a l e á n y m a g 
(10') 
о 
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/ / -bomlása mindig p r o m t . Vele szemben a dubnai c s o p o r t az ezen fe jeze t elején 
ismertetet t analógiá t t a r t j a helyesnek [18], s minőségi kü lönbsége t lát a „ g á t a l a t t i " -
és „gá t f e l e t t i " -bomlás k ö z ö t t . E c sopor t véleményét fej t i ki Petrov [36], s végső 
konk lúz ió j a a köve tkező : a „gá t f e l e t t i " -bomlás va lóban mindig p r o m p t , a „gá t -
a l a t t i " - b o m l á s azonban — különösen a nehéz l e á n y m a g o k n á l és megfe le lően a la-
csony b o m l á s i energ iákná l — lehet r ad ioak t ív . Érvelésének igazolására olyan, 
D u b n á b a n identifikált n e h é z , késleltetett / / - sugárzókat [25] emlí t , melyeknek p r o t o n -
jai k ö z ö t t vannak o lyan energiá júak is, amelyeket a l eánymag C o u l o m b - g á t j a 
I O - 1 2 s e c ideig képes a m a g o n belül v issza tar tani . A d u b n a i csopor t á l l á spon t j á t 
t á m o g a t j a Jpnecke\\3] is. 
Az e l m o n d o t t a k a l a p j á n helyesnek kell t ek in tenünk a dubna i ak érvelését és 
konk lúz ió j á t , bár azt h o z z á kell t e n n ü n k , hogy 10~12 sec-nál hossszabb visszatar-
tások a r a d i á c i ó s á tmene t k o n k u r r e n c i á j a mia t t aligha képze lhe tők el, s emia t t még 
a s z á m í t á s b a vehető l eg röv idebb / ?+-bomlás i felezési idők ( 10~2 — 1 0 _ 1 sec) esetén 
is ezek a visszatar tások gyakor la t i l ag e l h a n y a g o l h a t ó a k . 
A j e l e n , továbbá a 1 1 1 . 1. fe jezetben e lmond o t t ak szerint mi m i n d e n olyan 
„ g á t a l a t t i " késleltetett / / - bomlás t r a d i o a k t í v n a k t ek in tünk , melynek so rán a leány-
mag po tenc iá l -gá t j a 10~ 2 1 — 10~20 sec-nál lényegesen h o s s z a b b ideig képes a p ro to -
nokat a m a g o n belül v issza tar tani . P r o m p t bomlásnak t ek in tünk viszont minden 
„gá t fe l e t t i " -bomlás t , t o v á b b á azokat a , , gá ta l a t t i " - aka t is, melyeknél a v issza tar tás 
ideje 10~ 2 1 — 10~20 sec nagyságrendű . 
I I I . 2. d. K é s l e l t e t e t t 2 / > - b o m l á s 
GoPdanszkij [32] m u t a t o t t rá e lőször a r r a , hogy n e m r i tka az az eset , a m i k o r 
egy p r o t o n g a z d a g pá r a t l an Z- jü izotóp / ? + - b o m l á s a u t á n keletkező p r o t o n g a z d a g 
páros Z - j ü magban B2p<Bp. Ilyen e s e t e k b e n elképzelhető lehetne késleltetett d ip ro -
tonok emissz ió ja . A k ö n n y ű magok t a r t o m á n y á r a k i t e r j e d ő számí tások [13, 32] 
azonban a z t bizonyít ják, hogy ez a b o m l á s m ó d csak a n n y i r a erősen p r o t o n g a z d a g 
izotópok ß + - b o m l á s á n á l f o r d u l h a t n a e lő , melyek már / /< 9 ,-instabilisak és ezért nem 
képesek ß + - b o m l á s r a . 
A késlel tetet t 2 /z-bomlásnak a k ö z e p e s és nehéz m a g o k t a r t o m á n y á b a n való 
további e lméle t i v izsgá la tá ra van szükség ahhoz , hogy ezen b o m l á s m ó d létezéséről 
vagy nem-lé tezéséről a v é g s ő szót k i m o n d h a s s u k . Ezekben a m a g - t a r t o m á n y o k b a n 
a késlel tetet t d ip ro tonemissz ió egyik l e g n a g y o b b akadá lya az, hogy а Г2р nívószéles-
ségek s o k k a l gyorsabban csökkennek a gerjesztési energia csökkenésével , min t а Г
р  
nívószélességek. Ez egyrészt a késleltetett / / -bomlás k o n k u r r e n c i á j á n a k megje lenésé-
hez, m á s r é s z t a r ad iác iós -á tmene t k o n k u r r e n c i á j á n a k j e l e n t ő s e rősödéséhez vezet, 
így n a g y o n valószínű, h o g y a késleltetett 2/z-bomlás — h a egyál ta lán létezik — olyan 
ritka, h o g y csak kísérleti ú ton tör ténő , véletlenszerű fe l fedezése e lképzelhete t len . 
I I I . 2. e. / / « " " - b o m l á s 
I smere t e s , hogy a n e h é z ionokkal l é t r ehozo t t m a g r e a k c i ó k b a n nagy valószínű-
séggel ke le tkeznek ún. konf igurác iós i z o m e r á l l apo tban t a lá lha tó m a g o k [37]. 
A k o n f i g u r á c i ó s n ívókat szokat lanul m a g a s spin-érték je l lemzi , ami a n e m p á r b a -
álló, egy h é j o n belül e lhe lyezkedő n u k l e o n o k k ö l c s ö n h a t á s á n a k e r edményekén t j ö n 
létre. A konf igurác iós i z o m e r e k teljes ger jesztési energ iá ja ni. csak n é h á n y — leg-
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kü l ső — n u k l e o n gerjesztésére fordí tódik , a m i mia t t ezek n e m képesek n u k l e o n -
p á r o k a t a l ko tn i . A nagy sp in -é r t ék teszi l ehe tővé , hogy a konf igurác iós i z o m e r e k 
képesek nehéz részek e m i t t á l á s á r a , amire a l egszebb példa a z a-aktív Po 2 1 2 m [38] 
és a spontán h a s a d ó Am242"1 [39] esete. 
P r o t o n - a k t í v konf igurác iós izomer á l l a p o t o k létezésének lehetőségét, s a j á t 
kísérleti e r e d m é n y ü k in t e rp re t á l á sá ra , a d u b n a i csoport t a g j a i vetették fe l [33]. 
Egy p r o t o n g a z d a g konf igurác iós izomer a k k o r lehet /»(m) - ins tab i l , ha E*>Bp. 
Mivel az i z o m e r ál lapot nagy spin-értéke m e g t i l t j a a r ad i ác ió s á tmenete t , ezé r t a 
m a g egy Ep = E* — Bp energ iá jú p ro ton emissz ió ja révén fog e l b o m l a n i . A C o u l o m b -
és cent r i fugái -gá t közös ha tása u g y a n e k k o r j e l e n t ő s é le t t a r tamot biztosí t az i z o m e r n e k 
a /»-emisszióval szemben. 
A p>m)-bomlás elmélete m é g alapjaiban s incs k idolgozva, így egyál ta lán n e m 
lehet meg jóso ln i azoka t az i z o t ó p o k a t , a m e l y e k n e k p ro ton -ak t ív izomerjei l e h e t n e k . 
A Po212m a n a l ó g i á j á r a a z o n b a n ilyen i z o t ó p o k létezését reá l i s lehetőségként kell 
kezelnünk, a n n a k ellenére, h o g y GoVdanszkij [26] a p(m)-bomlást, mint a d u b n a i 
kísérleti e r e d m é n y e k egyikének in terpre tá lásá t , meggyőzőnek l á t s z ó indokok a l a p j á n 
elvetette. 
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3. ábra. A p-aktív magok NZ-síkban ábrázolt tartománya ferdén vonalkázott. A p-bomlás tar-
tományának jobboldali határa azokon az izotópokon halad át, amelyekre Ap — Ep* - (EP0 + Bp)^0. 
A másik határvonal oly módon lett meghatározva, hogy tőle balra csak olyan izotópok találhatók, 
melyekre az alapállapotból történő p-emisszióval szembeni átlagos élettartam, 10"10 sec. A 
szaggatott vonalon találhatók azok a páratlan Z-jű magok, amelyekre 10 —1 sec. Az eredmény-
vonalon azok az izotópok helyezkednek el, melyekre az alapállapotból történő a-bomlással szem-
beni átlagos élettartam, r«»;10-1 sec. Az elemek legkönnyebb stabil izotópjait vastag, tört vonallal 
összekötött köröcskék jelzik. Nyilak ábrázolják néhány p-aktív mag előállítási módját gyorsított 
Ne20 és Ca40 ionokkal létrehozott magreakciókban. [18]. 
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III. 3. A p-bomlás tartománya 
Most . m i u t á n m e g i s m e r k e d t ü n k a / / - b o m l á s lehetséges mechan izmusa iva l , s 
ismerjük a z o k a t a fel tételeket , amelyek mel le t t az egyes b o m l á s m ó d o k real izá lód-
ha tnak , h a s z n o s lehet a s z á m i t á s o k konkré t e redménye inek i smere te . Ezt az igényt 
igyekszünk kielégíteni Karnauhov és Tyer-Akopján [18] s z á m í t á s a i n a k részletes i smer-
tetésével (3., 4. és 5. ábra) . V á l a s z t á s u n k azé r t esett éppen a neveze t t szerzők m u n -
ká jára , m e r t a / / -bomlás t a r t o m á n y á t ez t á r g y a l j a va lamennyi h a s o n l ó jellegű m u n k a 
közül a legrészletesebben és l egá t fogóbban . A 3. ábra jó l szemlél te t i , hogy a z o k az 
izotópok, a m e l y e k r ad ioak t ív á t a l aku lásuk so rán p r o t o n o k a t fognak emi t tá ln i , 
milyen k i t e r j e d t t a r t o m á n y t képeznek . A / / -bomlás t a r t o m á n y a részletesen a 4. 
( Z < 5 0 ) és 5. ( Z > 5 0 ) á b r á k o n lá tható . A Z > 5 0 r endszámú / / -akt ív m a g o k t a r t o -
m á n y a j e l e n t ő s mér tékben e l t á v o l o d o t t a s tabi l i s i zo tópoktó l . E n n e k ellenére elegen-
dően nehéz i o n o k k a l (Si28, A r 3 6 , Ca4 0 , Ni58 s tb . ) lé t rehozot t m a g r e a k c i ó k segítségé-
vel ez a t a r t o m á n y is e lé rhe tő . A / / ' " ' -bomlás kísérleti t a n u l m á n y o z á s a s z e m p o n t j á -
4. ábra. A Z«=50 rendszámú p-aktív magok tartománya. A körök — az elemek legkönnyebb 
stabil izotópjai. A folytonos lépcsős vonal azokon az izotópokon halad keresztül, amelyekre 
Ap — Eß* - (Ep0-r Вр)ъО. Azok a magok, amelyekre Eß + =2(Ep0+Bp), a szaggatott lépcsős vona-
lon találhatók. Befeketített háromszögekkel vannak jelölve azok az izotópok, amelyektől kezdve 
TpSlO"1 sec. Azok a páratlan Z-jű magok, melyeknek az alapállapotból történő p-bomlással szem-
beni élettartamuk a 10-10 — 10 1 sec tartományba esik, négyszögekben találhatók. Keresztek 
jelzik azokat az izotópokat, amelyeknél nincs kizárva a 2p-bomlás lehetősége. [18]. 
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ból figyelemre méltó l ehe tőségre m u t a t o t t rá Karnauhov és Tyer-Akopján [18]. 
Eszerint a Z = 59—71 in te rva l lumba eső , pá r a t l an r e n d s z á m ú р{я)-instabil m a g o k a t 
(ezeknél a z a -bomlás k o n k u r r e n c i á j a e lhanyago lha tó ) , a megfelelő, p á r o s Z-jű 
a n y a m a g o k /?+-bomlása r évén is elő lehe t állítani, nem c s u p á n közve t lenül , mag-
.5. ábra. A Z > 50 rendszámú //-aktív magok tartománya. A folytonos sima görbe jelzi azt a határt, 
amelytől balra az izotópok alapállapotból történő a-bomlással szembeni átlagos élettartama, г* «= 10-1 
sec. A többi jelölés ugyanaz, mint a 4. ábrán. [18]. 
reakciók ú t j á n . A / ( + - b o m l á s viszonylag hosszú , 1 — 10 sec nagyságrendű felezési 
ideje m ó d o t a d n a a / ? + - b o m l á s során ke l e tkező , / / " ' - b o m l ó magoknak a p ro ton -
s p e k t r o m é t e r h e z való „e l szá l l í t ására" . E m e l l e t t ilyen k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t т - t a 
/ / -emissziónak a megelőző ß + -á tmenethez viszonyítot t késése alapján l e h e t n e meg-
mérni. M i n d k é t körü lmény nagymér t ékben megkönnyít i a kísérlet megtervezésé t és 
kivitelezését. 
Befejezésül egy pé ldá t idézünk az e l m o n d o t t a k r a . F e l a d a t u n k a
 6 5 T b 1 3 6 - 1 3 8 
mérhe tő felezési idejű, p ( a ) - r ad ioak t ív i z o t ó p o k előállí tása. Ez pl. az a l á b b i mag-
reakciók lé t rehozása , m a j d a reakc iókban keletkező v é g m a g o k / ? + - b o m l á s a révén 
o ldható m e g : 
4e Pd102 ( 2 0 C a 4 0 . 4 - 6n) fi6 D y 1 3 8 - 1 3 6 I f № T b 1 3 8 " 1 3 6 . 
Min t e m l í t e t t ü k , a fenti T b - i z o t ó p o k / / " ' - i n s t ab i l i s ak , t ehá t b e n n ü k az u t o l s ó p ro ton 
Bp kötési ene rg i á j a negatív. így bomlásuk m é g az esetben sem tek in the tő késlelte-
tett / / - b o m l á s n a k , ha nem a l a p - , hanem v a l a m e l y gerjesztett á l l apo tukbó l t ö r t é n i k is. 
III. 4. Kísérleti eredmények a p-bomló magok tanulmányozásában 
A l e g u t ó b b i években s z á m o s e r e d m é n y e s p róbá lkozás tö r t én t / / - b o m l ó magok 
e lőál l í tására és a / / -bomlás t u l a j d o n s á g a i n a k kísérleti v izsgá la tá ra . N a g y o n való-
színű, h o g y valamennyi e d d i g identifikált / / - sugárzó mag egy megelőző / í + - b o m l á s 
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út ján j ö n létre . A k ö n n y ű magok t a r t o m á n y á b a n ki lenc (C 9 [40], 0 1 : ! [41], Ne1 7 
[33,41, 42, 43], Mg21 [33, 41 , 44], Si25 [41, 44], S29 [45], A r 3 3 [46], Ca3 7 [46, 47], Ti 4 1 
[46]), a közepesekében e g y ( K r 7 0 - 7 2 [33]), a nehezekében pedig két (Te 1 0 8 [48], 
T e 1 0 9 - 1 1 1 [49]) késleltetett p - sugá rzó i zo tóp felfedezését t ek in th e t j ü k többé-kevésbé 
véglegesnek. 
M e g e m l í t j ü k , hogy a ß + — p - b o m l á s kísérleti t a n u l m á n y o z á s á n kívül t ö r t én t 
már p r ó b á l k o z á s más b o m l á s — m e c h a n i z m u s észlelésére is. így Karnauhov és Lu-Szi-
tin [50] m e g p r ó b á l t á k e lőá l l í t an i a 2p-bomló Ne 1 6 magot , s de tek tá ln i a n n a k b o m l á s á t . 
A dubna i 310 cm-es c i k l o t r o n b a n Ni t a r g e t e t sugároz tak be ~ 150 MeV energ iá jú 
Ne2 0 i o n o k k a l . A 4 / i -á tadás i reakcióban ke le tkező Ne 1 6 m a g o k a t egy speciál isan 
kiképzett k a m r á b a n e lhe lyezkedő f o t o e m u l z i ó b a „ t e r e l t ék" . A terelést a c ik lo t ron 
mágneses terével v a l ó s í t o t t á k meg. Ilyen kísérleti fe l té te lek mellett egyetlen 2p-
bomlást s em sikerült reg isz t rá ln iok . E n n e k az e r e d m é n y n e k a köve tkező m a g y a r á -
zatai l ehe tségesek : I. ha a Ne 1 6 é l e t t a r t a m a т2р ^ 10~8 sec, a 2p-bomlás energ iá ja 
pedig E 0 > 1 MeV, a k k o r a z effektus h i á n y a azt je lent i , hogy a Ni (Ne 2 0 , Ne 1 6) 
reakció ha t á ske re sz tme t sze t e S 1,8-10~ 3 0 c m 2 ; vagy 2. a Ne 1 6 é l e t t a r t ama т 2 р < 
< 10~8 sec. 
Az a t ény , hogy ezek a z e redmények m i n d az e lmúl t ké t év fo lyamán szület tek, 
világosan m u t a t j a , hogy a p -bomlás kísérlet i t a n u l m á n y o z á s á b a n még a kezdet 
kezdetén t a r t u n k . A k u t a t á s azonban ór iás i intenzitással fo ly ik , s b i zonyára nincs 
messze az idő , amikor a p - b o m l á s a kísérleti magfizikai k u t a t á s olyan h a t h a t ó s 
eszközévé vál ik , ame lynek segítségével a p r o t o n g a z d a g i z o t ó p o k ma még teljesen 
ismeretlen t a r t o m á n y a t a n u l m á n y o z h a t ó . M e g van az a l a p a r ra , hogy ezektő l a 
ku t a t á sok tó l számos új, eset leg várat lan in formác ió t r emé lhessünk a m a g a n y a g 
tu l a jdonsága i t illetően. 
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MOLEKULÁK KÖZÖTTI 
KÖLCSÖNHATÁSOK VIZSGÁLATA 
A RAMAN SPEKTROSZKÓPIA MÓDSZERÉVEL* 
PINTÉR FERENC 
József Attila Tudományegyetem Kísérleti Fizikai Intézete, Szeged 
A jelen dolgozat rövid összefoglalást nyújt a Raman spektroszkópia egy új alkalma-
zási lehetőségéről, a molekulák közötti kölcsönhatások vizsgálatával kapcsolatosan. 
A szerző kísérleti vizsgálatai [23, 24, 25] azt mutatják, hogy a gázok tiszta rotációs 
vonalainak kiszélesedése a gáz nyomásán kívül a rotációs kvantumszámoktól is 
függ. A vonalkiszélesedést, illetve a vonalkiszélesedésből számított ütközési para-
méterek értékét a molekulák közötti különböző multipólus-kölcsönhatásokkal 
(kvadrupólus-kvadrupólus és diszperziós kölcsönhatásokkal) hozzuk kapcsolatba. 
Az elméletileg számított és a kísérleti adatokból nyert ütközési paraméterek értékei 
kielégítő egyezést mutatnak. Az észlelt effektus a kölcsönhatás következtében a 
különböző rotációs állapotok közötti indukált átmenetekkel értelmezhető. 
A tiszta vibrációs átmeneteknek megfelelő Q-ágak kísérleti vizsgálatai [18, 19, 26] 
szerint a Q-ágak aszimmetrikus kontúrral rendelkeznek, és szélességük a gáz nyomá-
sától nem függ. Az aszimmetrikus kontúrt és szélességét a rotáció és vibráció köl-
csönhatásának figyelembevételével értelmezzük. A Q-ágak rotációs komponensei-
nek kiszélesedése jelentéktelen, ami arra mutat, hogy a rotációs energiaszintek nem, 
vagy csak kismértékben perturbálódnak. 
Bevezetés 
A R a m a n - e f f e k t u s r ó l á l t a l ában 
1923 -ban Smekal [1] megjósol ta , h o g y m o n o k r o m a t i k u s beeső f é n y s u g á r esetén 
a s zó r t f é n y s p e k t r u m á n a k k ü l ö n b ö z n i e kell az e rede t i tő l , azaz a s p e k t r u m b a n a 
bee ső f é n y s u g á r s p e k t r u m v o n a l á n k ívü l hos szabb és r ö v i d e b b h u l l á m h o s s z ú vona lak 
is f e l l é p n e k . Raman — indiai fizikus — [2] 1928-ban víz és még n é h á n y fo lyadék 
esetén k i m u t a t t a ezeket a z ú j s p e k t r u m v o n a l a k a t . Ger jesz tés re a n a p f é n y t használ ta , 
a l k a l m a s szűrőn va ló á tbocsá t á s u t á n , és a szórt f ény t , illetve e n n e k s p e k t r u m á t 
v izuá l i san figyelte meg . Ramannal e g y i d ő b e n , Landsberg és Mandelstam [3] — orosz 
fizikusok — kvarckr i s tá ly v izsgá la takor figyelték m e g ú j vona lak je len lé té t . Ezek 
az ú j v o n a l a k — a R a m a n - v o n a l a k — , amelyek a m o n o k r o m a t i k u s ge r j e sz tő fény 
s p e k t r u m á b a n nem szerepelnek, a m o l e k u l á k vibrációjával , illetve ro t ác ió j áva l hoz-
h a t ó k k a p c s o l a t b a ; a R a m a n - v o n a l a k f r e k v e n c i á j á n a k a beeső fény f r ekvenc iá j á tó l 
való e l t é rése a szóró közegre j e l l emző . 
E z e k n e k az ú j v o n a l a k n a k a meg je l enésé t — a R a m a n - e f f e k t u s t — élesen el 
kell k ü l ö n í t e n i a fluoreszcenciától. M i n t ismeretes, m o n o k r o m a t i k u s gerjesztés 
ese tén a z emit tá l t f luoreszcenciafény s p e k t r u m a egy meglehe tősen széles és a ger-
j e sz tő f é n y hu l l ámhosszá tó l alig f ü g g ő spekt rá l i s helyzetű sávot a lkot , m í g a R a m a n -
szórás e se t én sáv vagy s á v o k nem j e l e n n e k meg, és a szór t fény h u l l á m h o s s z a a ger-
j e sz tő fényével együt t vá l toz ik . M á s r é s z r ő l a polar izációs viszonyok tek in te tében is 
erős e l t é r é s mu ta tkoz ik . 
* Érkezett 1965. dec . 18. 
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A R a m a n - e f f e k t u s a f ényszó rá s fo lyamata a la t t i molekulár i s á tmene tek k ö v e t -
k e z t é b e n jön létre . A z effektus m a g y a r á z a t á t a k v a n t u m e l m é l e t a d j a , amelyet egy-
szerűs í te t t a l a k b a n az energ ian ívók d i ag ram ján ak segítségével v iz sgá lha tunk . A szó-
r á s n á l a tetszőleges v0 f rekvenciá jú és hv0 energiájú f é n y k v a n t u m „ ü t k ö z i k " a m o l e k u -
l áva l , amely e rede t i l eg va lami lyen stacionárius á l l apo tban v a n , m o n d j u k az E" 
e n e r g i á j ú á l l a p o t b a n , és így a m o l e k u l á n a k a hv 0 + E " energ iá jú á l l apo tba kel lene 
á t m e n n i e . 1 Ha a z o n b a n a m o l e k u l á n a k nincsen E"+hv0 e n e r g i á j ú s t ac ionár ius 
á l l a p o t a , a k k o r a f é n y k v a n t u m a z o n n a l emi t t á lód ik (tetszőleges i rányba) és a m o -
l e k u l a a liv0 + E" „vi r tuál is á l l a p o t b ó l " visszajut vagy a k i i n d u l ó - E " ' , vagy p e d i g 
egy et től eltérő £ " s tac ionár ius á l l a p o t b a . Ha a m o l e k u l a az e rede t i , E" á l l a p o t á b a 
k e r ü l , a f é n y k v a n t u m nem veszí t energiá jából , köve tkezésképpen a f r ekvenc iá j a 
megegyez ik az ü t k ö z é s előtti f r e k v e n c i á v a l ; ily m ó d o n megy v é g b e az ún. Ray le igh-
fé le szórás. Ha v i szon t a m o l e k u l a egy az e rede t i tő l el térő E' á l l a p o t b a tér v issza , 
a k k o r a molekula vagy k a p egy bizonyos n a g y s á g ú energiát a f é n y k v a n t u m t ó l , 
v a g y pedig b i zonyos nagyságú e n e r g i á t át ad a f é n y k v a n t u m n a k . K ö v e t k e z é s k é p p e n , 
E"—E AE 
h a a f é n y k v a n t u m f rekvenciá ja vá l toz ik , úgy ez a vál tozás = —— , és ez 
h h 
poz i t í v vagy nega t ív at tól f ü g g ő e n , hogy £ " > £ ' vagy £ " < £ ' . Mivel pedig £ " 
he lye t t £ ' is lehet a kiinduló á l l a p o t , a szórt f é n y b e n az eredet i v0 f rekvenciáva l 
AE AE 
e g y ü t t megje lennek a v0 + - r — , és a v0 — f rekvenc iák , vagy i s végbemegy a 
n h 
R a m a n - s z ó r á s . A z o k a t a R a m a n - v o n a l a k a t , a m e l y e k n e k a f r ekvenc iá j a k i sebb , 
m i n t a Rayle igh-szórás v o n a l á n a k f rekvenciá ja — stokesi , a m e l y e k é pedig n a g y o b b , 
a z o k a t an t i - s tokes i -vona laknak nevezzük . A R a m a n - v o n a l a k n a k a beeső f é n y h e z 
v i szonyí to t t , c m - 1 - b e n kifejezett spekt rá l i s e l to lódása i a m o l e k u l a energ iaá l lapo ta i 
k ö z ö t t i AE e n e r g i a k ü l ö n b s é g e k n e k felelnek meg. A R a m a n - s z ó r á s s p e k t r u m á b a n 
t e h á t csak o lyan v o n a l a k j e l e n h e t n e k meg, ame lyek a k ü l ö n b ö z ő rotációs , v ib rác iós 
és e lek t ron-n ívók közöt t i á t m e n e t e k következményei . A l e g g y a k r a b b a n vizsgál t 
e s e t ek a rotációs és vibrációs á t m e n e t e k . A ro tác iós R a m a n - e f f e k t u s n á l a t apasz ta l a t 
s ze r in t a k é t a t o m o s molekulák j ro tációs k v a n t u m s z á m a Aj = ± 2 - v e l vá l toz ik 
m e g . A vibrációs R a m a n - e f f e k t u s n á l a vibrációs k v a n t u m s z á m vál tozása Av=\. 
A közbeeső energiaszint (hv0+ £ " ) — mint a h o g y m á r e m l í t e t t ü k — a m o l e k u -
l á n a k nem s t ac ioná r iu s á l lapota , d e ezt az á l l apo to t le lehet írni a pe r tu rbác ió e lmé-
le te segítségével a z összes l ehe t séges s tac ionár ius á l l apo tok szupe rpoz íc ió j akén t , 
vagy i s az összes e lekt ron- , v ib rác ió s , rotációs n í v ó k sa já t függvénye i segítségével. 
Köve tkezésképpen a h h o z , hogy m e g tud juk h a t á r o z n i az á t m e n e t e k valószínűségét 
és a kiválasztási szabá lyoka t , f e l t é t l enü l i s m e r n ü n k kell ezeket a n ívókat . 
A polar izációs elmélet, a m e l y e t Placzek [4] á l l í to t t fel, n a g y o n leegyszerűsí-
t e t t e ezt a p r o b l é m á t . Placzek a po l a r i zá lha tóság f o g a l m á t á l t a l á n o s módon veze t te 
be . A gerjesztő f é n y k v a n t u m £ e l e k t r o m o s v e k t o r a a m o l e k u l á b a n létrehoz egy P 
i n d u k á l t m o m e n t u m o t 
Й = M • \E\, 
1
 Ha a molekula a hv"+E" energiával stacionárius állapotba kerül, akkor a fénykvantum 
abszorbeálódik, és a molekula gerjesztett állapotba jut. Bizonyos idő elteltével ez a fénykvantum 
kisugárzódhat, ugyanazzal a v0 frekvenciával vagy egy más frekvenciával attól függően, hogy a 
molekula az eredeti állapotába, vagy attól eltérő állapotba jut. Ezt a folyamatot fluoreszcenciának 
nevezzük. 
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ahol |a| a po la r izá lha tóság . A z á l ta lános ese tben a P vektor k o m p o n e n s e i a köve tkező 
kifejezéssel a d h a t ó k meg: 
PX У-ХХ^х "f" ^ хуру У-xzPz 
P y oc yXEx ~f~ ос у yEу ос у .E _ 
Р - ОС 2хРx I z уРу "f ^ z zPz ' 
I t t txxx, otxy, ... az |a| po la r izá lha tóság i t e n z o r k o m p o n e n s e i a mo leku lához rögzí -
tett xyz k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n . Az |a| po l a r i zá lha tóság sz immet r ikus t enzo r 
(axy — txxy s tb . ) , és egy m o l e k u l á h o z rögzített fő tenge lyekkel r ende lkező el l ipszoidot 
határoz meg . A z említett fő tenge lyeknek az i r ányában a P és E vek to rok i rányai 
megegyeznek, á l ta lában a z o n b a n P és E n e m p á r h u z a m o s a k , az egyenletnek meg-
felelően. H a a töltések e lo sz l á sa a m o l e k u l á k sz immetr ia tengelyei re nézve szim-
metr ikus , a k k o r a po la r izá lha tóság i ellipszoid egyes tengelyei e sz immetr ia tengelyek 
kel egybeesnek. Ily m ó d o n , a molekula te t sző leges sz immetr ia tengelye a polar izá l -
hatósági e l l ipszoid főtengelye is, és tetszőleges sz immetr ias ík a z ellipszoid két ten-
gelyét t a r t a l m a z z a . A m i k o r a z ellipszoid m i n d h á r o m f ő t e n g e l y e egyenlő nagy-
ságú, mint a h o g y ez g ö m b s z i m m e t r i k u s m o l e k u l á k ese tében fenná l l , i zo t róp po la -
r izá lha tóságró l beszélünk. A z o n esetekben, a m i k o r l e g a l á b b k e t t ő k ü l ö n b ö z ő , pl. 
lineáris m o l e k u l á k , s z i m m e t r i k u s és a sz immet r i kus pörge t tyű t í pusú moleku lák ese-
tében, a n i z o t r o p po la r i zá lha tóságró l beszé lünk. 
Á l t a l á n o s esetben az jaj po lar izá lha tósági tenzor a de t e rmináns tó l e l tekin tve 
két invar iánssa l rendelkezik, amelyek közül a z egyik, а ' , а po l a r i zá lha tóság g ö m b i 
vagy i zo t róp részét képezi, a m á s i k , ß, az a n i z o t r o p részt. E z e k e t a következő a l a k b a n 
állítják elő : 
ОС ^ (^ „x.v I У^У I z^z) 
és 
ß* = j [a*x - a , , ) 2 + (ayy - a j 2 + ( a z z - a xxf + 6 (<x2xy + x% + a2 J j . 
Világos, h o g y a po l a r i zá lha tó ság a kü lönböző ro tác iós és v i b r á c i ó s mozgások köve t -
keztében v á l t o z n i fog. A p o l a r i z á l h a t ó s á g n a k ez a v á l t o z á s a okozza a R a m a n -
szórást. A R a m a n - s z ó r á s megf igyelhető m i n d poláros , m i n d n e m poláros m o l e k u l á k 
esetében, e l lenté tben az i n f r a v ö r ö s terüle ten je lentkező a b s z o r p c i ó s v o n a l a k k a l , 
amelyek c s a k a k k o r j e l e n n e k meg, ha a m o l e k u l a állandó dipólus-momentummal 
rendelkezik. T e h á t a R a m a n - s z ó r á s , amely a változó polarizálhatóság köve tkezménye , 
kiterjeszti a v izsgála tokat a n e m poláros m o l e k u l á k r a is. 
A Raman-e f fek tus sa l k a p c s o l a t o s v izsgá la tok je lentős része csak a m o l e k u l á k 
— fen t i ekben említett — r o t á c i ó s és v ib rác iós energ iasz in t je inek m e g h a t á r o z á s á r a 
szorí tkozik. A kísérleti be rendezések fe j lődése lehetővé t e t t e a k ü l ö n b ö z ő ro t ác ió s 
k v a n t u m s z á m m a l r ende lkező R a m a n - v o n a l a k kiszélesedésének (a l ak jának) vizs-
gálatát is. A j e len vizsgálat c é l j a a kiszélesedés a l ap ján a m o l e k u l á k közöt t i kö lc sön-
hatások ( k v a d r u p ó l u s - k v a d r u p ó l u s ; d i szperz iós) t í pusa inak , illetve ezek fizikai 
je l lemzőinek (ütközési p a r a m é t e r e i n e k ) m e g h a t á r o z á s a . 
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Kísérleti berendezés 
Gázállapotú anyagok Raman-spektrumainak kísérleti vizsgálata nagyon nehéz feladat a szórt 
fény kis intenzitása miatt. A legutóbbi időkig a gázok Raman-spektrumát kizárólag fotografikus 
módszerrel regisztrálták. A rotációs szerkezet felbontására nagy diszperziójú spektrográfokat 
alkalmaztak, amelyek általában kis fényerővel rendelkeznek. Alig néhány évre tehető a fotoelekt-
romos módszer használata a rotációs, vibrációs és rotációs-vibrációs vonalak intenzitásának, széles-
ségének és kontúrjának mérésére. 
A kísérleteket DFSz-4-es regisztrálós spektrofotométeren végeztük el. A spektrofotométer 
monokromátorának diszperziója 6,4 Â/mm. A rács elfordulásának sebességét (v), a vr « ôg feltétel-
bő! határoztuk meg, ahol т a regisztráló készülék időállandója, <5, (cm_1-ben) a gerjesztővonal 
megfigyelt szélessége. A rotációs vonalak esetében v=2 cm - jperc, a vibrációs vonalak esetében 
r=3,6cm-1/perc sebességgel dolgoztunk. 
A szórt fény kis intenzitása és a fotoelektromos regisztrálás miatt az 1. ábrán látható sok-
szoros visszaverődésű tükrös küvettát használtunk [5]. A tükrös küvetta egy elülső (C, D) és egy 
hátulsó (A, B), azonos görbületi sugárral rendelkező gömbtükörből áll. A hátsó tükör félbe van 
vágva, és mindkét féltükör elforgatható. Az elülső tükrön egy 35 mm magas és 0,5 mm széles 
rés van. A négy, azonos optikai adatokkal rendelkező tükröt úgy kell beállítani, hogy а С és D 
tükrök görbületi középpontjai az E-vel jelölt pontba, az A és В tükrök görbületi középpontjai 
az а és ó-vel jelölt pontokba essenek. Az а görbületi középpontú A tükör az S rést а С tükrön az 
»Sj helyre képezi le. Az 5j réskép C-ről B-re, B-ről D-re, majd újra A-re reflektálódva, a folyamat 
megismétlődik. Ily módon ebben a négytükrös rendszerben az 5 résről az A tükör az Su S~, S5, . . ., 
illetve а В tükör az S,, S,, S,-,. . . reskepeket hozza letre. Ismerve a tükrök Ä reflexiós koefficiensét 
és a résképek n számát, ki tudjuk számítani rendszerünk „effektivitását." Ezt a következő kifeje-
zéssel lehet megadni: 
l-R2" 
Ф = ; l -R 
1 
n nagy értékeinél —— . A mi feltételeink között « « 2 0 , R=0,98 — 0,99 volt, és ily módon Ф « 50. 
Ez azt jelenti, hogy kb. 50-szer nagyobb intenzitású szórt fény jutott be a spektrofotométerbe, 
mint tükrök nélkül. A célból, hogy közvetlenül a gerjesztő fényforrástól fény ne juthasson a spektro-
fotométerbe, a küvettában megfelelő módon diafragmákat helyeztünk el. Nagy figyelmet igényel 
a küvetta beállítása, ti. az, hogy milyen módon történjék a leképezés. Amint azt elméleti megfon-
tolások alátámasztják [5], az optimális leképezésnek az felel meg, amikor a küvetta első rését a 
spektrofotométer belépő résére képezzük le, a hátulsó tükröt pedig a kollimátortükörre. Ily módon 
a spektrofotométer „látja" az egész küvetta-térfogatot. Ez megfelelően választott két kondenzoros 
leképező rendszerrel biztosítható. 
Gázok Raman-spektrumának felvételére alacsony nyomású higanygőz-lámpákat használnak. 
Egyik lényeges tulajdonságuk, hogy intenzív vonalas spektrummal rendelkeznek, amely alkalmas 
a fényszóródási effektusok vizsgálatára. Másik lényeges előnyük, hogy az alacsony nyomású 
higanygőz-lámpák laboratóriumi körülmények között is elkészíthetők [6]. 
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A gerjesztésre legjobb felhasználni a À = 4358 Â hul-
lámhosszú vonalat. Ez intenzív és éles vonal. A vonal 
félértékszélessége, a készülék átviteli függvényével együtt, 
2—3u széles bemenő és kilépő réssel regisztrálva «j0,7 cm-1. 
Gázok Raman-spektrumának felvételére egyik legalkalma-
sabb higanylámpa típusa a 2. ábrán látható. A folyékony 
Hg-elektródokat 10—20°C-on, a lámpa középső részét 
50—60°C hőmérsékleten tartja áramló hideg, ill. meleg víz. 
Ez utóbbi magasabb hőmérséklet azért fontos, hogy meg-
akadályozzuk a Hg kondenzációját a kisülési cső falán. Az ilyen típusú higanygőz-lámpákat 
10—40 amperig lehet használni. 
Detektálásra FEU-17 elektronsokszorozót (sötétáram I0 - 1 2 —I0 - 1 3 amper) használtunk, 
amelyet gondosan kiválogattunk a jel/zaj viszony mérésével [7]. Érdemes megjegyezni, hogy a jel/zaj 
viszony maximuma kb. 600—650 V feszültségnél adódik, az előírt 1000—1100V munka-feszültség 
helyett. A sokszorozó áramát egyenáramú erősítővel erősítettük, és kompenzográffal regisztráltuk 
a spektrumokat. 
1. TÁBLÁZAT 
M o l e k u l a n2 co2 c2h2 
Kvadrupólus 
momentum 1,49 3,1 5,3 
Q • 102e CG SE 
U358 А' Ю 20 30 40 50 60 20 80 90 100 
3. ábra. Többatomos molekulák rotációs spektrumai 
A vizsgálatokat N2, C0 2 , C2H, gázok és N2-i-He, valamint C 0 2 + He gázkeverékek esetében 
végeztük el. A vizsgált gázok molekulái dipólus nélküli molekulák, de kvadrupólus momentummal 
rendelkeznek (lásd I. táblázat). A 3. ábrán az N.,, СО,, C2H2 molekulák jól felbontott tiszta rotá-
ciós spektrumai láthatók. 
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.4 mérési eredmények kiértékelése 
Amint a 3. á b r á n lá tha tó , a C 0 2 és C 2 H 2 spek t rumai e r ő s e n át fedik e g y m á s t 
egészen a l acsony nyomásná l is, ugyanakko r a z N , spek t ruma ese tén még l O a t m 
nyomásná l is ez a z átfedés e lhanyago lha tó . 
Amint i smere t e s , a regisztrál t s p e k t r u m v o n a l eltér a va lód i s p e k t r u m v o n a l t ó l , 
A megfigyelt é s va lód i eloszlás kü lönbözőségé t nagyszámú o k idézheti e l ő : p l . a 
regisztráló k é s z ü l é k nem ideális készülék, és e l t o rz í t j a a va lód i eloszlást, t o v á b b á 
a fényfor rás g e r j e s z t ő vonala n e m szigorúan m o n o k r o m a t i k u s , h a n e m va l ami lyen 
félértékszélességgel rendelkezik s tb . Olyan e f f e k t u s o k a t , min t a Dopp le r - e f f ek tus , 
e l h a n y a g o l h a t u n k , mert amin t egyszerű s z á m í t á s o k m u t a t j á k , az ezekből e r e d ő 
kiszélesedés igen kicsiny a n y o m á s i kiszélesedéshez képest. 
A valódi 7>(x) és a megfigyelt f ( x ) eloszlás k ö z ö t t i kapcso la to t in tegrá legyenle t -
tel adha t juk m e g [8]: 
/ ( x ) = Jcp(x')a(x-x')dx\ ( 1 ) 
a h o l a (x) az a d o t t készülék á tv i te l i függvényét , f(x) a m o n o k r o m a t i k u s s u g á r z á s 
megfigyelt e lo sz l á sá t jelöli; x a regisztrátum abszcisszáján a m a x i m u m he lyé tő l 
m é r t távolság. A fe lada tunk az , hogy az i smer t f ( x ) és u(x) segítségével a <p(x)-et 
m e g h a t á r o z z u k . A R a m a n - s z ó r á s esetén még figyelembe kell v e n n ü n k a g e r j e s z t ő 
v o n a l g (x) e losz l á sá t is. így t e h á t a megfigyelt e loszlás t a k ö v e t k e z ő m ó d o n a d h a t -
j u k meg: 
/ ( x ) = f A(x-x') у (x')dx\ 
a h o l (2) 
A ( x ) = fa(x-x')g(x')dx' 
a gerjesztő v o n a l megfigyelt e losz lása . 
A kísérletek t anúsága szer in t a gerjesztő v o n a l megfigyelt k o n t ú r j á t , elég n a g y 
(0 .3 —3 c m - 1 ) résszélesség t a r t o m á n y o n belül, Gauss -görbéve l Í r h a t j u k le : 
2 (In 2)'/' I 4 In 2 ,1 
a h o l а
д
 a g e r j e s z t ő vonal félértékszélessége. A r o t á c i ó s vona lak k o n t ú r j a , m i n t az t 
s o k eredmény is m u t a t j a , „d i s zpe rz ió s " j e l l egű : 
<p(x) 2n 
x -4-
(4) 
a h o l xd a r o t á c i ó s vonal valódi félértékszélessége. Felhasználva a (2) (3) és (4)-et„ 
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a megfigyelt e losz lás ra k a p j u k , hogy 
71
 " _l (*-УУ+ у ) 
a m i nem m á s , m i n t az ún. Voigt - fé le f ü g g v é n y [9]. 
4. ábra. A C0 2 különböző rotációs vonalai- 5. ábra. Az N2 különböző rotációs vonalai-
nak kiszélesedése a nyomás függvényében nak kiszélesedése a nyomási üggvényében 
( •—j=22; o—j=26; A - j = 3 2 . ( * - j = 4 ; o - j = 8 ; A.-j=12.) 
Ha i smere t e s oc9, és ô a megfigyelt félértékszélesség, k a p c s o l a t o t t a l á l h a t u n k 
(sd(ctg, ő)-ra, s ily m ó d o n ismer t a d a t o k segítségével a ro tác iós v o n a l a k valódi fél-
értékszélességét m e g h a t á r o z h a t j u k . 
Abban a z ese tben, a m i k o r a kiszélesedés következtében a vona lak e rősen 
á t f e d i k egymás t , figyelembe kell venni a va lód i a d megha t á rozásáná l a s zomszédos 
v o n a l a k á t h a t á s á t és intenzi tás-eloszlásaikat . 
A kísérleti a d a t o k azt m u t a t j á k , hogy a r o t á c i ó s R a m a n - v o n a l a k d iszperz iós 
e loszlásúak, és a szélességük l ineár i san függ a g á z sűrűségétől . 
Ezek az e r e d m é n y e k te l jesen a l á t á m a s z t j á k az ütközési e lmélete t a v o n a l a k 
kiszélesedésére vona tkozó lag . M i n t ismeretes, a z ütközési e lméle t az in tenz i tás ra 
diszperziós e losz lás t ad, a b b a n a szélső ese tben , a m i k o r a v o n a l félértékszélessége 
—<<co„ [10]: 
T
° da> 
/(со) dco = , (6) 
лт0 |(co - co0)2 + J j 
4= 
348 P I N T É R F. 
ahol œ 0 a n e m per turba i t sugárzás r ekvenc iá j a . т0 két ü tközés közöt t i idő. A 
2 
Av =—vonal-szélességet c m _ 1 - b e n a 
То 
4 N V d 2 Г7Ч 
Av = —— (7) 
( 16 R T \ ö 
összefüggés szolgáltat ja, a h o l N az 1 c m 3 - b e n levő m o l e k u l á k száma, v = I 
V TiM ) 
a m o l e k u l á k relatív sebessége , és d az ú n . optikai i m p a k t paraméter . E z u tóbb i 
azzal a max imá l i s t á v o l s á g g a l egyenlő, ame lyen belül h a „ ü t k ö z é s " t ö r t é n i k , az 
ü tköző m o l e k u l á k p e r t u r b á l j á k egymást . A (7)-ből k a p j u k , hogy 
illetve i degen gázok esetén 
Av 
Ap 
dv 
Ap 
cm" 
atm 
0 ,50 
c m " 
a t m 
= 0 , 5 0 
d2  
{МТУ4 
d2 
Mx + M2 
Уг 
(8) 
(9) 
ahol M a molekulasúly , T az abszolút hőmérsék le t , az 1 és 2 indexek az a l a p és az 
idegen g á z r a v o n a t k o z n a k . Kísérleti e r edménye inke t a 4. é s 5. ábra m u t a t j a . 
II. TÁBLÁZAT 
K ö l c s ö n h a t ó 
m o l e k u l á k 
Számí to t t o p t i k a i i m p a k t 
paraméter À - b a n K í s é r l e t i ú t o n k a p o t t opt . 
i m p a k t para-
m é t e r (Â) 
Vona lk i szé l e sedés 
Av f e m - 1 ] 
D i s z p e r z i ó s K v a d r u p ó l Eredő Ар f a t m J 
N 2 - N „ 
7= 4 
7= 8 
7=12 
3,9 
3,9 
3,9 
4,2 
4,0 
3,8 
4,4 
4,2 
4,1 
3,9 
3,6 3,4 
0,08 
0,07 
0,06 
N2 + He 2,1 2,1 2,2 0,053 
СО, - CO . 
7 = 22 
7 = 26 
7 = 32 
5,0 
5,0 
5,0 
6,4 
6,2 
6,0 
7.2 
6.3 
6,1 
7,2 
6,8 
6,4 
0,22 
0,20 
0,17 
С 0 2 + Н е 2,5 2,5 2,7 0,077 
QH2 C2H2 
7= 7 
7= 9 
7=13 
7 = 17 
5,1 
5,1 
5,1 
5,1 
8,6 
8,5 
8,1 
7,8 
8,6 
8,5 
8,1 
7,8 
8,2 
8,0 
6,9 
6,3 
0,39 
0,37 
0,28 
0,23 
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A (8) és (9) összefüggéseket a lka lmazzák az opt ika i i m p a k t p a r a m é t e r meg-
ha tá rozásá ra , függet lenül a kö lcsönhatás i t ö rvények tő l , a m e l y e k a m o l e k u l á k közö t t 
hatnak. A d é r t é k e azonban f ü g g a kölcsönhatás i erő t í pusá tó l és az ü tközés jel legétől . 
A II. t á b l á z a t b a n a kísér le t i e r edményeke t t ün t e t t ük fel . A m i n t l á t h a t ó : 
1. A kiszélesedés és a z op t ika i i m p a k t p a r a m é t e r a m o l e k u l á k (más módsze r -
rel mért) k v a d r u p ó l u s - m o m e n t u m á n a k növekedésével növeksz ik , és a kiszélesedés 
erősen függ a z ütköző m o l e k u l á k természeté től . így pé ldáu l az N2 — He esetében 
az optikai i m p a k t pa ramé te r m a j d n e m felére, a C 0 2 — H e ese tében pedig h a r m a d á r a 
csökken a t i sz ta N 2 , illetve C 0 2 gázok ese t ében mért é r t é k e k h e z képest . H a s o n l ó 
effektus figyelhető meg m á s idegen gázokka l is (Ar, C H 4 ) , és megá l lap í tha tó , hogy 
a per turbá ló molekula p o l a r i z á l h a t ó s á g á n a k növekedésével az impakt p a r a m é t e r is 
növekszik. 
2. N a g y o n fontos megjegyezn i , hogy az á l ta lunk vizsgált moleku lák esetében a 
j rotációs k v a n t u m s z á m t ó l is függ a kiszélesedés. H a s o n l ó m ó d o n függ a ./-tői az 
impakt p a r a m é t e r is. 
3. A m o l e k u l á k opt ika i i m p a k t pa ramé te re i f e lü lmúl ják a gázkinet ikai á t m é r ő t . 
Ez azt je lent i , hogy a k i n e t i k u s energia n e m zavar ja m e g számot t evően a sugárzás 
koherenciá já t . Mivel az o p t i k a i impakt p a r a m é t e r e k n a g y o b b a k a gázkinet ika i 
á tmérőknél , a molekulák m o z g á s á t kváziklassz ikusnak t e k i n t h e t j ü k , azaz a m o l e k u l á k 
majdnem egyenes pályán m o z o g n a k , és k ine t ikus e n e r g i á j u k csak e lenyészően 
kicsiny m é r t é k b e n változik meg . Ha viszont az opt ikai i m p a k t pa r amé te r k i sebb 
a gázkinetikai á tmérőnél — pl . a H 2 e se tében — a k k o r ü tközések esetén a pe r tu r -
báló m o l e k u l a pályáját n e m tekinthet jük kváz i -k lassz ikusnak , mivel ez a pá lya 
közelítőleg k é t egyenes d a r a b b ó l tevődik össze . 
A vonalak kiszélesedésének oka 
Mint i smeretes , az e m i t t á l ó és a b s z o r b e á l ó molekula a környezetével kö lcsön-
hatásban v a n . Olyan á l t a l á n o s kifejezést a kö lcsönha tás i energ iá ra , no rmá l i s vagy 
gerjesztett á l l a p o t b a n , a m e l y tetszőleges t ávo l ság ra érvényes , nagyon nehéz találni . 
Abban az e se tben , a m i k o r a molekulák közö t t i e l ek t rosz ta t ikus k ö l c s ö n h a t á s n a k 
részletes v izsgá la ta szükséges , a V potenciá l t az R h a t v á n y a i szerinti so rba lehe t 
fejteni, ami ekvivalens a k ü l ö n b ö z ő m u l t i p ó l u s - k ö l c s ö n h a t á s o k vizsgálatával . 
Az e lméle t i m u n k á k b a n feltételezik, h o g y a m o l e k u l á k közö t t i e rők t á v o l b a h a t ó 
jellegűek, és a molekulák e g y e n e s pályán m o z o g n a k . A z o k b a n az ese tekben, a m i k o r 
az optikai i m p a k t p a r a m é t e r nagyobb a gázkine t ika i á t m é r ő n é l , az ilyen fel tétele-
zésnek helye v a n , ésa V p o t e n c i á l t explicit a l a k b a n meg lehet adn i . Mivel v izsgála ta ink 
dipólus né lkü l i m o l e k u l á k r a te r jedtek ki a d ipó lus -kö lc sönha tá s tó l e l t ek in the tünk , 
és más m u l t i p ó l u s - k ö l c s ö n h a t á s o k (pl. k v a d r u p ó l u s - k v a d r u p ó l u s , diszperziós) 
figyelembevételével a d h a t u n k magyaráza to t a vonalak kiszélesedésére v o n a t k o z ó a n . 
A k lassz ikus Lorentz- fé le elmélet [10], amelynek a l a p j á n d-t m e g h a t á r o z t u k , 
nem t a r t a l m a z z a a m o l e k u l á k közöt t i k ö l c s ö n h a t á s o k a t . Weisskopf [ 11] a d i a b a t i k u s 
közelítésben p r ó b á l j a m e g o l d a n i a p rob lémát . A d i a b a t i k u s közel í tésnek az t a köze-
lítést nevezzük, amelynél c s a k a fázis-el tolódást kell figyelembe venni a k ö l c s ö n h a t á s 
köve tkezményeképpen . 
Weis skopf elméletében ez a fáz is-e l to lódás : 
A H R ) = ^ , (10) 
3 5 0 P I N T É R F . 
ahol Ay az a l a p és ger jesz te t t á l lapotok kö l c sönha t á s i e g y ü t t h a t ó i n a k k ü l ö n b s é g e , 
R a m o l e k u l á k egymástó l va ló távolsága, n pedig a m u l t i p ó l u s k ö l c s ö n h a t á s o k 
t ípusát j e l en t i . Effektívnek t ek in t jük a k ö l c s ö n h a t á s t , ha 
0 = J A9(R)dt ë 1. (11) 
Lineáris t r a j e k t ó r i á t fe l té telezve, a d 3 ( £ ) - b e n szereplő R é r t é k é t a köve tkező m ó d o n 
fe jezhet jük k i : R = (b2 + v2t2)i/2 (lásd a 6. á b r á t ) , ahol v a moleku lák r e l a t í v sebes-
sége. W e i s s k o p f szerint a sugárzás k o h e r e n c i á j á n a k m e g s z a k a d á s a a k k o r l ép fel, 
amikor 6 > S l . Ez önkényes feltétel, és c s a k a 0 = 1-nél k a p o t t b„ é r t é k e k e t és a 
ú < ú 0 é r t é k e k e t tekinti az ü tközés s z e m p o n t j á b ó l e f fek t ívnek , és a b0<b é r t é k e k e t 
nem veszi figyelembe. 
Anderson [12] a k v a n t u m elmélet a l a p j á n az időtől f ü g g ő p e r t u r b á c i ó esetét 
vizsgálja. A z elmélet rész le tes kifejtésétől e l tekintünk, és egyszerű s z á m í t á s o k o n 
keresztül m u t a t j u k be a lényegét [13]. 
T e k i n t s ü n k egy m o l e k u l á r i s á tmene t e t a V(t) p e r t u r b á c i ó ha tására , a m e l y At 
ideig ta r t , u t á n a gyorsan csi l lapodik. H a a moleku la a p e r t u r b á c i ó e lőt t a z n-edik 
s tac ionár ius á l l apo tban vo l t , amelyet а s a j á t függvénnye l j e l l emezhe tünk , a k k o r 
a p e r t u r b á c i ó ha tásá ra az n - e d i k á l lapotból a molekula á t m e g y egy másik á l l a p o t b a , 
amely á l l a p o t o t a ф = а
кп
ф
к
]
 függvény í r j a le. ahol 
f akn = - i- I Vkn eimkn' dt (к*п), а = ^ЦД 
A p e r t u r b á c i ó m e g s z ű n t e után az а
кп
 á l l a n d ó az a k n ( ° ° ) értéket veszi fe l , és a 
molekula а ф = 2 а
кп
(<=°)Ф1а) függvénnyel le í r t á l l apo tban fog t a r t ó z k o d n i , ahol 
kn 
i/40) kielégíti a nem p e r t u r b á l t Schrödinger-egyenlete t . A z a k n együt tha tó abszo lú t 
ér tékének négyze te az n kezde t i á l l a p o t b ó l A-adik s t ac ioná r iu s á l l apo tba t ö r t é n ő 
átmenet W k n va lószínűségét je lent i : 
Â2| / Wkn = k J 2 = / Vkne^'dt (12) 
A n n a k a t e l j e s S valószínűsége, hogy a m o l e k u l a az ü tközés u t á n nem lesz a z и-edik 
á l l apo tban , 
s = 2 k ! ä , ( M « ) . (13) 
Az el fa ju l t á l l a p o t o k e s e t é b e n ezt az ö s s z e g e t még közepe ln i kell az e l f a j u l t álla-
po tokra , a z a z ez esetben a z m k v a n t u m s z á m összes lehetséges, 2j+1 s z á m ú é r t é k é r e : 
(14) 
Figyelembe véve, hogy az ütközés k ü l ö n b ö z ő A-értékekkel tör ténik, az S - t össze-
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gezni kell b összes lehetséges értékeire. A q körgyűrű elemen á tha ladó molekulák 
s z á m a arányos 2nbdb-\t\ (lásd a 6. ábrát). Mivel S függ a 6-től, így 
a = f 2л S(b) b db. (15) 
о 
A er-ra kapott kifejezés a molekulák optikai hatáskeresztmetszetét jellemzi. Ha csak 
e r ő s ütközéseket vizsgálunk, amelyeknél b^d esetén. S ( 6 ) = l . és b>-d esetén 
S(b) = 0, akkor a = nd2, ahol d az optikai impakt paraméter. A kapot t összefüggés 
S(fi)-n keresztül kapcsolatot ad az optikai impakt paraméter és a molekulák kölcsön-
hatása között. Ily módon azt mondhat juk , hogy az optikai impakt paraméter függ 
a kölcsönhatás t ípusától. Az S(b) általában nagyon bonyolult függvény, és az adot t 
kölcsönhatás mátrixelemeitó'l függ. Az optikai hatáskeresztmetszet a o(ja) parciális 
hatáskeresztmetszetek középértéke, megfelelően a perturbáló molekula ja rotációs 
á l lapotának: 
T = Ze(hXja), (16) 
ja 
a h o l g(ja) а Bol tzmann-faktor , amely a ja nívó betöltöttségi foká t jelenti, és 
o(ja) = f2nS(b,ja)bdb. (17) 
о 
Anderson elmélete szerint [13] az S-et két tag összegeként í rha t juk fel: 
S — Sx 4- S2, (18) 
3 5 2 P I N T É R F. 
ahol 
Sx 
j? (т\Р1\т) (im\pf\m) 
1»=-Л 2ji + 1 m = - i/ У f + 1 
amely a vona l -e l to lódás t ad ja , és 
0', Wf.Á,»',, ^2 ./, "',./+»+ , V 0/ mfjama\P2\jf m f j a ma) ^ \Ji iJa "la r I Ji'"iJa"W | 
( 2 / 1 + 1 ) ( 2 / + 1 ) ( 2 / / + 1 ) ( 2 7 o + 1 ) 
(19) 
(20) 
a kiszélesedést h a t á r o z z a meg. 
E z e k k i számí tásáná l a következő t í pusú má t r ixe l emeke t kell m e g h a t á r o z n i : 
< a | P | 4 = | '<c t |K(O|0>A, (21) 
ahol 
E(oc)-E(ß) _ EU,У+ЕШ-EU',)-E(f„) 
to, 
'«л A 
és K( í ) a kö lcsönha tás i potenciál . 
A n d e r s o n feltételezte, h o g y S2(b,ja) k i számí tá sáná l csak a z o k a tagok a d n a k lényeges 
hozzá j á ru l á s t rotációs á t m e n e t e k esetén, amelyekné l = 0. Ez a feltétel a r e z o n a n c i a -
esetnek felel meg. Anderson az S(b)-re a következő a p p r o x i m á c i ó t a j á n l j a : S(b) = 
= S2(b), h a b>b0, és S(b) = l, ha ahol è0 kielégí t i az S 2 ( 4 ) = 1 egyenletet . 
Ez az a p p r o x i m á c i ó a o = nd2-re a k ö v e t k e z ő összefüggés t ad ja : 
s=x 
< r = J 2nS(b)bdb = f 2 n b d b + f 2nS(b)bdb. (22) 
о о s=x 
Az ilyen m ó d o n számí to t t d értékek n e m egyeznek a k ísér le t i e r edményekke l , illetve 
az egyezés csak a l e g j o b b a n betöltött á l l a p o t o k r a kielégí tő . A kísérleti e r e d m é n y e i n k 
ugyanis az t mu ta t j ák , h o g y a vona lak kiszélesedése a j rotációs k v a n t u m s z á m t ó l 
is függ . Mi S k i számí tásáná l figyelembe ve t t ük az összes lehetséges ü t k ö z é s t , rugal-
masa i és ruga lma t l an t ( inelaszt ikusat) , a z a z azokat a t a g o k a t is, a m e l y e k r e c o ^ + O . 
Elméleti v izsgá la ta ikban Van K r a n e n d o n k és Fiutak [14] is ezt az ese te t vizsgál ták, 
a m i k o r Ander son -e lmé le t é t k i ter jeszte t ték a R a m a n - s p e k t r u m o k r a . Ő k r á m u t a t t a k 
ar ra , h o g y a R a m a n - s z ó r á s intenzitását a szórási t enzor ha tá rozza meg, é s az alap-
vető k ü lö n bsége t a R a m a n - és i n f r a v ö r ö s vonalak kiszélesedésében a s z ó r á s i tenzor 
és az e l e k t r o m o s d ipólus m o m e n t u m t r a n s z f o r m á c i ó s t u l a j d o n s á g a i közö t t i kü lönbség 
okozza . A R a m a n - s z ó r á s r a vona tkozó , ilyen alapon végze t t számí tások a z t ered-
ményez ik , hogy m o n o k r o m a t i k u s g e r j e s z t ő fény e se t én ütközési köze l í t é sben a 
R a m a n - v o n a l a k Lorentz-eloszlással b í r n a k , és a R a m a n - s z ó r á s i t enzor k ü l ö n b ö z ő 
k o m p o n e n s e i n e k ( / = 0 , 1, 2) t r a n s z f o r m á c i ó s t u l a jdonsága i miatt k ü l ö n b ö z ő k é p p e n 
szélesednek ki. 
/ = 1 esetén egyébkén t a számí tások a z Ander son - fé l e összefüggéshez vezetnek 
a s u g á r z ó d ipólus e se tében . Az izot róp é s an izo t rop R a m a n - s z ó r á s j = 0 és / = 2-höz 
ta r toz ik . M i n t ahogyan ez Andersonná l m á r felmerült , a rezonancia t e r ü l e t e nagyon 
fon tos a kiszélesedés megértéséhez. A z ütközés i d ő t a r t a m a , amelyet a b impakt 
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paraméte r re l és a v relatív sebességgel f e jezhe tünk ki, At~b/v nagyságrendű . A At 
értéke á l t a l ában függ a t r a j e k t o r i a a lak já tó l és a kö lcsönha tás jel legétől , amely a 
kiszélesedésért felelős. A klassz ikus szemlélet n é z ő p o n t j á b ó l az ilyen ütközés p e r t u r -
bációt o k o z h a t , amely At nagyságrendű ideig t a r t . Ezér t az ilyen ü tközés az ü t k ö z ő 
molekulák k ö z ö s energ iá já t AE ér tékkel megvá l toz t a tha t j a , amely /;• Al~x nagyság-
rendű. A z 5 (ő ) - t ennek megfele lően, a k ü l ö n b ö z ő ü tközéseknek megfelelő t a g o k 
összegeként á l l í tha t juk elő [14]: 
Anderson e lméle tében csak az első tag szerepel. K i m u t a t h a t ó , hogy ebben az ese t -
ben a v o n a l a k kiszélesedésének az elmélet szer int a j ro tác iós k v a n t u m s z á m t ó l 
nem kell függenie . Azonk ívü l , az S(b) m e g h a t á r o z á s a d ipó l sugárzás esetében t ö r -
tént, de az így kapo t t e r e d m é n y nem egyezik meg a R a m a n - s z ó r á s r a kapo t t e r e d m é n y -
nyel. K v a d r u p ó l - s u g á r z á s esetében, az S e , (ő) t a r t a l m a z egy vegyes tagot , ún. in ter-
ferencia tagot , ami az t je lent i , hogy a kezdeti és a végső á l l apo tban létrejövő fáz i s -
e l to lódások nem függe t lenek egymástól . D i p ó l s u g á r z á s esetében ez az in terferencia-
tag a C l e b s — G o r d o n e g y ü t t h a t ó k [15] t u l a jdonsága mia t t ( j = 1 az e r e d ő m o m e n t u m 
értéke) zérussa l egyenlő. Ily m ó d o n , ha A n d e r s o n elméletével s zámolunk , a leg-
j o b b a n be tö l tö t t á l l a p o t o k n a k megfelelő v o n a l a k esetében, véle t lennek m o n d h a t ó 
egyezés van . H a f igyelembe vesszük az in te r fe renc ia - tagot is, a m e l y n e k k iszámí tása 
eléggé kö rü lményes , a kísérleti e redményekke l n e m összeegyezte thető é r t ékeke t 
kapunk , t o v á b b á a j ro t ác iós k v a n t u m s z á m t ó l f ü g g ő s é g m u t a t k o z i k , ami a kísérleti 
e redménye inke t kval i ta t íve már i s a l á t ámasz t j a . 
Vegyük viszont figyelembe, hogy S(b) a sugá rzás kohe renc iá j a m e g z a v a r á s á n a k 
valószínűségét jelenti a p e r t u r b á l ó molekula h a t á s á r a , és hogy a koherencia m e g -
zava rá sának ké t oka lehetséges : 
a ) a p e r t u r b á l ó m o l e k u l a i m p u l z u s m o m e n t u m v e k t o r á n a k csak az i ránya vá l -
tozik meg, vagyis csak a térbel i leg elfajul t á l l a p o t o k közö t t i n d u k á l ó d n a k á tmene t ek 
( ruga lmas ü tközés , Debye-fé le mechan izmus ) ; 
b) a k ü l ö n b ö z ő ro t ác iós á l l apo tok közö t t i n d u k á l ó d n a k á t m e n e t e k , vagyis a 
sugárzó m o l e k u l a i m p u l z u s m o m e n t u m á n a k nagysága változik m e g ( ruga lma t l an 
ütközés). 
Ezek figyelembevételével k v a d r u p ó l u s - k v a d r u p ó l u s k ö l c s ö n h a t á s esetén az 
optikai i m p a k t p a r a m é t e r e k ér tékét a 
kifejezés szo lgá l ta t ja , aho l Qx, Q2 a sugárzó és a p e r t u r b á l ó m o l e k u l a k v a d r u p ó l -
m o m e n t u m a i , v a m o l e k u l á k relatív sebessége és S ( j , j + 2; 2) a sugá rzó és p e r t u r -
báló m o l e k u l á k ro tác iós k v a n t u m s z á m a i t ó l és m á s moleku lá r i s p a r a m é t e r e k t ő l f ü g g . 
Az S ( j , j + 2 ; 2) függvény /'-tői való függése a 7. á b r á n lá tha tó , Nz esetén. A z ily 
módon számí to t t opt ika i i m p a k t pa ramé te rek az II . t áb láza tban l á tha tók . H a s o n l ó 
módon lehet k i számí tan i a diszperziós k ö l c s ö n h a t á s b ó l s zá rmazó i m p a k t p a r a m é t e -
reket is ( lásd a II . t áb láza to t ) . A II. t áb l áza tban m e g a d t u k a k v a d r u p ó l u s - k v a d r u -
pólus és d iszperz iós k ö l c s ö n h a t á s o k együttes figyelembevételével számí to t t i m p a k t 
pa raméte reke t . A m i n t l á tha tó , a kísérleti és e lmélet i e r edmények között i egyezés 
S(b) = Stl(b) + S i n e l (b) + S inel (23) 
\ о • О l 1 ' 4 
d = 1,45 • [S(j,7 + 2 ; 2)]1/s (24) 
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kielégítő, ami az t je lent i , hogy a (24) f o r m u l a a l ap j án végzet t számítások az i m p a k t -
p a r a m é t e r n a g y s á g á r a is és a n n a k /-tői v a l ó függésére is j ó eredményt a d n a k . 
A z S(J,j + 2 ; 2) részletes vizsgálata k ö v e t k e z ő k h ö z veze t : a kiszélesedés D e b y e -
féle m e c h a n i z m u s a csak a l acsony /'-к esetén effekt ív . A j növekedésével az a l a p v e t ő 
szerepet a k ü l ö n b ö z ő ro tác iós n ívók 
közö t t i i nduká l t á tmenetek ve sz ik át , 
ezen á tmene t ek valószínűségei a z o n b a n 
b i zonyos j é r t é k t ő l kezdve sz in tén csök-
k e n n e k (lásd a 7. ábrát) . Ez a z t j e len t i , 
hogy j növekedésével az effekt ív ü tkö-
zések száma a g(ja) Bol tzmann elosz-
l á snak megfe le lően csökken, ily mó-
d o n az ü tközések között i r 0 i d ő meg-
növekszik , a z l v ~ 1/t0 vonalkiszé lese-
d é s csökken, és hasonló m ó d o n csök-
ken a cl op t ika i impakt p a r a m é t e r is. 
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A Q-ágak vizsgálata I—10 at m nyomáson 
A vibrác iós spek t rumok v izsgá la ta 
a moleku lák felépítésére v o n a t k o z ó a n 
a d felvi lágosí tást , és a v o n a l a k ki-
szélesedésének természetét e l ő i d é z ő 
o k o k a t segít megvilágítani. Szterin 
[16] kísérletileg vizsgálta a g ő z és fo-
lyadék á l l apo tú benzol dv = 9 9 2 c m _ 1 
sáv já t , és m e g h a t á r o z t a a sáv a l a k j á t 
és szélességét. Szobelman [17] a megfi-
gyelt szélességet a vibráció és r o t á c i ó 
kö lc sönha tá sáva l magyarázta . Mihajlov 
[18] az N 2 és O a vibrációs s á v j a i t vizs-
gá l t a magas n y o m á s o n , és az t t apasz -
ta l ta , hogy ezek a sávok a s z i m m e t -
r ikusak , és fé lér tékszélességük még 
m a g a s n y o m á s ha tásá ra sem vá l toz ik . 
Bazsulin és Lazarev [19] a l a c s o n y nyo-
máson 1—10 a t m t a r t o m á n y b a n végeztek v izsgá la toka t n é h á n y d ipólus nélküli 
mo leku la ese tében. Kísér le t i e redményeik és a számí tások az t mu ta t t ák , h o g y a 
sávok a s z i m m e t r i á j á t és félértékszélességét a ro tác ió és v ibrác ió k ö l c s ö n h a t á s a 
köve tkez tében fe l lépő s t r u k t ú r a okozza , és a C H 4 v2 sávja ese tében még a Cor io l i s -
e rő mia t t fe l lépő fo rgás is szerepet játszik. A R a m a n v ibrác iós sávok v izsgála ta i azt 
m u t a t j á k , hogy a sávok n y o m á s ha tásá ra n e m vál toznak , illetve ez a v á l t o z á s el-
h a n y a g o l h a t ó a n kicsiny. 
A v ibrác iós sávok a Av = + 1 á t m e n e t köve tkez tében j ö n n e k létre. A Q-ágak. 
esetében a ro t ác iós á l l apo t n e m változik, a z a z Aj = 0. I z o t r ó p szórás ese tén Aj = 0 
és Am— 0, a h o l m a m á g n e s e s k v a n t u m s z á m , és a n i z o t r o p szórás esetén Aj = 0 és 
Am = ± 1, ± 2 . A lehetséges ro tác iós á t m e n e t e k a Q-ág R, P, ő , О rotációs s z á r n y á t 
a lko t j ák , ame lyeknek a Aj = + 1, ± 2 és Am = ± 1 , ± 2 á t m e n e t e k fe le lnek meg. 
2-S i„ 
7. ábra 1-SdU); 
,(/); 3-SU.iU); 4-${j,j + 2\2) 
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A rotációs v o n a l a k in tenzi tásá t a m o l e k u l á k polar izációs t e n z o r a ha t á rozza meg , 
é s a v o n a l a k b a n az intenzi tás eloszlása a t e r m i k u s eloszlást köve t i ugyanúgy, m i n t 
a tiszta r o t á c i ó s vona lak ese tében (Av = 0, Aj= ± 2 ) . V ib rác iós á tmene t ekné l 
(Av=\, Aj = 0) a molekula i n e r c i a n y o m a t é k a megvál tozik , ezér t a ó - á g ro tác iós 
k o m p o n e n s e i n e m egymáson he lyezkednek el, h a n e m kissé f e l s z a k a d n a k . A készülék 
á l ta l fel n e m b o n t o t t s t r u k t ú r a a d j a a Q - á g megfigyelt félértékszélességét. 
Vizsgá la ta inka t rácsos s p e k t r o f o t o m é t e r e n végeztük, és g á z k ü v e t t á t haszná l -
t u n k , t ü k r ö k né lkül . Dipó lné lkü l i m o l e k u l á k u t á n dipólussal r e n d e l k e z ő m o l e k u l á k a t 
is v izsgál tunk, HCl -e t és N H 3 - t . A H C l v ib rác iós s áv jában (Av= l, Aj = 0) egy v o n a l 
figyelhető m e g Av = 2886 c m - 1 - g y e i . amely a Q - á g n a k felel meg. A k a p o t t fé lér ték-
szélesség 8,6 c m - 1 . Az 1—10 a t m t a r t o m á n y b a n k a p o t t e r e d m é n y e i n k azt m u t a t -
j á k , hogy a h i b a h a t á r o n be lü l a 0 - á g szélessége függet len a n y o m á s t ó l . 
Az N H 3 v ibrációs s á v j á b a n egy vona l t a l á lha tó , amely a Q - á g n a k felel m e g 
(Av = 3334 c m - 1 ) . Fo tog ra f i kus módszer re l t ö r t é n t vizsgálatok m é g k é t sáv je lenlé té t 
á l l ap í to t ták m e g , amelyeknek h u l l á m s z á m a : Av = 934 és 964,3 c m - 1 . Ezek a s á v o k 
a z ún. inve rz iós á tmene tnek fe le lnek meg. A sávok kis in tenz i tása mia t t ezeket a 
k é s z ü l é k ü n k ö n n e m tud tuk regiszt rá lni . A megfigyel t d v = 3334 c m - 1 - e s sáv n a g y o n 
éles, és félértékszélességét a vizsgált i n t e r v a l l u m b a n nem lehe te t t megha tá rozn i . 
Mint a h o g y m á r eml í t e t tük , a Q-ág a v ib rác ió és ro tác ió k ö l c s ö n h a t á s a m i a t t 
s t ruk tú ráva l rendelkezik , a zaz a Q - á g ro tác iós k o m p o n e n s e i f e l h a s a d n a k . A m o l e k u -
l á k ismert p a r a m é t e r e i n e k , m i n t а В r o t ác iós k o n s t a n s n a k , a v ib rác iós és ro t ác iós 
k ö l c s ö n h a t á s é r tékének és a r o t ác ió s n ívók gj(2j+1) stat iszt ikai s ú l y á n a k i smere té-
ben a Q-ág s t r u k t ú r á j á t m e g t u d j u k h a t á r o z n i . Az e lméle tnek megfelelően [20] 
a Q-ág r o t á c i ó s k o m p o n e n s e i n e k f rekvenc iá ja 
vj = v 0 - * j ( j + l ) c m - 1 , (25) 
aho l v0 a v i b r á c i ó s vonal f r ekvenc i á j a , j a r o t ác ió s k v a n t u m s z á m . 
Az egyes k o m p o n e n s e k in t enz i t á sának eloszlását az 
/ ( . / ) = G gj (2/ + 1) exp J- ~ j ( J + 1)J (26) 
összefüggés szolgál ta t ja , к a B o l t z m a n n - á l l a n d ó , T az abszo lú t hőmérsék le t . 
A Q-ág s t r u k t ú r á j a a 8. á b r á n lá tható . Megjegyezzük , hogy a H C l gáz a H C l 3 5  
és HCl37 i z o t ó p o k b ó l tevődik össze 75 ,4 :24 ,6 koncen t rác ióva l [21]. A Q-ág s t r u k t ú -
r á j á n a k k i számí t á sáná l az i z o t ó p o k a t figyelembe vet tük . 
A 0 - á g a k a t a készülék n e m b o n t o t t a fel , és így a Q-ág f o l y t o n o s a sz immet r ikus 
kon tú r r a l r ende lkez ik . A fel n e m bon to t t s t r u k t ú r a oka lehet a Q-ág megfigyel t 
szélességének. I smerve a Q - á g számí to t t s t r u k t ú r á j á t , a megfigyel t k o n t ú r t ki t u d j u k 
számítani . E cé lbó l figyelembe kel l venni a k o m p o n e n s e k á t h a t á s á t , diszperziós elosz-
lásá t és a készü lék átviteli f üggvényé t . Var i á lva a k o m p o n e n s e k félértékszélességét , 
és összehasonl í tva a számíto t t k o n t ú r t a megf igyel t kon tú r ra l , a k o m p o n e n s e k va lód i 
félér tékszélességét meg t u d t u k becsülni , i l letve m e g t u d t u k adn i a félértékszélesség 
f e l ső h a t á r á t . M i n t a s z á m í t á s a i n k b ó l k i t űn t , az egyes k o m p o n e n s e k szélessége 
-=0,4 c m - 1 10 a t m n y o m á s o n . A 8. á b r á n a számí to t t ( • ) és a kísérletileg k a p o t t 
Q - á g ( fo ly tonos ) kon tú r j a l á t h a t ó H C l ese tében . Ily m ó d o n a Q - á g megfigyelt k o n t ú r -
j á t és félértékszélességét s ikeresen t ud tuk in t e rp re tá ln i , a v ibrác ió és ro tác ió kö lcsön-
h a t á s á n a k figyelembevételével. 
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Az N H 3 esetében a 0 - á g nagyon k e s k e n y , és félértékszélességét, illetve a k o m p o -
nensek félértékszélességét n e m sikerült megha tá rozn i . Ez azzal k a p c s o l a t o s , hogy 
a v ib rác ió és rotáció kö lcsönha tás i á l l a n d ó j a va lósz ínű leg nagyon kics i , ezért a 
kT 
<5ß(NH3) ~ - a j e len ték te len . 
Ezek а kísérleti e r e d m é n y e k más s z e r z ő k [19] más m o l e k u l á k r a v o n a t k o z ó l a g 
nyert e redményeive l összeegyezte thetők. A H C l sávjának a sz immet r i á j a és szélessége 
a 0 - á g f e lha sadásának köve tkezménye , a vibráció és r o t á c i ó k ö l c s ö n h a t á s a miatt . 
A k o m p o n e n s e k valódi szélessége a v izsgá l t 1—lOa tm in t e rva l lumban k i s m é r t é k ű . 
Mi e r ő s e n polarizál t s ávoka t v i z sgá l tunk . Felve tődik a kérdés, h o g y milyen 
e f f ek tu soka t f igyelhetünk m e g depo la r i zá l t sávok és ro t ác iós -v ib rác iós sávok 
(Av = 1, Aj =2) esetében. A kísérleti e r e d m é n y e k azt m u t a t j á k m i n d k é t esetben, 
hogy a ro t ác ió s k o m p o n e n s e k még j o b b a n kiszélesednek. Ez azt j e len t i , hogy a 
kiszélesedés ütközések e se t én a ro tác iós m o z g á s pe r tu rbác ió j áva l k a p c s o l a t o s , pl. 
a m o l e k u l á k irány szerinti á t r endeződéséve l és a rotációs á l l a p o t o k megvá l tozásáva l . 
A ro tác iós-v ibrác iós s á v o k 0 2 e s e t é b e n a Av= 1, Aj = ± 2 , C H 4 e s e t é b e n a 
Av= 1, Aj=0, Am = ± 1 , ± 2 á tmene tnek felelnek meg. A kísérleti a d a t o k a lap ján 
a kiszélesedés m e c h a n i z m u s á t a következő m ó d o n képze lhe t j ük el: ha á t m e n e t esetén 
HC13!L gerjesztő 
8. ábra 
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az i m p u l z u s m o m e n t u m nagysága vagy i ránya megvál tozik ( an izo t rop Q-ág), a 
k o m p o n e n s e k szélességére befolyással lesz a molekula f o r g ó mozgása , és az impul -
z u s m o m e n t u m i r ányának térbeli megvá l tozása megzavar j a a sugárzás koherenc iá j á t , 
ami a k o m p o n e n s e k kiszélesedéséhez vezet . Ez a b b a n tükrözó 'd ik , hogy az a , t [22] 
polar izác iós tenzor Aj = 0, Am = ± 1 , ± 2 á tmene t esetén an izo t rop , és a szór t 
sugárzás a molekula f o r g á s a ál tal m o d u l á l ó d i k , és ily m ó d o n a kiszélesedés a sáv 
polar izác ió foká tó l függeni fog . 
A z i n f r a v ö r ö s t a r t o m á n y b a n kapo t t kísérleti e r e d m é n y e k ezt az elképzelést 
a l á t á m a s z t j á k . A C H , m o l e k u l a Q és R-ágai He, Ar és N 2 moleku lák h a t á s á r a 
k ü l ö n b ö z ő mér tékben szélesednek ki, és az R-á g kiszélesedése a Q-ág kiszélesedését 
fe lü lmúl ja . A r ha tásá ra a C H 4 R-ága ro tác iós komponense iné l a j ro tációs k v a n t u m -
számtól va ló gyenge függés is megfigyelhető. Mivel a Q és R á g a k k ü l ö n b ö z ő m ó d o n 
szélesednek ki, ez a r ra m u t a t , hogy a kiszélesedés m e c h a n i z m u s a is k ü l ö n b ö z ő más 
és m á s mo leku lák h a t á s á r a , és ezért nehéz lenne a kiszélesedés m e c h a n i z m u s á t 
megadni . 
Az i zo t róp Q-ágat a Av= 1, Aj = 0, Am = 0 á tmene t hozza létre. Eme á t m e n e t -
nél sem az i m p u l z u s m o m e n t u m nagysága, sem iránya nem vál tozik meg, ezért a 
po la r izá lha tósági tenzor teljesen izot róp , és a k o m p o n e n s e k szélessége függet len 
a mo leku la fo rgó mozgásá tó l , mivel a f o r g ó mozgás nem m o d u l á l j a a szórt sugárzás t , 
és nem z a v a r j a meg a sugá rzás koherenc iá j á t . Az ütközési kiszélesedés h iánya ilyen 
á tmene t ek esetén arra m u t a t , hogy a m o l e k u l á k rotációs á l l apo ta i nem p e r t u r b á l ó d -
nak ü tközések ha tásá ra , és a Q-ágak megfigyelt szélessége a vibráció és ro tác ió 
k ö l c s ö n h a t á s á n a k t u l a j d o n í t h a t ó . 
A je len dolgozat a l a p j á t a szerzőnek a Moszkvai Ál lami Egyetem Fizikai K a r a 
Opt ikai Tanszékén az i d ő k ö z b e n e lhunyt P. A. Bazsulin p ro fe s szo r vezetése mellet t 
elért e r edménye i szo lgá l ta t ták . 
E z ú t o n is köszöne teme t fe jezem ki Budó Ágoston a k a d é m i k u s n a k és Ketskeméty 
István p ro fe s szo rnak a kéz i ra t á tnézéséér t és ér tékes t anácsa iké r t . 
3 5 8 P I N T É R F . : M O L E K U L Á K K Ö Z Ö T T I K Ö L C S Ö N H A T Á S O K VIZSGÁLATA A R A M A N S P E K T R O S Z K Ó P I A , . 
IRODALOM 
[1] Smckal A., Naturwissenschaften, 873, 1923. 
[2] Raman С. V., Indian J. Phys., 2, 387, 1928. 
[3] Landsberg G., Mandeistam L., Naturwissenschaften, 16, 557, 772, 1928. 
[4] Placzek G., Z. Phys. 70, 84, 1931. 
[5] Welsh H. L., Cumming C., Stansbury E. J., J. Opt. Soc. Amer. 41, 712, 1951. 
Stoicheff В. P.. Canad. J. Phys., 32, 330, 1954. 
Welsh H. L., Stansbury E. J., Romanko J., Feldman T., J. Opt. Soc. Amer., 45, 338, 1955. 
Ю. А. Лазарев, Канд. дисс. Москва, 1963. 
[6] Stoicheff В. P., Canad. J. Phys., 32, 330, 1954. 
Shull E. R., 3. Opt. Soc. Amer., 45, 670, 1955. 
[7] H. О. Чечни, С. M. Файнштейн u Т. М. Лифшиц. Электронные умножители Москва 
1957. 
[8] Г. С. Ландсберг, П. А. Бажулин, M. М. Сущинский. Основные параметры спектров 
комбинационного рассеяния. Изв. АН. СССР. Москва, 1956. 
С. Г. Раутина. УФН. 66, 475, 1958. 
[9] M. М. Сущинский. Докторская диссертация. ФИАН. СССР. 1958. 
[10] М. Бори. Оптика. Гос. Н.-тех. изд. Укр. Харьков—Киев. 
Т. Чей, М. Такео, УФН. 66, 391, 1958. 
Ч. Tay не, А. Шав.юв. Радиоспектроскопия, гл. 13, И. Л. Москва, 1959. 
[11] В. Вайскопф, УФН. 13, 552, 1933. 
[12] Р. W. Anderson, Phys. Rev. 76, 647, 1949. 
[13] Л. Ландау и Е. Лифшиц. Квантовая механика. ГИТТЛ, 1948. 
[14] J. Fiutak, J. Van Kranendonk, Canad. J. Phys., 40, 1085, 1962. 41, 21, 1963. 
J. Van Kranendonk, Canad. J. Phys. 41, 433, 1963. 
[15] E. Кондон и Г. Ulopm.au. Теория атомных спектров. М., Изд. иностр. лит. 949. 
[16] X. Е. Стерин, Изв. АН. СССР. сер. физ. 14, 411, 1950. Труды ФИАН СССР, т 
IX. 1958. 
[17] И. И. Собельман. Изв. АН СССР. сер. физ. 17, 554, 1953. Труды ФИАН. СССР, 
т IX 1958 
[18] Г. В. Михайлов. ЖЭТФ. 36, 1369, 1959. 37, 1570, 1959. 
[19] П. А. Бажулин, Ю. А. Лазарев, Опт. и спектр. 8, 206, 1960. 
[20] G. Herzberg, Molekula-színképek és molekula-szerkezet. I. Akadémiai Kiadó. Budapest, 
1956. 
[21] Дж. Кэй, Т. Леби, Таблицы физических и химических постоянных. Москва, 1962. 
[22] Г. Ллачек, Релеевское рассеяние и Раман-эффект. Гостехиздат, 1935. 
[23] Ф. Пинтер, Опт. и Спектр. 17, 792, 1964. 
[24] Ф. Пинтер, Кандидатская диссертация. Москва, 1964. 
[25] П. А. Бажулин, Ф. Пинтер, Опт. и Спектр, (megjelenés alatt) 
[26] Ф. Пинтер, Вестник МГУ. (megjelenés alatt) 
A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A HEISENBERG-BORN-JORDÁN-FÉLE 
KVANTUMMECHANIKA VISZONYA AZ ENYÉMHEZ* 
ERWIN SCHRÖDINGER 
1. §. Bevezetés és tartalmi áttekintés 
T e k i n t e t b e véve egyrészrő l a Heisenberg-fé le k v a n t u m m e c h a n i k a 1 , más r é sz rő l 
az a l a p v o n á s a i b a n á l t a lam k i fe j te t t , „ h u l l á m m e c h a n i k á " - n a k vagy „fizikai m e c h a n i -
k á " - n a k nevezet t elmélet2 k i i n d u l ó p o n t j a és a z alapul ve t t e lgondolások r endk ívü l 
eltérő je l legét , igen kü lönös , h o g y ez a két ú j kvan tume lmé le t , a m i az eddig i smere tessé 
vált speciál is e redményeke t illeti, egymással o t t is megegyezik, ahol a régi k v a n t u m -
elmélettől eltérést m u t a t n a k . Mindenek e lő t t az oszci l látor és a ro t á to r e se tében 
fellépő „ f e l e s s z á m ú s á g o t " e m l í t e m itt meg. E z valóban igen figyelemre mé l tó , hiszen 
a k i i n d u l ó p o n t , az e lgondo lá sok , a módsze r , az egész m a t e m a t i k a i a p p a r á t u s a lap-
vetően k ü l ö n b ö z ő k n e k l á t s z a n a k . M i n d e n e k előt t a z o n b a n úgy látszik, m i n t h a az 
eltérés a k lassz ikus m e c h a n i k á t ó l a két e lméle tben éppen homlokegyenes t e l lentétes 
i rányban köve tkeznék be. Heisenbergnél a fo ly tonos k lassz ikus vá l tozók helyét 
diszkrét s zámér t ékekbő l á l ló rendszerek ( m á t r i x o k ) fog la l ják e l ; ezek a s z á m é r t é k e k 
egészszámú indexpár tó l f ü g g n e k és m e g h a t á r o z á s u k r a algebrai egyenletek szo lgá lnak . 
M a g u k a szerzők e lméle tüke t „igazi d i s z k o n t i n u u m - e l m é l e t " - n e k nevezik.3 A hu l l ám-
m e c h a n i k a ezzel szemben, é p p e n el lenkezőleg, a klasszikus mechan iká tó l a konti-
nuum-elmélet felé tett lépést je len t . Hiszen a véges számú f ü g g ő vál tozón keresz tül 
le í rható t ö r t énés helyére f o l y t o n o s térjellegű tör ténés lép a konf igurác iós t é rben , 
melyet egyet len , ha táse lvből l e s z á r m a z t a t h a t ó parciális d i f ferenciá legyenlet h a t á r o z 
meg. Ez a hatáselv, ill. ez a differenciálegyenlet helyettesít i a régebbi „k l a s sz ikus 
k v a n t u m e l m é l e t " mozgásegyenle te i t és kvantumfe l té te le i t . 4 
A k ö v e t k e z ő k b e n sze re tném feltárni a Heisenberg-fé le k v a n t u m m e c h a n i k a és 
az én h u l l á m m e c h a n i k á m igen int im benső kapcsolatát. F o r m á l i s m a t e m a t i k a i szem-
* Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. 
1
 W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33, 879, 1925 (Magyar Fizikai Folyóirat 13, 447, 1965); 
M. Born és P. Jordan, uo. 34, 858, 1925 (Magyar Fizikai Folyóirat 13, 529, 1965); M. Born, W. 
Heisenberg és P. Jordan uo. 35, 557, 1926 (Magyar Fizikai Folyóirat 14, 35, 1966). A következők-
ben a rövidség kedvéért a három szerző nevét általában Heisenbergéve 1 helyettesítem s a két utóbb 
említett dolgozatra a Kvantummechanika /., ill. II. címmel hivatkozom. Érdekes hozzájárulások 
még az elmélethez: P. Dirac, Proc. Roy. Soc. London 109, 642, 1925 (Magyar Fizikai Folyóirat 
14, 171, 1966) és uo. UO, 561, 1926. 
2
 E. Schrödinger, Ann, d. Phys. 79, 361 ; 79, 489, 1926. 
3
 Kvantummechanika I. 879. о. 
4
 Elméletem kidolgozására az ösztönzést L. de Broglie disszertációja (Thèses, Paris 1924), 
Ann. de Physique (10) 3, 22, 1925, és A. Einstein rövid, de végtelenül messzire tekintő megjegyzései, 
Berl. Ber. 1925, 9. oldaltól, adták. Nem tudok arról, hogy elméletem Heisenbergéve 1 bármiféle 
genetikus kapcsolatban állna. Elméletéről természetesen tudomásom volt, az azonban a transz-
cendens algebra igen nehézkesnek látszó módszerei és a szemléletesség hiánya folytán elriasztó, 
hogy azt ne mondjam: visszataszító hatást tett rám. 
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pontból tekintve ez a kapcsolat egyenesen mint azonosság (ti. a két elméleté) jelle-
mezhető. A bizonyítás gondolatmenete a következő. 
Heisenberg elmélete valamely kvantummechanikai probléma megoldását vég-
telen sok algebrai egyenlet rendszerének megoldására vezeti vissza, melynek ismeret-
lenei — végtelen mátrixok — a mechanikai rendszer klasszikus hely- és impulzus-
koordinátáinak, valamint ezek függvényeinek felelnek meg és sajátos számítási 
törvényeket követnek. (A megfeleltetés olyan, hogy egy hely-, egy impulzuskoordiná-
nátának vagy ezek egy függvényének mindenkor egy-egy végtelen mátrix felel meg.) 
Mindenek előtt meg fogom mutatni (2. és 3. §§), miként rendelhetünk a hely-
és az impulzuskoordináták bármely függvényéhez egy-egy mátrixot oly módon , 
hogy ezek a mátrixok a Born—Heisenberg-féle formális számítási szabályoknak 
(ezek közé számítom az ún. „kvantumfel té te l t" vagy „feleserélési szabályt" is; 
lásd alább) minden esetben eleget tegyenek. A mátr ixok ezen hozzárendelése a függ-
vényekhez általános jellegű, nincs semmilyen vonatkozásban az éppen vizsgált 
speciális mechanikai rendszerrel, hanem minden mechanikai rendszerre ugyanolyan. 
(Más szavakkal: a hozzárendelés törvényében a speciális Hamilton-függvénynek 
még nincs szerepe.) Másrészről azonban a hozzárendelés még nagymértékben 
meghatározatlan. Az ugyanis tetszőleges teljes ortogonális függvényrendszer közve-
títésével tö r tén ik ; e rendszer függvényeinek értelmezési t a r tománya az egész kon-
figurációs tér. (NB. nem a „pq-tér", hanem a „ / ' - t é r . ) A hozzárendelés egyelőre 
fennálló meghatározatlansága éppen abban áll, hogy a közvetítő szerepet tetszőleges 
ortogonális rendszer betöltheti. 
Miután így igen általános módon megszerkesztettük a mátr ixokat , melyek az 
általános számítási szabályoknak eleget tesznek, a 4. §-ban a következőket fogom 
megmutatni : azon speciális, az ado t t speciális problémát jellemző algebrai egyenlet-
rendszernek, mely a hely- és az impulzuskoordináták mátrixait a Hamilton-függvény 
mátrixával kapcsolatba hozza és amelyet a szerzők „mozgásegyenletek"-nek nevez-
nek, megoldását hiánytalanul megkapjuk oly módon, hogy a közvetítő szerepet 
egy meghatározott ortogonális rendszerre ruházzuk, nevezetesen azon parciális 
differenciálegyenlet sajátfüggvényeinek rendszerére, amely hullámmechanikám alap-
j á t képezi. Ezen differenciálegyenlet természetes peremértékfeladatának megoldása 
teljesen ekvivalens a Heisenberg-féle algebrai probléma megoldásával. Valamennyi 
Heisenberg-féle mátrixelem, mely bennünket — azon várakozásunk alapján, misze-
rint azok meghatározzák az „átmenet i valószínűségeket" vagy „vonalintenzitáso-
k a t " — érdekelhet, valóban kiszámítható differenciálások és kvadraturák ú t ján, 
mihelyt a peremértékfeladatot megoldottuk. Egyébként ezek a mátrixelemek, ill. 
bizonyos mennyiségek, melyek azokkal szoros kapcsolatban állnak, a hul lám-
mechanikában tökéletesen szemléletes jelentést nyernek: azok az a tom elektromos 
momentuma parciális rezgéseinek amplitúdóit ad j ák meg. A kibocsátott fény inten-
zitása és polarizációja tehát a Maxwell—Lorentz-elmélet talaján állva megérthető. 
Ezen összefüggés rövid előzetes vázlata megtalálható az 5. §-ban. 
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2. §. Operátorok és mátrixok hozzárendelése a rendezett 
függvényszimbólumokhoz és a szorzási szabály igazolása 
A mátrixok megszerkesztésénél a punctum saliens-1 azon egyszerű megjegyzés 
képezi, hogy a kétszer n számú qlt q2, ..., q„; px,p3,---,p„ mennyiség (hely- és 
kanonikusan konjugált impulzuskoordináták) függvényeire vonatkozó sajátos 
Heisenberg-féle számítási szabályok pontosan megegyeznek az egyszer n számú 
qx, q2, ..., q„ változó függvényeire ható lineáris differenciáloperátorokra a megszokott 
analízis értelmében érvényes szabályokkal. A megfeleltetést itt oly módon kell létesí-
tenünk, hogy qx, q2, ..., qn; px,p2, ...,p„ adot t függvényében minden egyes pret 
a megfelelő d/dq, operátorral helyettesítjük. — A d/dq, operá tor d/dqm-mel valóban 
tetszőleges m-re felcserélhető, ezzel szemben c/m-mel csak akkor , ha m X1. Az m — l 
esetén felcserélés és kivonás útján nyert 
d d ... 
operá tor , ha azt a qk-к tetszőleges függvényére alkalmazzuk, reprodukálja a függ-
vényt; ez az operátor tehát az azonosság. Ezen egyszerű tény a mátrixok körében 
majd mint a Heisenberg-féle felcserélési szabály tükröződik vissza. 
E tá jékoztató jellegű előzetes megjegyzés után tér jünk rá a szisztematikus tár-
gyalásra. A d/dq^eк és a 9m-ek említett „nem mindig felcserélhető" jellege folytán 
a qk-к és pk-к valamely „megszokott értelemben vett függvény"-ének nem feleltet-
hető meg egyértelműen egy meghatározot t operátor ; operá tor t csak „meghatározot t 
m ó d o n felírt függvényszimbólum"-hoz rendelhetünk. Ezen kívül, minthogy a d/dqk 
operá torokka l más műveletet mint összeadást és szorzást nem tudunk végezni, a 
qk-k és pk-к adott függvényének legalább a pk-khan reguláris hatványsor a lakjában 
kell felírva lennie, hogy a preк helyettesítését a d/dq,-ekkel elvégezhessük. Elegendő, 
ha megfontolásainkat az ilyen hatványsorok egyetlen tagja , azaz egy 
F(qk-Pk) = / (<7i , •••,qn)PrPsPtgÍ41. •••,qn)pr h(q1 q„)pr»ps» ••• (2) 
szerkezetű függvény esetére végezzük el. Az ilyet „rendezett függvényszimbólum"-
nak f o g j u k nevezni és a következő szerkezetű operátort rendeljük hozzá : 
[F,.]=f(qx,...,qn)K3 dqr dqs dq, 
d d2 
g(qil ...,q„)K-=— h(qx, ...,qn)K2 
•dq,"™1""'™" dqr- dqs" "" 
(3) 
itt — valamivel á l ta lánosabban, mint tá jékoztató jellegű előzetes megjegyzésünk-
ben — nem egyszerűen d/dqr-rel helyettesítettük pr-et, hanem Kd\dqT-rel, ahol К 
univerzális állandót jelentsen. Az F rendezett függvényből származtatott operátor 
rövid jelölésére átmenetileg (azaz csak a jelen bizonyítás céljára) bevezetem az 
[F,.] szimbólumot. Az [F, u] szimbólummal a qx, ..., q„ vál tozóknak azt a (meg-
szokott értelemben vett) függvényét fogom jelölni, amelyet úgy kapunk, hogy az 
operá to r t az u(q1, ..„ qn) (megszokott értelemben vett) függvényre alkalmazzuk. 
Ha G egy másik rendezett függvény, úgy [GF, и] azt a függvényt jelöli, mely и-ból 
úgy adódik , hogy először az F-hez, azután a G-hez rendelt operátort alkalmazzuk, 
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ami a definíció szerint ugyanazt jelenti, mint G F operá torának alkalmazása. Termé-
szetesen ez ál talában nem egyenlő [EG, u]-val. 
Rendeljünk most minden F-hez hasonló rendezett függvényhez a neki (3) 
szerint megfeleltetett operátor, valamint egy az egész q-téren mint értelmezési tar-
tományon értelmezett tetszőleges teljes ortogonális rendszer közvetítésével egy-egy 
mátrixot, mégpedig a következőképpen. A változók qx,q2, ...,q„ sorozata helyett 
rövidítésként egyszerűen л-et í runk, amint az az integrálegyenletek elméletében 
szokásos; j ' d x az egész g-térre kiterjesztett integrált jelent. Alkossanak mármost az 
"i(*)Vf?(.v), u2(x)Ye(x), u3(x)Ye(x), . . . i n in f . (4> 
függvények teljes, egyre normált ortogonális rendszert . Eszerint 
/ о (x) u, (x) uk (x) dx = 0, ha / + k, (5) 
=? 1, ha i=k. 
Feltesszük továbbá, hogy ezek a függvények a q-iér természetes peremén (álta-
lában a végtelenben) elég gyorsan eltűnnek, úgyhogy bizonyos később elvégzendő 
parciális integrálásoknál a mellékesen fellépő peremintegrálok zérusnak adódnak.. 
A (2) alakú F függvényhez, melynek a (3) operá to r felel meg, rendeljük hozzá 
most a következő mátrixot: 
Fk> = f o (x) uk (x) [F, щ (x)] dx. (6) 
(Az indexek í rásmódja a bal oldalon ne ébressze bennünk a „kont ravar iáns" mellék-
gondola to t ; ebből a szempontból tekintve, melyet itt mellőzni kívánunk, inkább 
egy indexet kellene fent elhelyeznünk, a másikat pedig lent; a mátrixindexeket azért 
helyeztükel fent, mert később fel kell majd írnunk a maguknak a t /k-knak és a p k - k n a k 
megfelelő mátrixelemeket is és itt az alsó indexek helye foglalt.) — Szavakban: 
valamely mátrixelemet oly módon számítunk ki, hogy az ortogonális rendszernek 
a 5oríndexszel jellemzett függvényét (az ortogonális rendszer függvényein mindenkor 
az M,-kat, nem pedig az uf q-kat értjük) a q „súlyfüggvénnyel", valamint 
az <wz/o/>indexszel megjelölt ortogonális függvényből az operátor alkalmazása útján 
nyert függvénnyel megszorozzuk és az értelmezési t a r tományra integráljuk,5 
Nem nehéz megmutatni , hogy ha a rendezett függvényekre, ill. az azokhoz 
tar tozó operátorokra az összeadás és a szorzás műveletét alkalmazzuk, úgy ez a 
megfelelő mátr ixokon a mátrixösszeadás, ill. a mátrixszorzás elvégzését eredmé-
nyezi. Az összeadás esetében ez triviális. A szorzás esetében a bizonyítás menete 
a következő. Legyen G valamely másik, az F-hez hasonlóan rendezett függvény és 
legyen 
G"» = fe(x)u,(x)[G,um(x)]dx (7) 
a hozzárendelt mátrix. Képezzük az (FG)km = 2 Fk'Glm szorzatmátrixot. Mielőtt 
i 
ezt felírnánk, az Fkl-et előállító (6) kifejezést a következőképpen a lakí t juk át. A par-
ciális integrálások sorozatával az [/%.] operátort az и f x ) függvényről „á thár í t juk" 
5
 Rövidebben: Fkl az m-re alkalmazott operátor A-adik „kifejtési együtthatója". 
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a Q (x)uk(x) függvényre . A z „ á t h á r í t á s " k i fe jezés haszná la táva l (ahelyett , h o g y m o n d -
j u k „á the lyezés t " m o n d a n é k ) azt k í v á n o m jelezni, h o g y eközben az ope rác iók 
sorrendje é p p e n el lentétesre vál tozik. A „me l l ékesen" f e l l épő p e r m i n t e g r á l o k r ó l fel-
tesszük, h o g y e l tűnnek ( lásd fent) . A z „ á t h á r í t o t t " o p e r á t o r t , a p á r a t l a n számú 
di f ferenciá lás esetén b e k ö v e t k e z ő e lő je lvál tozás t is beleértve, je lö l jük az [ F „ ] szimbó-
l u m m a l . A (3) pé lda ese tében 
d3 
g(qi. •••,qn)K3 f(qx, ...,q„) <)q, dqs dqr 
( t a d i f fe renc iá lások száma) . E s z imbó lum fe lhasználásáva l nye r jük : 
Fkl = fut(x)[F, e(x)uk(x)]dx. 
Képezve a szo rza tmá t r ixo t k a p j u k : 
2 Fu G,m = 
(30 
(60 
= 2 \ J Mx)[F,e(x)uk(x)]dx-f q(X)U,(X)[G, um(x))dx] = 
= J [F, e(x)uk(x)] [G, um(x)] dx. 
(8) 
A legu tóbb i egyenlőség n e m m á s min t az or togonál i s r endsze rünk re v o n a t k o z ó ún. 
„tel jességi re lác ió" , 6 melye t a 
[G, UM (л)] és ^ [F, В (X) UK (x)] 
függvények „kifej tési e g y ü t t h a t ó i r a " a l k a l m a z t u n k . 
M o s t ú j a b b parciál is in teg rá lásokka l hár í t suk á t i smét az [F,.] o p e r á t o r t a 
Q(x)uk(x) függvényrő l a [G , um(xj\ f ü g g v é n y r e : ekkor az o p e r á t o r visszanyeri eredeti 
a l ak já t . A z e redmény ny i lvánva lóan 
(FG)km = 2 Fu Glm = f в(x)uk(x)(FG, ujxj\dx. (9) 
I J 
A bal o l d a l o n a s zo rza tmá t r ix km i n d e x ű eleme áll, a j o b b oldalon ped ig , a (6) 
hozzá rende lésnek megfe le lően , az FG r endeze t t s z o r z a t n a k megfelel te te t t mátr ix 
km i ndexű eleme. Q. e. d . 
3. § A Heisenberg-féle kvantumfeltétel és a parciális differenciálás szabályai 
M i n t h o g y az (1) o p e r á c i ó az a z o n o s s á g , a 
PiQi-QiPi 0°) 
rendeze t t függvénynek , a m e l y b e — m i n t t u d j u k — még be leo lvasz to t tuk а К univer-
zális á l l andó t , a fent bevezete t t hozzárendelés i tö rvény ér te lmében megfele l te te t t 
6
 Lásd pl. Courant—Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I. 36. old. Fontos szem 
előtt tartani, hogy a teljességi összefüggés a „kifejtést együtthatókra" minden esetben érvényes, 
még akkor is, ha a sorfejtések maguk nem konvergálnak. Amennyiben konvergálnak, úgy a (8) 
egyenlőség közvetlenül nyilvánvaló. 
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operátor: a szorzás K-\al. A (10) függvénynek t ehá t a köve tkező mátrix felel m e g : 
(Pi 4i~ q, P,)ik = К j в (-y) w, (.y) uk (.y) dx = 0 , h a i X k, 
= K, ha i = k. 
(П) 
H a 
К = — ( 1 2 ) 
2 я / - 1 
ez a Heisenberg-féle „ k v a n t u m r e l á c i ó " ; a k ö v e t k e z ő k b e n a (12) é r t ékhez ragaszko-
d u n k . — M a g á t ó l é r te tődik , h o g y a (11) összefüggés t a q, és p, f üggvényekhez 
rendel t 
qík = f q,e(x)u,(x)uk(x)dx, 
pík = Kf
 g ( x ) U i ( x ) ^ I d x 
(13) 
m á t r i x o k k ü l ö n b ö z ő so r rendben képezet t s zo rza t a inak k ivonásáva l is m e g k a p h a t -
t u k volna. 
T é r j ü n k m o s t rá a „parc iá l i s d i f ferenciálás s zabá lya i r a" . Va lamely (2)-höz 
h a s o n l ó rendeze t t függvény parc iá l i s d i f ferenciá lása q, szerint je len tse a köve tkező t : 7 
a függvényt a t ényezők s o r r e n d j é n e k megvá l toz t a t á sa né lkül minden egyes helyen, 
a h o l csak q, fe l lép, differenciálni kell q, szerint és mindezeke t az e r e d m é n y e k e t össze 
kel l adni . E k k o r k ö n n y ű m e g m u t a t n i , hogy fenná l l a köve tkező ope rá to regyen le t : 
dF 
dq, ' 
= ^[p,F-FPl,.]. (14) 
A g o n d o l a t m e n e t a köve tkező . Ahelye t t , hogy v a l ó b a n d i f fe renc iá lnék q, szerint , 
kénye lmesebben is e l j á rha tok , egyszerűen p,-et írva az egész kifejezés elé, hiszen ha 
á t t é r ü n k az o p e r á t o r o k r a , e n n e k helyét К ^— fog la l ja el. Ezek u t á n egyrészről 
dqi 
K-\al kell o s z t a n o m . Másrész rő l a z o n b a n a -z— o p e r á t o r , m i u t á n a tel jes o p e r á t o r t 
dq, 
valamely и f ü g g v é n y r e a l k a l m a z t u k , nem c supán az E-ben fogla l t <7,-ekre ha t m a j d 
( a m i t meg kell tennie) , h a n e m helytelenül a tel jes o p e r á t o r h a t á s á n a k kitet t и függ-
vényre is. Éppen ezt a hibát korrigálom az [Fp,,.] operác ió l evonásáva l ! 
Vegyük m o s t szemügyre a parciá l is d i f ferenciá lás t va lamely p, szerint . E n n e k 
je lentése va lamely (2)-höz h a s o n l ó rendezet t függvény esetében m é g egyszerűbb 
valamivel , m i n t a d/dq, d i f ferenciá lásé , hiszen a pk-к csak h a t v á n y s z o r z a t o k a l a k j á b a n 
l épnek fel. G o n d o l a t b a n p, m i n d e n h a t v á n y á t egyes t ényezőkre b o n t j u k fel, pl. 
p\ helyett p,p,p,-et í r u n k ; e k k o r m o n d h a t j u k : h a p, szerint parciá l is di f ferenciálás t 
végzünk , úgy m i n d e n egyes p,-et, mely E-ben fellép, egy-egy ese tben el kell hagynunk 
7
 Mindezekkel a definíciókkal természetesen híven követjük Heisenbergs t. Szigorú logikai 
nézőpontból tekintve az alább következő bizonyítás tulajdonképpen fölösleges, és a (14), (15) 
szabályokat közvetlenül felírhatnánk, minthogy azok Heisenbergnél bizonyítást nyertek és csak 
az összeg- és szorzatszabályon, valamint a (11) felcserélési összefüggésen alapulnak, melyeket be-
bizonyítottunk. 
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(miközben az összes t ö b b i pt érintetlen m a r a d ) ; v a l a m e n n y i így k a p o t t e redményt 
össze kell a d n u n k . A (3) operá tor e s e t é b e n eszerint így kell e l j á r n u n k : „ M i n d e n 
egyes К 'J -et egy-egy e se tben el kell h a g y n u n k és az összes így k a p o t t e redményt 
oqi 
össze kel l a d n u n k . " 
E m e g f o n t o l á s u t á n az t állí tom, h o g y fennáll a 
<)F  
dp, ' ' 
f[Fqt-qiF,.] (15) 
operá to regyen le t . V a l ó b a n : g o n d o l a t b a n képezem az [ F q t , . ] o p e r á t o r t és meg-
kísérlem e b b e n az o p e r á t o r b a n „q,-et F-tn jobbró l b a l r a k e r e s z t ü l h ú z n i " ; azaz : 
egymás u t á n elvégzett felcserélésekkel a [q,F,.] o p e r á t o r t k í v á n o m megkapn i . 
A „ k e r e s z t ü l h ú z á s " c s a k o lyankor ü t k ö z i k akadá lyba , va lahányszor egy d/dq,-be 
ü t k ö z ö m . Ezzel <?ret n e m lehet egyszerűen felcserélni, h a n e m ezt a d / d q ^ t t az operá-
tor „ b e l s e j é b e n " 
i + 4 , 4 - о б ) 
dq, 
-lel kell he lyet tes í tenem. A felcserélések me l l ék te rméke ikén t fellépő e z e n egyesek, 
amin t a z t könnyű fe l i smern i , éppen a k í v á n t „parciál is d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s t " szol-
gá l t a t j ák . A keresz tü lhúzás elvégzése u t á n f ennmarad m é g a [q,F,.] o p e r á t o r , mely 
felesleges v o l n a ; ezért ez t (15)-ben exp l ic i t e levonjuk. Ezzel (15)-öt is igazol tuk. 
Az operátorokra igazolt (14) és (15) egyenle tek te rmésze tesen vá l t oza t l an a l akban 
érvényesek a bal és a j o b b oldalnak megfe le lő m á t r i x o k között , m i n t h o g y a (6) 
képlet s ze r in t valamely l ineár is o p e r á t o r h o z egy és c s ak egy mátrix t a r t o z i k (termé-
szetesen kezdet től f o g v a megválasz to t t , rögzítet t ujx) f üggvényrendsze r mellett).8 
8
 Mellesleg megjegyezzük, hogy e tétel megfordítása is fennáll, legalább is abban az értelem-
ben, hogy adott ortogonális rendszer és sűrűségfüggvény mellett valamely adott mátrixhoz bizonyosan 
nem tartozhat több mint egy lineáris differenciáloperátor a (6) hozzárendelési szabályunknak meg-
felelően. Legyenek ugyanis (6) alatt az Fkl-ek adottak, legyen [F, .] a keresett lineáris operátor, 
melynek létezését feltételezzük, és legyen <p(x) a q\, qi,..., q„ változók szakaszonként folytonos 
és szükség esetén elég sokszor differenciálható, egyébként azonban teljesen tetszőleges függvénye. Ek-
kor a teljességi összefüggés, ha azt a <p(x)és [F, uk(x)} függvényekre alkalmazzuk, a következőt adja: 
Jo(x)<p(x)[F,Uk(x)]dx = 2lyfq(x)<)>(x)ui(x)dx-f q(x)u,(x)[F, itk(x)] Ar J . 
A jobb oldal egyértelműen ismertnek tekinthető; abban csak <p(x) kifejtési együttható és az előre 
megadott F,k mátrixelemek lépnek fel. „Átháiítással" (vő. a fentiekkel) a bal oldal átalakítható az 
[F, o(x)<p(x)] 
qM 
függvény Á-adik kifejtési együtthatójává. E függvény összes kifejtési együtthatóit egyértelműen 
rögzítettük tehát, amivel maga a függvény is egyértelműen meg van határozva („Courant—Hilbert", 
37. old.). Minthogy pedig д(х) egyszer s mindenkorra adott, és <p(x) teljesen tetszőleges függvény, 
mondhatjuk: az áthárított operátornak tetszőleges függvényre — mely utóbbitól csak azt kívánjuk, 
hogy az operátort egyáltalán alkalmazni lehessen rá — kifejtett hatását az F" mátrix egyértelműen 
meghatározza. Ez azonban éppen azt jelenti, hogy az áthárított operátor egyértelműen meg van 
határozva; az „operátor" fogalma ugyanis logikailag azonos az alkalmazása útján nyert eredmények 
összességével. — Az áthárított operátorból áthárítással a keresett adódik, egyértelműen. 
Figyeljünk fel arra, hogy a szereplő függvények sorbafejthetőségét nem kellett feltételeznünk. — 
Azt, hogy tetszőleges mátrixhoz mindenkor létezik egy lineáris operátor, nem bizonyítottuk be. 
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4. §. A Heisenberg-féle mozgásegyenletek megoldása 
Az e l ő z ő k b e n m e g m u t a t t u k , hogy a (4) tetszőleges tel jes o r togoná l i s rendszer 
segítségével a (3) és (6) d e f i n í c i ó k n a k megfele lően, rendezet t f üggvényekbő l képeze t t 
m á t r i x o k eleget tesznek v a l a m e n n y i Heisenberg-fé le számí tás i szabá lynak , a (11) 
felcserélési t ö r v é n y t is ideértve. M o s t vegyünk szemügyre va l ame ly speciális m e c h a -
n i k a i p rob lémá t , melyet az a d o t t 
H(qk,pk) (17) 
H a m i l t o n - f ü g g v é n y jellemez. A k v a n t u m m e c h a n i k a szerzői ez t a függvényt e lőször 
a közönséges m e c h a n i k á b ó l vesz ik át , mely a z t természetesen nem rendezet t a l a k b a n 
szolgál ta t ja , h i s z e n a k ö z ö n s é g e s analízisben a tényezők so r r end je lényegtelen. 
A szerzők ez u t á n m e g h a t á r o z o t t módon „ n o r m a l i z á l j á k " v a g y „ s z i m m e t r i z á l j á k " 
a függvényt a k v a n t u m m e c h a n i k a céljaira, a m e n n y i b e n pl. a közönséges m e c h a n i k a 
ЯкРк függvényét a z 
-д(РкЧк + ЯкРк) 
v a g y a 
v a g y akár az 
РкЧкРк 
у (РкЯк+РкЯкРк + ЧкРк) 
kifejezéssel he lye t tes í t ik ; m i n d e z e k (11) szerint egymással megegyeznek . A függvény 
e z u t á n „ r e n d e z e t t " - n e k minősü l , a z o n a t é n y e z ő k sor rendjé t a t o v á b b i a k b a n ér in te t -
l e n ü l kell h a g y n u n k . A sz immet r i zá lás á l t a l á n o s szabályát9 i t t nem k í v á n o m rész-
le tezn i ; h a j ó i é r t e m , a s z e m p o n t o k a k ö v e t k e z ő k : Hki legyen átlós mátrix, egyéb i rán t 
a szimmetr izál t függvénynek , h a az t mint a közönséges ana l íz i s függvényét f o g j u k 
fe l , az eredetileg a d o t t függvénnye l azonosnak kel l lennie.10 E z e k e t a köve te lményeke t 
közvet len ú t o n f o g j u k kielégíteni . 
Ezek u tán a szerzők megköve te l i k , hogy a q\k, p\k má t r ixok egy végtelen egyenlet-
rendszernek (a „ m o z g á s e g y e n l e t e k n e k " ) t egyenek eleget, me lye t ők eredet i leg a 
/ = 1 , 2 , 3, . . . , n ; 
(18) 
г, к = 1, 2, 3, . . . , in inf. 
a l a k b a n í r tak fe l . A felső i n d e x p á r , ugyanúgy m i n t k o r á b b a n Fki esetében, a s zóban-
f o r g ó rendezet t függvényhez t a r t o z ó mátr ix megfe l e lő e lemét jelzi . A j o b b o l d a l o n 
á l l ó parciális d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s o k jelentését ugyancsak m e g m a g y a r á z t u k m á r , 
a b a l oldalon f e l l é p ő d/dt s z i m b ó l u m é t a z o n b a n m é g nem. Ezen a szerzők a köve tke -
z ő t ér t ik : létezzék egy olyan 
Vi, v2 , v3, v4, . . . i n inf. (19) 
9
 „Kvantummechanika I." 873. oldaltól kezdődően. 
10
 Az erősebb követelményt, hogy ti. ugyanazon kvantummechanikai mozgásegyenleteket 
szolgáltassa, túlságosan szorosnak tartom. Nézetem szerint ez azzal kapcsolatos, hogy a szerzők 
a qk-k tekintetében is hatványszorzatokra szorítkoznak, ami szükségtelen. 
1 4 0 
dqt ft
_ 
dH\ik 
wj 
- M ' 
dp, d H f 
dt\ -
. àqj 
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számsorozat, hogy a fenti egyenletek teljesüljenek, ha djel t-nek a következő jelentést 
tu la jdoní t juk : Az ik indexű mátrixelemet szorozza meg 2nV — 1 (v ; — vk)-val. Spe-
ciálisan 
dt 
djh 
dt 
)* = 2n Y — 1 (Vi-Vk)qík, 
2n Y^í(vi-vk)plk. 
(20) 
A (19) számsorozat nincs előre meghatározva, hanem a q\k,pik mátrixelemekkel 
együtt a (18) egyenletrendszer ismeretleneit képezi. Ez a d/dt jel (20) értelmezése 
és a (14), (15) szabályok, valamint (12) tekintetbe vétele mellett a következő alakot 
ölt i : 
( V | - » 4 ) î i t t = 1 (/*?,-<7, Я), 
(Vi-Vk)pík (Hp,-p,H) 
( 1 8 ' ) 
(2nY— 1-gyel egyszerűsítettünk). 
Ezt az egyenletrendszert kell tehát kielégítenünk és ehhez más eszköz nem áll 
rendelkezésünkre, mint a mátrixok képzésekor a közvetítő szerepet betöl tő (4) 
ortogonális rendszer a lkalmas választása. Ezek után a következőket á l l í tom: 
1. A (18') egyenlet ál talában kielégíthető oly módon, hogy ortogonális rendszer-
ként ä 
-[Н,ф] + Еф=0 (21) 
parciális differenciálegyenlet természetes peremértékfeladatának sajátfüggvényeit 
választjuk. Itt ф a qx. q2, .... q„ változók ismeretlen függvénye; E a sajátértékpara-
méter. А е(л') sűrűségfüggvény szerepében magától ér te tődően qx,q2, ...,q„ azon 
függvénye lép fel, mellyel a (21) egyenletet szoroznunk kell, hogy azt önadjungál t tá 
tegyük. A v,- mennyiségek a Л-val osztott Et sajátértékekkel adódnak egyenlőknek. 
A Hkl mátr ix átlóssá lesz; az átlós elemek értéke Hkk = Ek. 
2. Ha a H függvény szimmetrizálását alkalmas módon végeztük el (a szimmetri-
zálási el járás megítélésem szerint egyelőre nincs egyértelműen meghatározva), úgy 
(21) azonos a hullámmechanikám alapját képező hullámegyenlettel.11 
Az 1. alatt k imondot t állítások ma jdnem közvetlenül evidensek, ha egyelőre 
túltesszük magunkat a kérdéseken, va jon a (21) egyenlet egyáltalán ésszerű perem-
értékfeladatot határoz-e meg az egész ^-tér mint a laptar tomány mellett, vajon az 
mindig önadjungál t tá tehető-e alkalmas függvénnyel szorozva stb. Ezek a kérdések 
a 2. alatt kimondott állí tások tárgyalása során nagymértékben elintézést nyernek. 
Minthogy (21), valamint a sajátértékek és a sajátfüggvények definíciója értelmében 
fennáll : 
[H,u]=EiUi, (22) 
11
 Ann. d. Physik 79, 510, 1926 [(18") egyenlet], 
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(6) szerint k a p j u k , 
Hkl = Je(x)uk(x)[H, U,(x)]dx = E,f Q(x)uk(x)ut(x)dx 
= 0, h a l - k , 
= E,, ha l = k ; 
(23) 
így pl. í r h a t ó : 
(Hq,)ik = У H"" q"'k = E, q\k, 
m 
(q,H)ik = Zl'imHmk = Ek il", 
(24) 
m 
a (18') a la t t fel ír t első egyenlet j o b b o lda l ának ér téke t e h á t : 
(25) 
H a s o n l ó a k érvényesek a m á s o d i k egyenletre . Ezzel minden 1. alat t k i m o n d o t t 
ál l í tás igazolás t nyert . 
T é r j ü n k rá mos t a 2. á l l í t ás ra , azaz : a nega t ív előjellel ve t t (a lka lmas m ó d o n 
sz immetr izá l t ) H a m i l t o n - f ü g g v é n y o p e r á t o r á n a k és a h u l l á m m e c h a n i k a h u l l á m -
o p e r á t o r á n a k azonosságá ra . E lőször egy egyszerű pé ldán sze re tném megvi lág í tan i , 
miér t nem látszik s z á m o m r a egyelőre a sz immetr izálás i e l j á r á s egyé r t e lműnek . 
Legyen egy szabadsági fok ese tén a közönséges H a m i l t o n - f ü g g v é n y 
Először is természetesen ezt a függvényt vá l toza t l anu l , úgy a h o g y van, á t v e h e t j ü k 
„ r e n d e z e t t " függvénykén t a „ k v a n t u m m e c h a n i k á " - b a . H a s z n á l h a t j u k a z o n b a n , 
mégpedig — úgy látszik s z á m o m r a — egyelőre ugyanolyan j o g g a l , a 
rendezet t f ü g g v é n y t is, aho l f(q) n a g y m é r t é k b e n tetszőleges függvény . E b b e n a z 
esetben f(q) l épne fel mint e ( x ) „ s ű r ű s é g f ü g g v é n y " . Nyi lvánvaló , hogy (26) c s u p á n 
egy speciális ese te (27)-nek, és f e lve tőd ik a kérdés , va jon lehetséges-e á l t a lában , a z a z 
b o n y o l u l t a b b H függvényekre is, k i tünte tn i a k íván t speciális ese te t és miként t ö r t é n -
het ez. Az , hogy ennek é r d e k é b e n a qk-Vban is h a t v á n y s z o r z a t o k r a szo r í tkozzunk 
( m i k o r is egyszerűen m e g t i l t h a t n á n k „nevezők l é t r ehozásá t " ) , éppenséggel a leg-
f o n t o s a b b a l k a l m a z á s o k esetében igen kénye lmet len volna. Ezen kívül — úgy vé-
lem — ez nem a helyes sz immet r izá lás ra vezet. 
Az o lvasó kényelme é r d e k é b e n itt m o s t megismét lem a hu l lámegyenle t rövid 
levezetését o lyan a l akban , mely a je len célnak megfelel . Eközben a klasszikus m e c h a -
n ika esetére szo r í tkozom (re la t iv i tás és mágneses tér nélkül). Legyen tehá t 
H = - ( p 2 + q2). ? (26) 
(27) 
H = T(qk,pk)+V(qk). (28) 
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ahol T а pk-к kvadratikus alakja . Ekkor a hullámegyenlet a következő variációs 
feladatból nyerhető:1 2 
X 1 1 
(29) 
j2=J ф2 Ap 2 dx = 1 
mellékfeltétel mellett. 
Az j dx szimbólum jelentése, mint fent is, J ... J dq1...dqn; A f 1 а Г kvadra t ikus 
alak diszkriminánsának reciprok négyzetgyöke. Ez a tényező semmiképpen nem maradha t 
el, minthogy különben az egész eljárás n e m volna invariáns a qk-k pont t ranszfor-
mációival szemben! Felléphetne még ezzel szemben tényezőként a qk-к egy explicit 
függvénye, azaz egy olyan függvény, mely a qk-к pont t ranszformációjakor invariáns-
ként t ranszformálódik. (Ismeretes, hogy Ap-re ez nem á l l ; az ellenkező esetben 
ugyanis z lp^-et elhagyhatnánk, a mondott járulékosan fe l lépő függvénynek a Ap 
értéket adva . ) 
Jelezzük T azon a rgumentum szerint képezett deriváltját , mely az eredetileg pk 
által elfoglalt helyen áll, pk-val; ekkor a variáció eredményeként kapjuk: 
0=J(ÔJ1-EÔJ2) 
JZ у д 
8я2 t dqk 
+ (У(р
к
)-Е)А
р
2
ф\ Зф dx 
a variációs probléma Euler-egyenlete tehát a következő: 
)) + (30) 
h2  
8л2 
= (31). 
На visszaemlékezünk az operátor-hozzárendelés törvényére és figyelembe vesszük a 
T kvadrat ikus alakra felírt, a homogén függvényekre érvényes 
T(qk, pk) = — 2 Pk Tpk Í4k, Pk) 4
 k 
(32) 
Euler-egyenletet, úgy nehézség nélkül felismerhetjük, hogy (31) egyenletünk a (21) 
alakot m u t a t j a . Valóban: ha a (31) egyenlet bal oldalán á l ló operátort, kirekesztve 
h д 
az Еф sajátértéktagot, leválasztjuk és benne ; = 1 pk-\al helyettesítjük, 
2л V— 1 дЧк 
úgy (32) a lap ján a negatív előjellel ellátott (28) Hamilton-függvényt kap juk . Itt a 
variációs eljárásból egészen automatikusan egyértelműen meghatározot t „szimmetri-
Ann. d. Physik 79, 376, 1926 [(23) és (24) egyenlet]. 
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zálás" a d ó d o t t a H operá tor számára , mely az t — egy tényezőtől eltekintve — önad-
jungált tá és pon t t ransz formác iókka l szemben invariánssá teszi, és amelyhez ragasz-
kodni szere tnénk mindaddig, amíg egészen határozot t o k o k nem szólnak a fent1 3 
a (29) in tegrá lokban lehetségesnek tartot t já ru lékos tényező fellépte, va lamint e 
tényező megha tá rozo t t a l a k j a mellett. 
Ezzel a Heisenberg—Born—Jordan-fé le mátrixegyenletek egész rendszerének 
megoldását visszavezettük egy lineáris parciál is differenciálegyenlet természetes 
peremértékfeladatára . Ha a peremér tékfe lada to t megoldot tuk, úgy minden mátr ix-
elemet, mely bennünket érdekel , (6) ú tmuta tása szerint differenciálások és kvad ra tu rák 
segítségével k iszámíthatunk. 
Annak megvilágítása cél jából , hogy mi t kell természetes peremér tékfe ladaíon, 
azaz a konf igurációs tér természetes peremére vonatkozóan előírt peremfeltételeken 
értenünk, a végigszámolt pé ldák ra utalok.1 4 Szisztematikusan az adódik, hogy a 
végtelenben f e k v ő természetes perem a differenciálegyenlet szingularitását képezi és 
egyértelműen csak „a sa já t függvények m a r a d j a n a k végesek" peremfeltételt engedi 
meg. Meglehet , hogy ez közös jel lemvonása az elmélet a lka lmazása során első sorban 
t e k i n t e t b e j ö v ő mikromechanika i p rob lémáknak . Ha a he lykoord iná ták vá l tozásának 
tar tománya mesterségesen kor lá tozva van ( p é l d a : „ d o b o z " - b a zárt molekula) , úgy 
ezt a kor lá tozás t elvileg a j ó l ismert m ó d o n , alkalmas potenciálok bevezetésével 
vehetjük tekinte tbe . A sajátfüggvények eltűnése a peremen á l t a lában messzemenően 
elégséges mér t ékben teljesül, még ha bizonyos (6) típusú integrálok esetében olyan 
viszonyokkal kerülünk is szembe, melyek különleges megfonto lásokat tesznek szük-
ségessé és amelyekkel a je len pillanatban nem szeretnénk részletesen foglalkozni 
(a szóban f o r g ó mátrixelemek a Kepler-probléma esetében — Heisenberg szerint — 
a hiperbolapályát hiperbolapályával összekötő á tmeneteknek felelnek meg). 
Itt a k lasszikus mechanika esetére szor í tkoztam, mágneses tér nélkül, min thogy 
az elmélet relat iviszt ikus-mágneses ál talánosí tása még nem látszik számomra eléggé 
t isztázottnak. A b b a n azonban , hogy a két új kvantumelmélet tökéletes pá rhuzamos-
sága erre az ál talánosításra is fenn fog állni , aligha ké te lkedhetünk. 
Végül m é g egy á l ta lános megjegyzés a 2—4. §§ egész képle tappará tusához . 
Az alapul ve t t ortogonális rendszert minden képletben ha t á rozo t t an diszkrét függ-
vényrendszernek tekintettük. A legfontosabb a lkalmazások esetében ez éppen nem 
így van. N e m csak a hidrogén a t o m esetében, h a n e m a m a g a s a b b rendszámú a t o m o k 
esetében is, a (31) hullámegyenletnek a vona la s spektrum mellett folytonos saját -
é r t ékspek t rummal is kell rendelkeznie, mely többek közö t t a so roza tha tá rhoz 
csatlakozó fo ly tonos optikai színképeken keresztül nyilatkozik meg. J o b b n a k lát-
szott, hogy a képleteket és gondola tmene teke t egyelőre ne terhel jük meg ezekkel a 
valóságban elengedhetetlen á l ta lánosí tásokkal . Hiszen c ikkünk célja, hogy a két 
elmélet közö t t fennálló fo rmá l i s összefüggéseket lehetőleg világosan k imunká l j uk , 
és ezeket a fo ly tonos spek t rum fellépte b izonyosan nem vá l toz ta t j a meg lényegesen. 
Egy fontos óvatossági rendszabályt m i n d e n k o r be t a r t o t t unk : nem feltételeztük 
minden t ovább i nélkül a sa já t függvények szer int haladó kifej tés konvergenciájá t . 
Különösen parancsolóan ír ja e lő ezt az óva tosságot a diszkrét sajátértékek torlódása 
a végesben (a soroza tha táron) , mely a maga részéről a legszorosabban összefügg a 
folytonos s p e k t r u m felléptével. 
13
 Vö. még Ann. d. Phys. 79, 362 (lásd a megjegyzést az 510. oldalon), 1926. 
14
 Vö. a korábban idézett dolgozatokkal. 
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5. §. A két elmélet összehasonlítása. 
Kísérlet a kibocsátott sugárzás intenzitásának és polarizációjának 
klasszikus értelmezésére 
H a a k é t elmélet — a z egyesszámot is helyénvaló m ó d o n h a s z n á l h a t n á m — 
jelenlegi a l a k j á b a n f e n n t a r t h a t ó n a k b i z o n y u l n a , azaz m á r a bonyo lu l t abb rend-
szerekre is he lyes á l t a l ános í t á s t jelentené,1 5 úgy minden fa j t a fejtegetés az egyiknek 
vagy a m á s i k n a k az e lőnyéró ' l bizonyos é r t e lemben á l p r o b l é m á v a l fog la lkoznék . 
Hiszen t i s z t á n matemat ika i szempontbó l t ek in tve a két e lmé le t teljesen ekvivalens 
és így c sak a r r ó l az elvi s z e m p o n t b ó l a l á r e n d e l t kérdésró'l l ehe t szó, hogy a számí tá -
sok elvégzése s zempon t j ábó l melyikük kénye lmesebb . 
N a p j a i n k b a n nem c seké ly azoknak a f iz ikusoknak a s z á m a , akik — teljesen 
Kirchhoff és Mach sze l lemében — a fizikai e lméle t fe lada tá t pusz t án a megfigyelhető' 
mennyiségek közöt t f e n n á l l ó tapasztalat i összefüggések lehetőleg takarékos ma te -
matikai l e í r á s áb an lá t ják, a z a z olyan l e í r á sban , amely az összefüggéseket lehetőleg 
elvileg megfigyelhetet len e l e m e k közvetí tése nélkül ad ja vissza . Ilyen beál l í to t t ság 
mellett a ma tema t ika i ekv iva lenc ia c s a k n e m egyet jelent a fizikai ekvivalenciával . 
A jelen e s e t b e n legfeljebb a b b a n vélhetnénk a mátrixleírás b i z o n y o s előnyét fe l ismerni , 
hogy az töké le tesen nem-szemlé le tes je l lege folytán n e m o k o z kísértést az a t o m i 
tör ténések tér-időbeli k é p é n e k k ia lak í tására , melynek t a l á n elvileg e l lenőr izhete t -
lennek kell maradn ia . E b b e n az összefüggésben minden e se t r e é rdeklődésre t a r t h a t 
számot a f e n t megadot t ekv iva lenc ia -b izony í t á s köve tkező kiegészítése: az ekviva-
lencia valóban fennáll, f e n n á l l az ellenkező irányban is. N e m c s a k a sa já t függvények-
ből lehet , m i n t fent m e g m u t a t t u k , a m á t r i x o k a t megszerkesz teni , h a n e m fo rd í tva 
is, a s z á m s z e r ű e n m e g a d o t t mát r ixokból is m e g k a p h a t j u k a sa já t függvényeke t . Az 
utóbbiak t e h á t egyáltalán n e m a puszta m á t r i x v á z va lamifé le önkényes és speciális, 
a szemléletesség igényétől vezérel t „ h ú s b a - v é r b e ö l töz te tése" , ami v a l ó b a n a l apo t 
szolgál ta tna a r ra . hogy a mátr ix le í rás t ismeretelmélet i leg e l ő n y b e n részesítsük. G o n -
doljuk el, h o g y a 
egyen le tekben a bal oldal számszerűen m e g v a n adva és k e r e s s ü k az ujx) függvénye-
ket. ( N B : a „ s ű r ű s é g f ü g g v é n y t " s z á n d é k o s a n hagytuk e l ; m o s t legyenek az w,(x)-ek 
maguk o r t o g o n á l i s f ü g g v é n y e k . ) Ekkor mát r ixszorzás ú t j á n k i számí tha t juk az 
in tegrá loka t , ahol P(x) а qt-ek valamely ha tványszo rza t á t j e l en t i ; ehhez e g y é b k é n t 
„ á t h á r í t á s t " , azaz parc iá l i s integrálást n e m kell a l k a l m a z n u n k . Ezen in tegrá lok 
15
 Speciális okunk van arra, hogy ezt kérdésesnek tartsuk. Az energiafüggvényt ezidőszerint 
mindkét elmélet a közönséges mechanikából veszi át. Az eddig tárgyalt esetekben a potenciális 
energia olyan tömegpontok kölcsönhatásának felel meg, amelyek közül legalább az egyik nagy 
tömege folytán talán hullámmechanikailag is pontszerűnek tekinthető (vö. A. Einstein, Berl. Ber. 
1925. 10. old.). Számolnunk kell a lehetőséggel, hogy a potenciális energia kifejezésének átvétele 
közönséges mechanikából többé nem megengedett, ha a valóságban mindkét „ponttöltés" kiterjedt 
rezgésállapot, melyek egymást átfedik. 
(33) 
(34) 
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összessége rögzí te t t i és к mel le t t megadja a z и,(х)и
к
(х) függvény va lamennyi ún . 
„momentumát". És tudjuk, h o g y a m o m e n t u m o k összessége igen általános fel tételek 
mellett egyér te lműen rögzíti a függvényt. Ily módon va lamennyi и{(х)ик(х) szorzat 
egyértelműen meg van ha t á rozva , közö t tük az ujx)2 négyzetek, ezekkel együtt 
pedig m a g u k az ujx) függvények is. Az egyet len önkény a g ( x ) sűrűségfüggvény 
— pl. térbeli po lá rkoord iná ták használata ese tén az r2 sin 9 f a k t o r — leválasztásával 
kapcsolatban fo rog fenn. Itt minden esetre n e m kell ismeretelméleti faut pas elköve-
tésétől t a r t a n u n k . 
Egyébiránt a tételnek, me ly szerint a ma tema t ika i ekvivalencia egyértelmű volna 
a fizikai ekvivalenciával, k ü l ö n b e n is csak ko r l á tozo t t érvény tu la jdon í tha tó . G o n d o l -
junk pl. a t ö l t ö t t vezetők rendszerének e lektroszta t ikus ene rg iá j á t megadó ké t kife-
jezésre, az \ j (£2í/t térfogati integrálra és a veze tőkre kiterjesztet t összegre. 
A két kifejezés az elektrosztat ika esetében ekvivalens; az egyik a másikból parciál is 
integrálással nyerhető. Mindazonál ta l az e lsőt jelentős mér t ékben előnyben részesít-
jük és azt m o n d j u k , hogy az helyesen lokal izá l ja az energiát a térben. Az e lektro-
sztatika t a l a j á n állva ez a vá lasz tás s emmiképp sem a l apozha tó meg; a lapul ehhez 
az szolgál, h o g y az első kifejezés az e lek t rodinamikában is használható m a r a d , a 
második a z o n b a n nem. 
Azt, hogy a két új kvantumelmélet közü l ebből a szempontbó l melyiket illeti 
meg az elsőség, ma még al igha lehet bizonyossággal eldönteni. Mint egyikük termé-
szetes védőügyvédjének a z o n b a n bizonyára n e m fogják nekem felróni, ha t a r t ózko -
dás nélkül — és talán nem tel jesen mentesen bizonyos egyoldalúságtól — fe lhozom 
az érveket, melyek mellette szólnak. 
Azokat a problémákat , amelyek a tu la jdonképpeni op t ika i kérdéseken k ívül az 
a tomdinamika további kiépítését illetően t ek in te tbe jönnek, a kísérleti fizika emi-
nensen szemléletes alakban veti fel : pl. m i k é p p e n pattan szét egymásról két ü t k ö z ő 
a tom vagy molekula , milyen eltérítést szenved az elektron vagy az a-rész, ha azt 
adot t sebességgel és területi sebességgel ( „ü tközés i paraméter re l" ) az a tomra l ő j ü k ? 
Abból a célból , hogy az ilyen problémához köze lebb jussunk, nagymértékben szük-
séges, hogy v i lágos áttekintést nyerjünk a f o l y t o n o s á tmenetről , mely a szemléletes 
makroszkop ikus mechanikától az atom m i k r o m e c h a n i k á j á h o z vezet. L e g u t ó b b 
kifejtettem,1 6 miképpen képzelem el ezt az á tmene t e t . A mikromechanika finomítását 
képezi a m a k r o m e c h a n i k á n a k , melyet az o b j e k t u m o k geomet r ia i — mechan ika i 
kicsinysége tesz szükségessé és amely tel jesen ugyanolyan je l legű, mint az á t té rés 
a geometriai op t ikáró l a fizikai op t ikára ; ez u t ó b b i akkor válik szükségessé, a m i k o r 
a hullámhossz m á r nem nagyon nagy a vizsgált objektumok vagy azon térbeli t a r to -
mány mérete ihez képest, a m e l y e n belül p o n t o s felvilágosítást kívánunk nyern i a 
fény eloszlásáról. — Rendkívül nehéznek látszik számomra a fen t jellemzett f a j t á j ú 
problémák megoldására tö rekedn i , míg ismeretelméleti o k o k b ó l kötelezőnek érez-
zük, hogy számüzzük az a tomdinamikábó l a szemléletességet és csak a b s z t r a k t 
fogalmakkal — amilyenek az átmenet i valószínűségek, energiaszintek stb. — ope-
rál junk. 
Ismeretes, hogy az egész a tomdinamika s z á m á r a különösen fontos , ta lán éppen 
a legfontosabb kérdés az a tomdinamika i t ö r t é n é s és az e lektromágneses tér — ill. 
azon fizikai ágens , amelynek esetleg az u t ó b b i helyére kell l épnie — csatolásának 
16
 Ann. d. Phys. 79, 489, 1926. 
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prob lémá ja . N e m csak d iszperz ió , a r e z o n a n c i a - és szekundérsugárzás , v a l a m i n t a 
természetes vonalszélesség egész kérdés k o m p l e x u m a ta r toz ik ide, hanem b i z o n y o s 
a t o m d i n a m i k a i mennyiségek emissziós f r ekvenc i akén t , vona l in tenz i táskén t t ö r t é n ő 
megjelölése c s u p á n a k k o r nye r a pusztán d o g m a t i k u s ki je lentésnél m e g a l a p o z o t t a b b 
jelentést, h a a csa to lásnak valamilyen f o r m á b a n ma tema t ika i leírását a d t u k . A z 
a t o m d i n a m i k a má t r ix -megfoga lmazása ezzel kapcso l a tban a r r a a sejtésre veze te t t , 
hogy az e l e k t r o m á g n e s e s t e re t válóban m á s k é p p e n , nevezetesen mátr ixok segí tségé-
vel kell l e í r n u n k , hogy a c sa to lás t m a t e m a t i k a i l a g megfoga lmazhassuk . A h u l l á m -
mechanika a z t muta t j a , h o g y erre kényszer m i n d e n esetre n e m áll fenn, m i n t h o g y 
a mechan ika i teret leíró s k a l á r (melyet én t/i-vel jelöl tem) te l jes mér tékben a l k a l m a s 
arra, hogy a z e l ek t romágneses t é rvek torok közö t t vá l toza t l an a lakban f e n n á l l ó 
Maxwel l—Loren tz -egyen le t ekben is betöl tse az e l ek t romágneses tér „ f o r r á s á n a k " ' 
szerepét, h a s o n l ó a n ahhoz , a m i n t — m e g f o r d í t v a — az e l ek t rod inamika i p o t e n c i á l o k 
a ф-t m e g h a t á r o z ó hul lámegyenle t e g y ü t t h a t ó i b a n szerepelnek. 1 7 Minden ese t re 
érdemes a c sa to l á s leírását egyszer olyan m ó d o n megkísérelni, hogy a v á l t o z a t l a n 
Maxwel l—Loren tz -egyen le t ekbe négyesáramként az e l e k t r o n m o z g á s m e c h a n i k a i 
terét leíró ф ska lá rból (eset leg maguknak a t é r v e k t o r o k n a k vagy a p o t e n c i á l o k n a k 
közvetí tésével) a lka lmas m ó d o n l e szá rmaz ta to t t négyesvektor t helyettesí tünk be. Sőt , 
némi r e m é n y v a n arra , hogy а ф-те v o n a t k o z ó hul lámegyenle te t a Maxwe l l—Loren t z -
egyenletek k ö v e t k e z m é n y e k é n t f ogha tnánk fe l , nevezetesen az e lek t romosság k o n -
tinuitási egyenle teként . — N e hallgassuk el a zonban a nehézséget , mely a több-
e l e k t r o n p r o b l é m a esetében o n n a n szá rmaz ik , hogy ф a konfigurációs t é rben , nem 
pedig a k ö zö n ség es té rben ér telmezet t f ü g g v é n y . Mindazoná l t a l szeretném a z egy-
e l e k t r o n - p r o b l é m a esetében kissé rész le tesebben megvi lágí tani , hogy b i z o n y á r a 
lehetséges ily m ó d o n a s u g á r z á s in tenz i tásának és po la r izác ió jának rendkívül szem-
léletes é r te lmezésé t adni . 
Vegyük szemügyre a h id rogén a tom h u l l á m m e c h a n i k a i képé t valamely á l l a p o t -
ban, a m e l y b e n a mechan ika i teret leíró s k a l á r t diszkrét s a j á t függvényekbő l á l ló sor 
állítja e lő : 
2rMlEk 
Ф = 2ckuk(x)e * (35) 
к 
(itt x három vál tozó, m o n d j u k r, 9, q ö s sze fog la ló jelölésére szolgál; a c t - k a t va ló-
saknak g o n d o l j u k és a j o b b o lda lon a va lós rész t kell v e n n ü n k ) . Most azt a feltevést 
tesszük, h o g y az e l e k t r o m o s s á g térbeli s ű r ű s é g é t 
Л (36) 
17
 Hasonló gondolatokat juttat kifejezésre Lánczos Kornél egy nemrég megjelent rövid cik-
kében (Ztschr. f. Phys. 35, 812, 1926), mely ugyancsak tartalmazza az értékes felismerést, hogy a 
Heisenberg-féle atomdinamikának is adható folytonos értelmezés. Egyébiránt azonban Lánczos 
munkája a jelen dolgozattal kevesebb pontban érintkezik, mint ahogy azt az első pillanatban gon-
dolhatnánk. Lánczos egyelőre még teljesen határozatlanul hagyott képletrendszerének meghatáro-
zottá tételét nem abban az irányban kell keresnünk, mintha Lánczos K{s, a) szimmetrikus magját 
hullámegyenletünk (21) vagy (31) Green-függvényével kellene azonosítanunk. Ennek a Green-függ-
vénynek ugyanis, amennyiben létezik, maguk a kvantumszintek a sajátértékei. A Lánczos-féle 
maggal szemben viszont az a követelmény, hogy sajátértékei a reciprok kvantumszintek legyenek. 
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valós része a d j a meg. A fe lü lvonás jelölje itt a komplex konjugá l t mennyisége t . 
A számítás az elektromos tö l tés térbeli sűrűségére a 
töl téssűrűség = 2n Z ck <?. E"~ Em uk (x) um (x) • sin ~ (Em - Ek) (37) 
<E, M) П П 
kifejezést a d j a . ahol az összeg mindegyik (к, m) kombinác ió t c sak egyszer t a r ta lmazza . 
Frekvenciaként (37)-ben i m m á r a termek különbségei szerepelnek. Ezek oly kicsinyek, 
hogy a megfelelő é terhul lámhossz nagy az a t o m i méretekhez képest, azaz a h h o z a 
t a r tományhoz képest, amelyen belül (37) egyáltalán számot tevően kü lönböz ik 
zérustól.18 A kisugárzás ennek folytán egyszerűen az egész a t o m (37) alapján képeze t t 
dipóhnomentuma segítségével számitható. Szorozzuk meg (37)-et az egyik qt Descar tes-
koordinátával és а о(x) „ sűrűségfüggvénnye l" (az adott esetben r 2 sin 3-val) , és 
integráljunk az egész térre. A d ipó lmomentum qx i rányába eső komponensére (13) 
felhasználásával kap juk : 
Mqi = 2n Z ck cm q?" sin ^ L (Em - Ek). (38> 
(E, m) » П 
Láthatóan az a tom e l e k t r o m o s m o m e n t u m á n a k „Four ier -ki fe j tésé t" nye r tük , 
melyben f rekvenciaként csak a termek különbségei lépnek fel . A z együ t tha tókban 
a q\'" Heisenberg-féle mát r ixe lemek oly m ó d o n lépnek fel, hogy azok megha t á rozó 
befolyása az emit tá l t sugárzás megfelelő részének intenzitására és polar izációjára a 
klasszikus e lek t rodinamika a l a p j á n tökéletesen érthetővé vál ik. 
A sugárzás mechan izmusáró l fent közöl t vázlatos megfon to lás még távol ró l 
sem teljesen kielégítő és semmiképpen sem végleges. A (36) fel tevés némileg szabadon 
él a komplex számítási a p p a r á t u s nyújtotta lehetőségekkel a z o n nem kívánt rezgési 
komponensek kiküszöbölésére, amelyek sugárzása egyál talán nem vizsgálható 
egyszerűen a teljes atom d i p o l m o m e n t u m a segítségével, m i n t h o g y a megfelelő éter-
hul lámhosszak ( ~ 0 , 0 1 Â ) lényegesen kisebbek az atomi méreteknél . T o v á b b á a 
(37) térbeli sűrűség, ha azt az egész térre in tegrál juk, (5) szerint zérust ad , n e m 
pedig — m i n t azt meg kell k í v á n n u n k — egy véges, időtől függet len értéket, melyet 
az elektron töl tésére kellene normálnunk . Végezetül tek in te tbe kellene v e n n ü n k 
még a mágneses sugárzást is, minthogy térbeli e lektromos árameloszlás je lenlé te 
esetén sugárzás akkor is lehetséges, ha e l ek t romos m o m e n t u m egyáltalán nem lép 
fel, mint pl. egy kere tantenna esetében. 
Mindazonál ta l jól mega lapozo t tnak látszik a remény, hogy az itt vázo l thoz 
igen hasonló anal i t ikus mechan izmus alapján v a l ó b a n sikerül m a j d eljutni az emi t t á l t 
sugárzás természetének igazi megértéséhez. 
F o r d í t o t t a : Györgyi Géza 
18
 Ann. d. Phys. 79, 371, 1926. 
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Fenyves E., Haiman O.: Die Physikalischen Grundlagen 
der Kernstrahlungsniessungen 
(Akadémiai Kiadó, Budapest, 1965.) 
Nehéz lenne jobb szerzöpárt találni magsugárzások vizsgálatát tárgyaló könyv megírására, 
mint Fenyves Ervin és Haiman Ottó. A szerzők mindegyike két évtized óta foglalkozik a témával, 
óriási tárgyi ismeretanyaggal és sokoldalú tapasztalatokkal rendelkeznek a sugárzás detektálás 
elmélete és gyakorlata terén egyaránt. Ez a kiinduló feltétel biztosítja azt, hogy a „Magsugárzások 
mérésének fizikai alapjai" című könyvük várhatólag osztatlan sikert arat az érdeklődő olvasók 
táborában. 
A művet az elméleti és kísérleti érdeklődésű fizikusok, sugárzás-mérési és sugár-védelmi szak-
emberek, • sugárzás-vizsgálattal foglalkozó mérnökök egyaránt használhatják a témakör fizikai 
alapjait kitűnően ismertető monográfiaként. A gyakorlati jellegű kiegészítések, a módszertani 
részek, és a kiértékelésekkel foglalkozó rész a kimondottan alkalmazásokkal foglalkozók számára 
is rendkívül hasznosak. Éppen abban a vonatkozásban különbözik ez a könyv a nukleáris sugárzás 
mérésről az utóbbi években megjelent egyéb monográfiáktól, hogy míg azoknál a módszerek és 
berendezések technikai vonatkozásai vannak előnyben részesítve, Fenyves és Haiman a fizikai 
alapelvek elemzésére helyezi a fő hangsúlyt. Természetesen emellett kellő helyet biztosítanak a 
metodikai és technikai kérdéseknek is. 
A szerzők ugyanakkor — a nagyenergiájú fizikában való jelentőségüknek megfelelően — 
a nyomdetektorok problémáit is részletesen tárgyalják. 
A könyv kilenc fejezetre oszlik; és három függelék egészíti ki a felvetett témákat. Ezek a követ-
kezők : 
I. fejezet: Bevezetés és történeti áttekintés 
II. fejezet: Nukleáris részecskék kölcsönhatása anyaggal 
III. fejezet: Magsugárzás áthaladása véges vastagságú abszorbensen 
IV. fejezet : A detektor-közegek alapjelenségei 
V. fejezet: Részecskeszámlálók működése és felépítése 
VI. fejezet: A részecskék legfontosabb fizikai jellemzőinek meghatározása számlálási módszerekkel 
VII. fejezet: Magsugárzások összrészecske számának, összenergiájának és dózisának meghatá-
rozási módszerei 
VIII. fejezet: Nyomdetektorok működése és felépítése 
IX. fejezet: Részecskék fizikai jellemzőinek meghatározása a nyomaik vizsgálata alapján 
I. függelék : Számlálók és nyomdetektorok alkalmazása az elemi részecskék felfedezésében 
II. függelék: A mérési eredmények statisztikai kiértékelése 
III. függelék: Elektronikus erősítés, diszkriminálás, számlálás 
Az egyes fejezeteken (ill. függelékeken) belül a szerzők alapos vizsgálat alá vesznek lényeges 
elvi és gyakorlati területeket. Alapvető és általános fizikai ismereteket tartalmaz a II. és III. fejezet, 
ahol többek között a sugárzási részecskék elektromágneses és mag-kölcsönhatásai, töltött részecs-
kék és neutronok szórása, átmeneti effektusok és kaszkád folyamatok elemzése szerepel. Rendkívül 
jelentős a IV. fejezetben a Cserenkov számlálás és a nyomdetektorok alapjelenségeinek ismertetése. 
De ugyanilyen plasztikusan világítják meg a többi fejezetek a felvetett témákat, a G. M.-számlá-
lástól a részecskék tömegének, töltésének és élettartamának mérésére vonatkozó módszerekig. 
A mű az idevágó irodalmat 1961-ig bezárólag veszi figyelembe, és mivel fő elve a fizikai alapok 
tárgyalása volt, a hivatkozásokban a klasszikus irodalom dominál. 
Didaktikailag korszerű elvek alapján, kitűnően felépített a könyv. A szerzők eltekintenek 
a szigorú időrendi felosztástól, a fejlődés egyes fokait nem időszerinti sorrendben, hanem a logikai 
összetartozás alapján adják elő. Ennek megfelelően a könyv lényegében hármas tagozódású: a) a 
sugárzás integrált hatásait, b) részecske detektorokat, c) nyomdetektorokat tárgyaló részből áll. 
Ezek a kategóriák természetesen nem elválasztva, hanem egymással összefüggésben szerepelnek. 
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A szöveget és a formulákat mindenütt ábrák és fotók egészítik ki, amelyek szemléletessé 
teszik az anyagot és rögzítését megkönnyítik. 
Annak ellenére, hogy a szerzők nem ragaszkodtak az időbeli sorrendhez, a mű nagyon jól 
érzékelteti, hogy a témakörre vonatkozó ismereteink folyton bővülnek és finomodnak. Arra is 
utal, hogy ez a folyamat napjainkban is tart, és ismereteink nem megkövesedettek. 
Nagy erény, hogy az átfogott óriási anyag ellenére sikerült a szerzőknek egységes elv alapján 
megoldani a könyv felépítését. 
Mindezek együttesen jelentik azt, hogy a magyarországi és nemzetközi fizikai irodalom egy 
nagyszerű művel gazdagodott. Az ipari-technikai alkalmazásokkal foglalkozók viszonylag széle-
sebb köre számára célszerű lenne a könyv magyar nyelvű megjelentetése esetleg rövidített formában. 
Elismerés illeti az Akadémia Kiadó dolgozóit a gondos, ízléses és nyomdahibák kiküszöbö-
lésére ügyelő munkájukért. 
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KIADÓHIVATAL : BUDAPEST V., ALKOTMÁNY UTCA 21. SZ. 
A Magyar Fizikai Folyóirat a magyar fizikus kutatók lapja. A lap célja a magyar fizikai kutatás 
korszerű szinten való támogatása elsősorban összefoglaló jellegű cikkek, tan jlmányok stb. közlése 
által. Ilyen dolgozatok megjelentetésével a lap tájékoztatást kíván nyújtani a fizika különböző 
kutatási területeinek jelenlegi eredményeiről, problémáiról, további célkitűzéseiről. A lap „A Klasz-
szikus Irodalomból" című rovatában rendszeresen közöl egyr-egy téma köré csoportosított, immár 
klasszikussá vált cikkeket, amelyek a témakör befejezése, átlagosan 10—10 dolgozat megjelenése 
után a folyóiratfüzetekről leválasztva, az alsó lapszámozás szerint összekötve, önálló köteteket 
képeznek. A folyóiratból évenként egy kötet jelenik meg hat füzetben, füzetenként átlag 6 ív ter-
jedelemben. 
A kéziratok a következő címre küldendők: 
Jánossy Lajos akadémikus 
Budapest XII., Konkoly Thege út 
Központi Fizikai Kutató Intézet 
Ugyanerre a címre küldendő minden szerkesztőségi levelezés. 
Minden szerzőt munkájáért 100 különlenyomat illeti meg. Több szerző esetén összesen 150 
különlenyomatot adunk. 
A közlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztőség lehetőleg visszajuttatja a szerzőkhöz, de 
felelősséget a beküldött és el nem fogadott kéziratok megőrzéséért vagy továbbításáért nem vállal. 
A folyóirat előfizetési ára kötetenként belföldi címre 42 Ft, külföldi címre 60 Ft. Belföldi 
megrendelések az Akadémiai Kiadó, Budapest V., Alkotmány utca 21. (Magyar Nemzeti Bank 
egyszámlaszám: 05-915-111-46), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv- és Hírlap Külkeres-
kedelmi Vállalat, Budapest I., Fő utca 32. Magyar Nemzeti Bank egyszámlaszám: 43-790-057-181) 
útján eszközölhetők. 
A kéziratokkal kapcsolatban a szerkesztőség a következőket kéri a szerzőktől: 
1. A dolgozat elé rövid tartalmi ismertetöt írjanak. 
2. A levezetéseknek csak a gondolatmenetét és főbb lépéseit közöljék. Ha részletezésre lesz 
szükség, a szerkesztőség azt külön fogja kérni. 
3. Л kéziratokat gépelve, egy oldalra írva, 4 cm-es margóval, kettős sorközzel készítsék el. 
4. Az ábrákat ceruzával, sima fehér papírra rajzolják. A nyomda számára a rajzok elkészíté-
sét a Kiadó vállalja. 
5. Az ábrák alá rövid magyarázószöveget írjanak. 
6. A kéziratban az érvényben levő kiadói előírások szerint adjanak szedési útmutatásokat. 
7. A szövegben az irodalmi utalásokat szögletes zárójelbe tegyék. Az irodalmi adatok meg-
adásakor a folyóiratban kialakult formát használják. 
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I. Bevezetés 
1. Történeti áttekintés 
1938-ban Auger és munkatársa i [1], s velük egyidőben Jánossy [2a], va lamint 
Kolhörster, Matthes és Weber [2b], azt észlelték, hogy két Geiger—Müller cső 
koincidenciákat jelez a k k o r is, ha két számlálócső ugyanabban a vízszintes s íkban 
fekszik és távolságuk t ö b b tíz méter . E koincidenciák száma jóval nagyobb, 
* Doktori disszertáció. Megvédve 1965. jún. 5.-én. 
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semhogy azt véletlen eseményekkel magyarázni lehetne. A felfedezők úgy értel-
mezték a jelenséget , hogy a p r imer kozmikus sugárzás igen nagy energiájú részecskéi 
az a tmoszfé rában kaszkádfo lyamato t i nd í t anak meg, s a keletkezett részecske-
z á p o r nagy terüle t re szóródik szét. Ezt a jelenséget nevezzük ki ter jedt légizápornak 
(a tovább iakban KLZ) . 
A fel fedezők értelmezése a lap jában véve m a is helytálló, részleteiben termé-
szetesen sokat módosul t . 1938-ban még az volt a vélemény, hogy a primer k o z m i k u s 
sugárzás e l ek t ronokbó l és poz i t ronokból áll, s ebbe a képbe nagyon beleillett az a 
megfigyelés, hogy a KLZ-ok tú lnyomórészt (az akko r i megfigyelések szerint mintegy 
98%-ban) e lek t ronokból , poz i t ronokból és f o t o n o k b ó l állnak (lágy komponens) . 
N é h á n y „ á t h a t o l ó " részt ( m ü o n o k , magaktív részek) kezdetben is megfigyeltek m á r 
K L Z - o k b a n [3], pon tos azonos í tásuk és je lenlétük magyarázata azonban csak jóval 
később vált lehetségessé. 
A fo tóemulz iós módszer t echn iká jának hal la t lan finomítása azonban gyökeresen 
megvál tozta t ta a pr imer k o z m i k u s sugárzásról a lkotot t képünke t . Bal lonokkal 
nagy magasságokba felküldött emulz iók segítségével k imuta t ták , [4] hogy a pr imer 
kozmikus sugárzás túlnyomórészt p ro tonokbó l és nehezebb a t o m m a g o k b ó l áll 
(1948); Powell és munkatársa i [5] ugyanezzel a módszerrel felfedezték a pozit ív 
és negatív p i o n o k a t (1947). Nyilvánvalóvá vált, hogy a KLZ-oka t elindító e lekt ronok 
vagy fo tonok n e m primer részecskék. Kele tkezésük magyaráza tá ra Oppenheimer 
m á r 1947-ben feltételezte [6], hogy vannak semleges mezonok, amelyek f o t o n o k r a 
bomlanak . Ezek kísérleti k imuta tása minden kétséget kizáróan azonban csak 1950-
ben sikerült Steinberger, Panofpky és Stellemek [7]. A K L Z - o k e lekt ron-foton 
komponense t ehá t úgy jön létre, hogy nagyenergiá jú magakt ív részek a levegő 
a tommagja iva l ü tközve semleges p ionoka t h o z n a k létre, ezek ( 2 , 8 ± 0 , 9 ) - 1 0 " 1 6 sec 
felezési idővel [8] két gamma-kvan tumra b o m l a n a k , s ezek a g a m m a - k v a n t u m o k 
ind í t ják el a K L Z - o k e lekt ron-foton komponensé t . 
Az e lek t ron-fo ton komponens tehát — bár számaránya mia t t a K L Z - o k leg-
fe l tűnőbb jelensége — tu la jdonképpen alárendelt jelentőségű a K L Z - b a n le játszódó 
nukleonkaszkád mellett . Ez u t ó b b i b a n ál ta lában többször is keletkeznek semleges 
p ionok , tehát az e lekt ron-foton komponens n e m egyetlen pr imer fo tontól szár-
m a z ó , egységes e lekt ron-fo ton kaszkád , hanem t ö b b , különféle energiájú, különféle 
magasságokban keletkező fo tonok indítot ta k a s z k á d o k szuperpozíciója. 
A KLZ-ok tu la jdonsága inak tisztázásra, kü lönösen 1947—48 óta, egyre foko -
z ó d ó k u t a t ó m u n k a folyik. Nagyjelentőségú technikai lépés volt az át térés a K L Z - o k 
egy statisztikus a l a p o k o n kiválasztot t c sopor t j ának vizsgálatáról egyedi z á p o r o k 
tu la jdonsága inak vizsgálatára [9]. Ezzel lehetővé vál t a záporok át lagos jel lemzőin 
kívül a f luktuációk vizsgálata is, aminek fon tosságá ra Jánossy m á r 1953-ban rá -
m u t a t o t t [10]. Ezek a ku ta tások azonban csak az elmúlt években indultak meg 
n a g y o b b erővel. M a már közepes energiákon (1014—1016 eV közöt t ) jól i smer jük 
a K L Z - o k át lagos szerkezetét, e lsősorban természetesen az e lek t ron-fo ton k o m -
ponensét . A tovább i fe ladatok — a fluktuációvizsgálatokon kívül — különösen 
a nagyenergiájú ( = - 1 0 1 6 e V ) zápo rok szerkezetének vizsgálata és az á tha to ló k o m -
ponens pon tosabb megismerése. 
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2. Elemirész-fizikai és asztrofizikai szempontok 
Már a z első becslések a r r a muta t tak , hogy a KLZ-oka t elindító p r imer rész 
energiája m é g a kozmikus sugárzásban megszokot t nagy energiákhoz képest is 
óriási: l ega lább 1013 eV, de elérheti a 101<J e V - o t is.* Az utolsó ötven év tapaszta la ta i 
arra m u t a t t a k , hogy az egy részecskére koncen t rá l t energia növelése mindig lénye-
gesen új fizikai megismerésekre vezetett. A soroza t a radioakt ív részekre koncent rá l t 
néhány M e V - n y i energiával felfedezett magreakciókkal s az a t o m m a g o t a lko tó 
elemi részek felfedezésével kezdődött , néhányszáz MeV-nyi energiának egyetlen 
protonra v a l ó koncentrálása mesterséges p i o n o k előállítását tet te lehetővé; néhány 
GeV-nyi energiával k a o n o k a t lehetett e lőál l í tani ; 5—10 GeV-nyi energia az anti-
barionok felfedezésére vezetett . Az erős kölcsönhatások természetének t anu lmányo-
zása 10 G e V körüli energ iákon nagyon valószínűvé tette a nukleon-mag létezését 
[12], bár a z ú j abb vizsgálatok eredményei közöt t vannak olyanok, amelyek ezzel 
a modellel nehezen egyeztethetők össze (pl. a többszörös mezon keletkezéskor 
észlelt a sz imet r iák [13]). 
Kézen fekvő a gondola t , hogy az egyes részecskékre koncentrá l t energia még 
további növelése ismét ú j jelenségek és tö rvények felfedezésére vezethet. Az utóbbi 
években t ö b b kísérlet t ö r t én t ilyen jelenségek elméleti előrejelzésére, illetőleg kísér-
leti k imu ta t á sá ra . 
Az elmélet i e lgondolások egyik c sopor t j a arra mutat , hogy igen nagy energiákon 
a gyenge kölcsönhatások jellege megváltozik [14], egy más ik elméleti ú t pedig egy 
elemi t ávo l ság esetleges létezésére utal [15]. Mindkét e lgondolás szerint az elemi 
kölcsönhatások természetében olyan energ iákon várhatók változások, amelyeken 
a kö lc sönha tó részek D e Broglie hul lámhossza tömegközéppont i rendszerben 
mintegy 1 0 ~ i e cm alá c sökken . Ez n u k l e o n o k esetében, labora tór iumi rendszerben 
mintegy 1 0 1 4 e V energiának felel meg. 
Ilyen óriási energia, egy részecskére koncentrálva, csak a kozmikus sugárzás-
ban t a l á lha tó , s az ilyen részecskék gyakor isága rendkívül kicsi: 1014 eV-nál nagyobb 
energiájú kozmikus sugárzási részek intenzi tása az a tmoszfé ra tetején nagyság-
rendileg 10 részecske m ~ 2 n a p _ 1 (vö.[66]), a 1015 eV-nál n a g y o b b energiá júak inten-
zitása p e d i g már mintegy százszor kevesebb. 
Az intenzi tás kicsisége szabja meg a megfigyelési módsze r t : Néhányszor 101 4eV 
energiájú részek észlelése 30—40 km magasságba felküldöt t óriási emulziós tömbök-
kel még remélhető, ha a 1/2—1 hektol i ternyi emulziót sikerült t íz—húsz ó rán á t 
ebben a magasságban besugározni . 1015 eV-nál nagyobb energiájú részecskék ily 
módon v a l ó észlelése a z o n b a n k i lá tás ta lan : ilyen részecskék kö lcsönha tása inak 
t anu lmányozása csak közvetve , az a tmosz fé rában létrehozott óriási mére tű nukleon-
elektron kaszkádok, vagyis a KLZ-ok ú t j á n lehetséges. 
A K L Z - o k r a v o n a t k o z ó kísérleti eredmények a z o n b a n á l ta lában a mellett 
szólnak, hogy az elemi kölcsönhatások tu la jdonságaiban nem tör tén ik lényeges 
(nagyságrendi) változás a 1014 eV—101 6 eV energia tar tományban. K é t jelenség 
egészen a legutóbbi időkig e l l en tmondásban volt ezzel a képpel . Az egyik a K L Z - o k 
magaktív komponensének számaránya (pon tosabban : e számarány függése a pr imer 
energiától) , a másik pedig a KLZ-ok részecskeszám szerinti e loszlásának a lak ja . 
* Az eddig észlelt legnagyobb záport elindító részecske energiája körülbelül 1,0-1020 eV volt [11]. 
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Régebbi mérések [17] s ze r in t a magak t ív részek száma ( N M ) az olyan K L Z - b a n , 
amelyben a z összes ion izá ló részek száma N, a köve tkező kifejezéssel í r h a t ó le: 
NM = C-N-, 
ahol a « 0 , 5 h a A<10 5 , 
míg a « 1 , 0 h a 7V>105. 
Vagyis a m a g a k t í v részek a r á n y s z á m a A = 5 - 1 0 5 t á ján ( a m i néhányszor 1014 eV 
pr imer e n e r g i á n a k felel m e g ) hirtelen m e g n ő . Ú j a b b mérések szerint [18] a z o n b a n 
NM és N összefüggése a te l jes mérési t a r t o m á n y b a n jól k ö z e l í t h e t ő az 
NM = c-N0,e (1) 
összefüggéssel . (I. I. ábra) E g y e s vélemények szer int ez a k é r d é s még nincsen ugyan 
lezárva, [19], a z o n b a n n a g y o n valószínű, h o g y a régebbi m é r é s e k értelmezése h ibás 
vo l t és n incsen szó a m a g a k t í v részek a r á n y s z á m á n a k h i r t e l en vá l tozásáról . Az 
a rányszám ( l ) - e l jel lemzett f o l y t o n o s vá l t ozása összeegyezte the tő az e lemi tula j -
donságok k ö l c s ö n h a t á s á n a k energiafügget lenségéről a l k o t o t t á l ta lános képpe l . 
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1. ábra. A magaktív részek száma ( N M ) adott 
össz-részecskeszámú (N) KLZ-ban 
A K L Z - o k részecskeszám szerint e losz l á sának a lakja a legutóbbi i d ő k i g is 
s o k vitára a d o t t a lka lmat [19, 20]. A p rob léma megoldása c é l j á b ó l — a be fo lyáso ló 
t ényezőknek a z eddigieknél p o n t o s a b b mérlegelésével — ú j a b b mérést v é g e z t ü n k 
[21], amely a ké rdés t olyan é r t e l e m b e n d ö n t ö t t e el, hogy a s z á m s p e k t r u m * a l a k j a 
is összeegyezte the tő azzal a feltételezéssel, hogy az elemi k ö l c s ö n h a t á s o k t u l a j d o n -
sága i — lega lább i s mintegy 101 6—101 7 eV ene rg iá ig — n a g y j á b ó l függet lenek az 
energ iá tó l ( n e m m u t a t n a k nagyságrend i vá l tozás t ) . 
* A továbbiakban „a KLZ-ok részecskeszám szerinti eloszlása" helyett a rövidség kedvéért 
a „számspektrum" kifejezést használjuk. 
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E b b e n a dolgozatban az erre vona tkozó vizsgálatainkat fogla l juk össze. A szám-
spekt rum-probléma részletes ismertetése előtt célszerűnek látszik összefoglalni 
azokat a kísérleti tényeket , amelyek az elemi kölcsönhatások természetére vonat -
kozóan a 1010—1014 eV, ill, a 10 1 4eV-nál nagyobb energiák t a r t o m á n y á b a n eddig 
ismeretesek. 
A m o s t tárgyalt elemirész-fizikai szempontokon kívül a K L Z - o k vizsgálata 
asztrofizikai szempontból is nagy je lentőségű, mert a K L Z - o k ú t j án ismerhetők 
meg a pr imer kozmikus sugárzás 1014 eV-nál nagyobb energiá jú összetevőjének 
tu la jdonságai , ami a K L Z - o k eredetének és bizonyos fokig a kozmikus térségek 
fizikai tu la jdonsága inak megismeréséhez vezethet. 
L o n t o s kérdés pé ldául a nagyenergiájú primer részek i rányeloszlásának izo t róp 
vagy an izo t rop volta. Erre vona tkozó lag a K L Z - o k csillagidőszerinti esetleges 
per iodici tása és a záportengelyek interstelláris térbeli i r ányának eloszlásából lehet 
következtetéseket levonni. Asztrofizikai szempontból is különösen fontos a K L Z - o k 
számspek t rumának lehetőleg pontos ismerete: a számspekt rumból ugyanis a p r imer 
sugárzás energiaspektruma ha tá rozha tó meg és megál lapí tha tó például, hogy 
m e k k o r a az a legnagyobb energia, ami még egy a tommagra koncentrálva e lőfordul 
a v i lágűrben. 
E kérdések tárgyalása kívül esik ennek az értekezésnek célkitűzésein. 
3. Az elemi kölcsönhatások néhány tulajdonsága 
a 1010—1014 eV energiatartományban 
a) Ruga lma t l an hatáskeresztmetszetek 
A nukleon-nukleon rugalmat lan ütközés hatáskeresztmetszetét kozmikus 
sugárzási részek segítségével is csak k b 30 GeV-ig mér ték [22] az eredmény <x = 
= 3 5 ± 1 1 m b jól egyezik a gyorsí tók segítségével mért értékekkel <x = 3 4 ± 3 , 3 m b 
[23] és ezekkel együtt a r r a mutat , hogy a nukleon-nukleon ütközés hatáskereszt-
metszete 10—30 GeV közöt t á l landó. 
A kozmikus sugárzás magakt ív komponensének a levegő a tommagja iva l 
(ni t rogén, oxigén) való ütközését vizsgálva, e kölcsöhatás ruga lmat lan ha tás -
keresztmetszetét Grigorov és munka tá r sa i néhányszor 1011 eV energián a = 280 + 40 
m b - n a k talál ták [24a]. Hason ló e redményt kap tak Szmorodin és munka tá r sa i [24b], 
néhányszor 101 2eV energián <r = 250 ± 30 mb). A kozmikus sugárzás magakt ív 
k o m p o n e n s e tú lnyomórészt (60—80 %-ban) nukleonokból áll [25], ezért Grigorov 
és Szmorodin eredményeit tek in thet jük a nukleon-ni t rogén (oxigén) ütközés rugal-
ma t l an hatáskeresztmetszetének is. Összevetve ezt gyorsí tók segítségével 5 GeV, 
ill. 15 GeV-en [26a, b] végrehaj tot t nukleon-szénmag ütközések ruga lmat lan 
hatáskeresztmetszetével <r = 2 2 0 ± 1 0 m b , ill, A —215 + 5 mb), megál lapí tha t juk , 
hogy a nukleon-könnyű mag (szén, n i t rogén, oxigén) ütközések hatáskeresztmetszete 
az 5 - 1 0 9 eV—1012 eV energ ia ta r tományban nem muta t energiafüggést a jelenlegi 
mérési pontosság mellett . 
A nukleon-nehéz m a g o k ruga lmat lan ütközési hatáskeresztmetszetének energia-
függetlenségére következte thetünk abbó l a kísérleti megállapításból [27], hogy 
a p r o t o n o k rugalmat lan ütközési szabad úthossza emulz ióban 6,2 GeV és 250 GeV 
közöt t a kísérleti h ibák határain belül á l landó. 
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b) A szekunder részek természete 
K ö d k a m r á v a l és fo toemulz ióval 1013 eV és 1014 eV k ö z ö t t végzett mérések 
egybehangzóan a r r a az e redményre vezettek, hogy a pionnál nehezebb töl töt t sze-
k u n d e r részek a ránya az összes töl töt t szekunder részek s zámához körülbelül 
0,20 ± 0 , 0 5 , függet lenül az energiá tól (1010 eV felet t a hiba ± 0 , 1 0 ) [28]. 
c) A szekunder részek száma (multiplicitása) 
Az átlagos multiplicitás (ti) nó' a primer energiával (E), az összefüggés a lak ja 
a z o n b a n a nagy fluktuációk és egyéb kísérleti nehézségek mia t t csak durva közelí-
téssel ismeretes. A mérési e redmények elég jól megegyeznek egy 
(ti) = 2,7 (E/ l GeV) 1 ' 4 
t ípusú összefüggéssel, de más összefüggések (pl. ~ E 1 / 3 ) sem zá rha tók ki (1. pl. 
[28], [29]). 
d) A szekunder részek szögeloszlása 
A tömegközéppont i rendszerbel i szögeloszlás 1012 eV p r i m e r energia felett 
e rős anizotrópiá t m u t a t : 90° körü l i i r ányokban kevesebb rész emittálódik, m i n t 
előre és há t ra i r ányokban [13a]. Ta lá l t ak olyan szögeloszlásokat is, amelyek tömeg-
középpont i rendszerben erős e lőre-hát ra aszimmetr iá t mu ta t t ak [13b]. Az eredmé-
nyeket a kétcentrum-model lek egyik változatával, az úgynevezett tűzgömb-model le l 
ér telmezték [13a]. Az előre-hátra i rányban erősen aszimmetr ikus eseteket úgy m a -
gyaráz ták , hogy ezekben az ese tekben két t ű z g ö m b helyett csak egy gerjesztődik. 
A z interpretációk még további kísérleti megerősí tésre és elméleti a lá támasztásra 
szorulnak , az aszimmetr ikus szögeloszlásokat azonban tényként fogadha t juk el. 
e) A szekunder részek impulzuseloszlása 
Töl tö t t részek impulzusa a legkedvezőbb esetekben néhányszor 1010 eV/c-ig 
m é r h e t ő mágneses térbe helyezett ködkamráva l . Ilyen módszerrel végzett mérések 
[13b] szerint a mintegy 1011 eV energiájú nukleon-nukleon ü tközésekben keletkező 
szekunder részek impulzus-spekt ruma 0,3 GeV/c-nél elért m a x i m u m után igen 
gyorsan, közelítőleg exponenciál isan esik. 1012—1013 eV primer energiákon a tö l tö t t 
szekunder részek impulzusa többny i re nem mérhe tő . A semleges p ionok impulzus-
eloszlása azonban a belőlük ke le tkező gamma-részek impulzus-eloszlásából meg-
h a t á r o z h a t ó : a gamma-részek energ iá já t az á l ta luk létrehozott kaszkádok a l ap ján 
lehet mérni . E mérések [30] szerint a semleges p i o n o k impulzus-spektruma is igen 
meredeken , közelítőleg exponenciál isan esik. 
f ) A szekunder részek transzverzális impulzusa 
Érdekes és kísérletileg elég j ó l igazolt tény, hogy a szekunder részek t ransz-
verzális (vagyis a pr imer rész i r ányá ra merőleges) impulzusának át laga független 
a p r imer energiától (néhány GeV- tő l néhányezer GeV-ig t e r j edő pr imer energia-
t a r t o m á n y b a n ) és a transzverzális impulzus eloszlásának alakja sem muta t energia-
függés t (1. pl. [13], [29], [30]). A z eloszlás a lakja jó l közelíthető a következő függ-
vénnyel 
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a h o l 2pn=(pt)^0A GeV/c. Az állítás — a jelenlegi kísérleti pontosság mellett — 
e g y a r á n t vona tkoz ik nukleon-nukleon, p ion-nukleon és nuk leon-mag ütközésekre 
és mindenféle f a j t a szekunder részre is. Csak igen kicsi ( ~ 1 0 G e V ) pr imer ener-
g i á k o n sikerült k imuta tn i , hogy a transzverzális impulzus á t laga lassan n ő a szóban-
f o r g ó szekunder részek tömegével [31]. 
g ) Nagyenergiá jú ütközések rugalmassági tényezője 
Labora tór iumi rendszerben rugalmatlansági tényezőn é r t jük a szekunder részek 
energ iá jának és a pr imer rész energiá jának hányadosá t . E foga lomnak csak akkor 
v a n értelme, h a a primer rész az ütközés u t á n is „fe l i smerhető m a r a d " . Barion-
b a r i o n ütközésben a nagyobbik energiájú ki lépő bar ion t tekint jük „ a z o n o s n a k " 
a primerrel, ba r ion -mag ü tközésben a legnagyobb energiával kilépő bar ion t , pion-
n u k l e o n ü tközésben a legnagyobb energiával ki lépő piont , stb. Kis (néhány GeV-
nyi ) energiájú p ion-nukleon ütközésekben k imuta t ták , hogy a legnagyobb energiával 
k i l é p ő pion töl tése többnyire ugyanaz, mint a beérkező p ioné [32] ez is amellett 
szól , hogy a legnagyobb energiával kilépő rész igen szoros kapcsola tban van a 
primerrel . 
9 GeV energ iá jú p ro ton -p ro ton ütközések rugalmat lansági tényezője 0,55 [33]. 
N a g y o b b energ iákon a szekunder részek energiája közvetlenül nem mérhető , így 
a rugalmatlansági tényezőt csak bizonyos feltevésekkel lehet számítani (fel kell 
tételezni, hogy minden egyes szekunder rész transzverzális impulzusa 0,4 GeV/c). 
Valamennyi e redmény (egészen 101 4eV-ig végeztek ilyen méréseket) megegyezik 
a b b a n , hogy a rugalmat lansági tényező értéke nem változik az energiával és átlagos 
é r t éke 0,4 + 0,5 körül van ( ± 0 , 1 körül statisztikus hibával) [34]. 
4. Az elemi kölcsönhatások néhány tulajdonsága 
1014 eW-nál nagyobb energiákon 
Kérdés, mennyiben érvényesek, vagy hogyan vál toznak a 3. p o n t b a n említett 
kísérleti e redmények 1014 eV pr imer energia felett. Választ , mint m á r említettük, 
c s a k a K L Z - o k t anu lmányozása ú t ján vá rha tunk . Nyilvánvaló, hogy a KLZ-ok 
nyúj to t ta in fo rmác ió nagyon közvetet t : az a tmoszféra tengerszinten körülbelül 
15 ütközési szabad úthossznyi mélységű (a primer p r o t o n o k számára) , tehát az 
e l ső kölcsönhatások tu la jdonságai csak nagyon e lhomályosodva észlelhetők. Ezen 
felül, az egész K L Z jelenségben az észlelés szempont jábó l legkönnyebben hozzá-
férhe tő rész az e lekt ron-fo ton komponens , amely csak másodlagos kísérője az elemi 
kö lcsönha tások tu la jdonságai t hordozó mag-kaszkádnak . Éppen ezért pozitív 
tényként kell értékelni azt a körülményt , hogy a fenti 3a)—g) pon tok közül négy-
ben — éspedig a hatáskeresztmetszet , a szekunder részek anizotrópiá ja , t ransz-
verzális impulzusa és a rugalmat lansági tényező kérdésben — közelí tő törvényeket 
lehetett megál lapí tani 1014 eV energia felett is. E törvények természetesen nem nukleon-
nukleon ütközésekre, h a n e m „pr imer rész"-levegő m a g (nitrogén, oxigén) ütközé-
sekre vona tkoznak , a „ p r i m e r rész" az esetek tú lnyomó többségében nukleon 
(kisebb százalékban alfa-rész, nehezebb mag vagy pion) . A K L Z - o k vizsgálata 
alapján a következőket lehetet t megállapítani: 
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a) A hatáskeresztmetszet alsó h a t á r á r a durva becslést nyerhetünk azon meg-
gondolás alapján, hogy a KLZ abszorpc iós tényezője nem lehet nagyobb , mint 
a p r imer részek abszorpciós tényezője, l lymódon 
er> 150 mb 
adódik, ami megfelel a kisebb energiákon nyert e redménynek [24c]. 
A szóban forgó hatáskeresztmetszet közelítő é r téke megha tá rozha tó az adott 
összrészecskeszámú z á p o r o k müon-komponensének fluktuációja a l a p j á n is [35], 
az i lymódon nyert e redmény értéke 
cr = 270 ± 5 0 mb. 
Ez u tóbb i vizsgálatokat körülbelül 1016 eV primer energiákon végezték, ezért állít-
hat juk, hogy a szóban forgó hatáskeresztmetszet é r t éke mintegy 50%-on belül 
állandó a 1010—1016 eV-ig terjedő t a r t ományban . 
b) A kölcsönhatásban keletkező szekunder részek szögeloszlása 1016eV felett 
sem lehet izotróp, mert ez ellentmond a KLZ-ok magak t ív - és mi ionkomponense 
oldalirányú sűrűségeloszlásának: ezek a 10 l 6 eV primer energiákon kísérleti leg meg-
állapított sűrűségeloszlások — a p r i m e r rész i rányától távolodva — túlságosan 
meredeken esnek ahhoz, hogy a pr imer kölcsönhatások szekunderjei i z o t r ó p szög-
eloszlásúak lehetnének [36]. 
c) A szekunder részek transzverzális impulzusának nagyságrendjét a KLZ-
okban ta lá lha tó igen nagy energiájú m a g a k t í v részek, ill. miionok á t lagos távolsága 
alapján becsülhetjük meg. 1012eV enrgiá jú magaktív részek átlagos t ávo lsága = 1 m 
[37], egybevetve ezt a magakt ív részek á t l agos szabad úthosszával, 1 G e V / c nagyság-
rendű transzverzális impulzus adódik. A = 1012 eV energiájú mi ionok a zápor-
tengely kö rü l mintegy 10 m átmérőjű k ö r b e n helyezkednek el [38]; a m ü o n o k kelet-
kezésének átlagos magasságát 10—16 k m - n e k tételezve fel, a transzverzális impul-
zusra 0,6 GeV/c körüli ér téket nyerünk. A z adatok 10 1 5 eV körüli pr imer energiákra 
vona tkoznak . 
d) A rugalmatlansági tényezőre kval i ta t ív következtetést vonha tunk le abból 
a tényből, hogy a K L Z - o k elektron-foton komponensének sűrűsége n e m laposodik 
el a tengely közelében, gyakran még 10 cm-nyire a tengelytől sem zérus a sűrűség-
gradiens. Mivel az e lektron-foton komponensben á l t a l ában sokkal k i s e b b az egy 
részecskére koncentrál t energia, mint a magakt ív komponensben , ezért a z említett 
esetek nagy valószínűséggel szólnak a mel le t t , hogy a K L Z tengelyében egy vagy 
legalábbis igen kevés számú magaktív részecske hordozza a primer energia tekintélyes 
részét (vő. [18]). 
Félig kvanti tat ív eredményt nyerhe tünk a rugalmatlansági tényező ( K ) értékére 
a nagyenergiájú primer részek átlagos szabad ú thosszának (A c = 80 g c m - 2 ) és a 
KLZ-ok abszorpciós hosszának (/.„ = 120 gern" 2 ) összehasonlításával [39]: 
A , [ l - ( l - K ± ] = A f , 
ahol y = 1,8 a primer részek integrális energ iaspek t rumának kitevője. E b b ő l az 
összefüggésből К = 0 , 4 5 , megegyezésben a kisebb energ iákon észlelt ér tékekkel . 
Xa értékét mintegy 1017 eV pr imer energiákig mérték és nagy jábó l á l landónak találták. 
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Áu m e g h a t á r o z h a t ó a K L Z - o k zeni tszögelosz lásából és ba rométe re f f ek tusábó l i s . 
A zenitszögeloszlás módszerével végzet t mérések végeredményei t a 2. ábra t ü n t e t i 
fel ([40] a l ap ján , kiegészí tve a [41] méréssel) , a b a r o m é t e r e g y ü t t h a t ó k mérési e r e d m é -
nyei (ugyancsak [40] a l ap ján ) a 3. á b r á n l á t h a t ó k . 
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3. ábra A KLZ-ok barométer-együtthatójának függése 
a záport alkotó összes töltött részek számától 
Xc é r t ékének mérése (1. a ha táskeresz tmetsze t rő l m o n d o t t a k a t ) mintegy 1016 eV- ig 
te r jedt . T e h á t К é r t é k é n e k d u r v a á l l andóságá t kö rü lbe lü l 1016 eV- ig t ek in the t jük 
igazo l tnak . 
Fe lső ha t á r t á l l a p í t h a t u n k m e g К ér tékére a b b ó l a tényből, h o g y 101 5eV p r i m e r 
energ iá jú K L Z - o k b a n ta lá l tak 10 1 2 eV energiájú m a g a k t í v részeket [37]. Az észlelés 
3680 m m a g a s s á g b a n , t ehá t min tegy 10 ütközési s z a b a d ú thossznyi a tmosz fé r ikus 
mélységben tö r t én t , ezért 
1 0 1 2 < 1 0 1 5 ( 1 - X ) 1 0 , 
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. honnan 
K S 0,5 
megegyezésben К é r t ékének t ö b b i becslésével. 
A z i t t i smer te te t t KLZ- je lenségek t e h á t a r r a m u t a t n a k , hogy az elemi kö lc sön-
h a t á s ha tá ske resz tme t sze tében , ruga lma t l anság i t ényező jében , a szekunder részek 
a n i z o t r ó p i á j á b a n , t ranszverzál is i m p u l z u s á b a n mintegy 10 1 6 eV- ig nem k ö v e t k e z i k 
b e lényeges vá l tozás . 
5. A KLZ-ok számspektruma és sűrűségspektruma. Célkitűzés 
Vezessünk be h e n g e r k o o r d i n á t á k a t : z, r, cp. A z tengely essék egybe a p r imer 
rész beérkezésének i r ányáva l ( t ehá t á l t a l á b a n n e m függőleges) . Ezt az i r á n y t nevez-
z ü k a K L Z tengelyének , r ped ig az úgyneveze t t „ t enge ly távo l ság" (4. á b r a ) . A z 
tenge lyen a k e z d ő p o n t o t az a tmosz fé r a t e t e jén j e lö l jük ki. z - t m a g á t g e r n - 2 egységek-
b e n m é r j ü k és a t m o s z f é r i k u s mélységnek nevezzük . 
Je lö l jük JV(z)-vel a z á p o r „össz ré szecskeszámát" a z s íkban , vagyis a z s íkon 
á t h a l a d ó összes ion izá ló részek számát , az i l le tő zápo r l e f u t á s a a lka lmával . Legyen 
t o v á b b á A(z, r, cp) a z á p o r „ s ű r ű s é g e " a P(z, r, cp) p o n t b a n , vagyis a P p o n t b a n 
a z tengelyre merő leges egységnyi fe lületen á t h a l a d ó részek száma, az i l l e tő zápor 
l e f u t á s a k o r . Természe tesen 
N(z) = J J A (z, r, cp) r dr dcp э; 2n f A(z, r)rdr, (2) 
o o о 
u g y a n i s (A (z, r, (pj) — el tekintve a geomágneses tér o k o z t a igen kicsi a s z immet r i á tó l 
[42] — n e m f ü g g a i/-től. 
N(z) és A(z, r, cp) sz tochaszt ikus v á l t o z ó k a b b a n az ér te lemben, h o g y ado t t 
(energiá jú , t e rmésze tű , i r ányú , s tb . ) pri-
m e r részecske és a d o t t össze té te lű köl-
c s ö n h a t ó k ö z e g n e m h a t á r o z z á k meg 
egyér te lműen N(z)-1 és A(z, r, cp)-t, ha-
n e m ezeknek a menny i ségeknek csu-
p á n s ta t i sz t ikus e losz lásfüggvényei t . Fi-
z ika i s z e m p o n t b ó l e l sősorban ezeknek 
az e loszlásfüggvényeknek a centrá l is 
m o m e n t u m a i (e lsősorban v á r h a t ó ér-
t é k ü k és s z ó r á s u k ) f o n t o s a k . Ezek 
m e g h a t á r o z á s a a kaszkádé imé le t fela-
d a t a . A s z á m í t á s o k a t e l e k t r o n - f o t o n 
k a s z k á d o k ese tére igen rész le tesen és 
tekintélyes pon tosságga l v é g r e h a j t o t t á k 
m á r . (L. pl. [43—45]). A K L Z - o k b a n 
a z o n b a n a m a g a k t í v k o m p o n e n s lé-
nyeges szerepe t játszik, t i sz ta e lekt ro-
mágneses k a s z k á d helyett a j ó v a l bo-
4. ábra A (2) egyenlet koordinátarendszere n y o l u l t a b b magak t ív - e l ek t romágneses 
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k a s z k á d formulá inak kidolgozására volna szükség. E téren edd ig csak kezdeti 
p r ó b á l k o z á s o k tör téntek . [46—53]. 
Célszerű kü lön-külön definiálni a K L Z egyes ionizáló komponense inek (lágy 
k o m p o n e n s = e lekt ronok (e); á t h a t o l ó komponens (ú) = m ü o n o k (p) + magakt ív 
részek (M)) összrészecskeszámát és sűrűségét: 
N = Ne + N'a, N'a = Nß+NM 
A = Ae + A'a, A'a = AP + AM. 
A záportengely közelében a részecskék 98—99%-a e lektron [54], t ehá t ott jó köze-
lítéssel A^Ae. A záportengelytől nagy távolságban azonban A'amAe, sőt A'a>-Ae 
is lehetséges. Az összrészecskeszámnak körülbelül 90%-át teszik ki az e lektronok [54]. 
A KLZ-ok számspekt rumán, G(z, N)dNdxdy, é r t jük azon z á p o r o k időegy-
ségre eső számának vá rha tó értékét , amelyek összrészecskeszáma az észlelés sík-
j á b a n N és N+dN közé esik, s ame lyek tengelye az észlelés síkját (x, y) pont körüli 
dxdy nagyságú területen belül döfi á t . Az (x, y) koord iná ta rendsze r kezdőpont ja 
az észlelés síkjának tetszőleges p o n t j a . 
A mérések tanúsága szerint j ó közelítéssel 
G(z, N) = N^-N-y-1 (3) 
ahol y lassan vál tozó függvénye z -nek is és N-nek is. 
G(z, N) közvetlen méréséhez i smerni kell a z á p o r o k oldalszerkezetét, vagyis 
a A(z, r) sűrűségeloszlást. A(z, r) meghatá rozása csak az utóbbi években vált lehet-
ségessé, egyedi z á p o r o k vizsgálatára alkalmas, óriási méretű berendezésekkel [9], 
[20b, [55]. 
H a a A(z, r) függvény menete n e m ismeretes, a k k o r első közelí tésként — fel 
lehet tételezni, hogy „téglalap a l a k ú " , vagyis 
zl (r) = AálI = konst, ha r S r á t l 
és (4) 
A(r) = 0, ha /*>r á t l . 
A i t l és /-átj definíciója minden észlelőberendezés-típusnál más és m á s ; ezért a vég-
e redmények is á l ta lában valamelyest függnek az észlelőberendezés sajátságaitól. 
Aitl segítségével definiálhat juk a KLZ-ok sűrűségspekt rumát (H(z,A)dA): 
ezen a szóban forgó berendezést megszólal ta tó A és A+dA közé e ső átlagos sűrű-
ségű zápo rok időegységenkénti s z á m á n a k várható ér tékét értjük. It t is j ó közelítéssel 
fennál l , hogy a spek t rum hatványfüggvény a lakú: 
H(z,A) = H0(z)A-y*~\ (5) 
ahol y* lassan vál tozó függvénye z -nek is és A-nak is, azonkívül m a g á t ó l az észlelő-
berendezéstől (méreteitől, a mérési módszer től) is függ . 
Egyértelmű fizikai jelentése a számspek t rumnak van. A sürűségspektrum csak 
a k k o r lenne jól meghatározot t f o g a l o m , ha a z á p o r o k átlagsűrűsége egyértelműen 
megha tá rozo t t mennyiség lenne. A z o n b a n minden észlelő berendezés másképpen 
á t lagol . A sűrűségspektrum történeti leg kialakult f o g a l o m : addig, a m í g a záporok 
oldalszerkezetéről n e m voltak ismereteink, jobb hí j ján a számspek t rum közelítésére 
szolgált . A záporok oldalszerkezetét m a már elég jól ismerjük, a számspekt rum 
mérése nem jelent elvi nehézséget. A sürüségspektrum foga lma ennek ellenére 
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még m a is használatos, két oknál fogva. Először és legelsősorban azért, mert mérése 
jóval egyszerűbb eszközökkel végrehaj tható, mint az óriás-berendezéseket igénylő 
számspektrum-mérés. Másodszor azért , mert a lakja — bizonyos esetekben — igen j ó 
közelítéssel egyezik a számspektrum alakjával. Minden egyes sűrűségspektrum-
mérés esetében külön megvizsgálandó azonban, hogy a mérés eredményeként nyert 
spek t rum mennyire tér el a számspektrumtól . 
y, ill. y* értéke függ a primer kozmikus sugárzás energia- és töltés szerinti 
összetételétől, valamint az elemi kölcsönhatások természetétől (hatáskereszt-
metszetétők a keletkező szekunder részek természetétől, számától, impulzus szerinti 
eloszlásától, stb.). На y (ill. y*) ér téke szignifikánsan függ N (ill. zlátl) értékétől, 
a k k o r ez arra mutat , hogy vagy a pr imer sugárzás összetétele, vagy az elemi kölcsön-
h a t á s o k természete függvénye az energiának. 
A z eddig végzett (1947 és 1964 között publikált) y (ill. y*) mérések végered-
ményét a mérési ta r tomány függvényében az 1. táblázat , ill. az 5. ábra tünteti fel. 
A részecskeszám-tartományokat a 
^á.i = N/r20 к 
formulával számítot tuk át sűrűségtar tományokba, ahol r0 % 56 000/z m a K L Z 
elektronjainak át lagos oldalirányú szóródása z gcm~ 2 atnoszférikus mélységben [56]. 
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5. ábra Az 1947 és 1964 között végzett 
számspektrum- és sűrűségspektrum-mérések eredményei 
A z eredményekből megállapítható, hogy y ill. y* elég tág ha tá rokon belül 
függet len a tengerszintfeletti magasságtól [57]. Az intenzitáskonstansok (G0, ill. #„ ) 
e rősen függnek ugyan z-től, a z o n b a n mérésük csak meglehetősen nagy hibával 
lehetséges (sokkal nagyobb relatív hibával, mint y ill. y* mérése). Ezen túlmenően, 
legalábbis a K L Z vizsgálatoknál szokásos nagy z értékek ( z = 1 5 + 25 kaszkád-
egység) mellett, kevésbé is érzékenyek az elemi kölcsönhatások paramétereire 
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I. TÁBLÁZAT 
Az 1947 és 1964 között publikált sűrűség- és számspektrummérések eredményei 
(A táblázat a tengerszinten és hegymagasságon 
abszorbens nélkül végzett mérések eredményeit tünteti fel.) 
A NJ3-106 
Sor-
s z á m 
N A 
Mérési 
módszer 
T e n g e r s z i n t 
f e l e t t i 
m a g a s s á g 
У 
Szerzők 
részecskeszám sűrűség ( m - 2 ) m 
1 ( 2 107) ±1100 К <100 2,9 ±0,3 [6i] 
2 ( г io7) i 1000 lo <100 2,4 ±0,4 [62] 
3 (5-10«- 107) 500-1000 Pr <100 2,2 ± ? [63] 
4 3-106-3-108 — GM, fv 200 2,15 + 0,15 [55a] 
5 2-10°— 107 — N, GM 200 2,0 ±0,1 [64] 
6 г io7 — N, GM 200 2,0 ±0,35 [65] 
7 7.105-7-10" — N, Sz <100 1,90±0,10 [66] 
8 3-10«-3-l08 - N, GM <100 1,88 ± ? [16] 
9 ^6-10« — N, Sz 260 1,84 ±0,06 [67] 
10 5.105-5.io8 — N, Sz <100 1,8 ±0,1 [68] 
11 (3-10»- 108) 100 - 5000 GM, fv 3860 1,76±0,12 [69] 
12 (5- 10е —4-107) 500-4000 К 410 1,69 ±0,27 [21] 
13 (5-106- 107) 500-1000 lo <100 1,54±0,14** [62] 
* A sűrüségtartomány a statisztikus fluktuációk figyelembevételével van számítva, ellentétben 
a többi méréseknél szereplő adatokkal. Statisztikus flukutációk elhanyagolásával 800-='zl <13 000 
adódik. 
** E mérés szerint a spektrum „törése" A = 1000 rész m_2-nél van (vö. 2. sor) 
В 
10 5 gN<5-I0 6 
Sor-
s z á m 
N A 
Mérés i módszer 
T e n g e r s z i n t 
f e l e t t i 
m a g a s s á g 
У 
Szerzők 
részecskeszám s ű r ű s é g ( m - 2 ) m 
i ~8-105 Cs < 100 2,3 ±0,3 [70] 
2 S4-105 — GM, h 2770 2,04 ±0,2 [38] 
3 5-105-2-106 — N, Sz 200 2,0 ±0,1 [64] 
4 5.105-3.10« — Cs < 100 2,0 ±0,15 [71] 
5 (7.105-6.10«) 70-600 К 410 1,83 ±0,13 [21] 
6 2-101 —1,3-107 — N, GM±Cs 3860 1,67 ±0,15 [72] 
7 (5-106 —5-10«) 50-500 
К < 100 1,6 +0,2 [61] 
8 > 3,5-105 — Sz < 100 1,6 ±0,1 [73] 
9 105-107 — Sz 1575 1,54 ±0,006 [74] 
10 (2-105-2-107) 20 - 2000 GM, h±Io < 100 1,54 + 0,16 [75] 
11 ( 10 5 - 107) 3-300 GM, fv 4800 1,52 ±0,04 [78] 
12 (2-105 —2-10«) 20-200 К 410 1,48 + 0,07 [21] 
13 (5-105 —5-10«) 50-500 GM, fv < 100 1,445 + 0,014 [79] 
14 (8-104 — 8-10«) 3-300 GM, fv 3860 1,42 + 0,02 [78] 
15 ( 10 5 - 10«) 10-100 GM, fv 410 1,41+0,01 [80] 
16 (2-105 —5-10«) 20-500 Pr < 100 1,39 ±0,04 [63] 
3 9 0 SOMOGYI A. 
С 
N<5-105 
Sor -
s z á m 
N A 
Mérés i m ó d s z e r 
T e n g e r s z i n t 
fe le t t i 
m a g a s s á g 
У 
Szerzők 
r é szecskeszám 
sű rűség 
( m - £ > m 
í - 2 - 1 0 6 Cs + Ne, h - v 100 1.61 + 0,05 [70] 
2 <4-105 — GM + Ne, h + K 2770 1,55 + 0,10 [38] 
3 З-НР-З-Ю4 — N, Sz 100 1,5 +0,1 [81] 
4 8-Ю4 —8-105 — GM, h 200 1,5 ±0,1 [82] 
5 ~7,5-104 — GM, h 3260 1,45 + 0,03 [83] 
6 ~7,5-104 — GM, h 4300 1,48 + 0,04 [83] 
7 ~7,5-I04 — GM, h 5200 1,52 + 0,04 [83] 
8 10 5 -3-10 5 — N, GM 200 1,45 + 0,1 [64] 
9 3H0*-3'105 — N, Sz < 100 1,3 ±0 ,1 [68] 
10 2-10 5 -5-10 5 Cs 100 1,3 ±0,1 [71] 
RÖVIDÍTÉSEK JEGYZÉKE: 
С-
GM, fv GM csöves, felületváltoztatásos módszer 
GM, h GM csöves, hodoszkópos módszer 
Ne, h Neoncsöves hodoszkóp 
Sz Szcintillációs számláló 
Cs Cserenkov számláló 
К Ködkamra 
Io Ionizációs kamra 
Pr Proporcionális számláló 
N, GM Közvetlen számspektrummérés GM csövekkel 
N, Sz Közvetlen számspektrummérés szcintillációs számlálókkal 
/ 
ч 
és a pr imer sugá rzás összetételére, min t a s p e k t r u m o k ki tevői . A z in t enz i t á skons t ansok 
mérésére t ehá t a t o v á b b i a k b a n n e m f o g u n k k ü l ö n ö s e b b figyelmet f o r d í t a n i és a 
s p e k t r u m o k a t is c s ak egyetlen tengerszintfe le t t i m a g a s s á g b a n — köze l í tő leg tenger-
sz in ten — f o g j u k vizsgálni. 
M e g á l l a p í t h a t ó t o v á b b á az eddigi mérésekbő l (s ezt m á r s o k a n kiemelték 
e d d i g is), hogy а у (ill. у*) k i t evő n e m á l l a n d ó , h a n e m a N (ill. Aiü) növekedtéve l 
l a s san (nagy jábó l l o g a r i t m i k u s a n , 1. pl. [58—60]) nő. Ez a lassú n ö v e k e d é s magya-
r á z h a t ó a p r i m e r sugárzás energia szerinti összeté te lének lassú v á l t o z á s á v a l : más 
( n e m K L Z ) m é r é s e k is megerős í t ik , hogy az integrál is p r imer e n e r g i a s p e k t r u m 
k i tevője 1,4-ről k b 1,9-re nő , a m i n t az energ ia 10 1 0 eV-ról mintegy 1 0 1 5 e V - r a n ő [66]. 
K ü l ö n figyelmet é rdemel néhány ú j a b b mérés , a m e l y szerint a K L Z - o k sűrűség-
s p e k t r u m - k i t e v ő j é n e k lassú növekedése c sak min tegy Aiü rs 500 részecske/m 2 - ig 
t a r t , u tána y* hirtelen m e g n ő ( s p e k t r u m „ l e t ö r i k " n a g y sűrűségeken) [61, 62, 63]. 
A legnagyobb vá l tozás t Re id, Gopaulsingh, Page, Idnurm, McCusker, Malos, Miliar,. 
Winterton t a l á l t a k ö d k a m r á v a l végzett méréssel [61]; szer in tük 
y* = 1,5 h a A i t l «= 500 részecske /m 2 
és 
y* = 2,9 + 0,3 h a d á t l > 1100 részecske/m 2 . 
( A [61] c ikkben y* = 2 , 9 ± 0 , 5 szerepel, a z o n b a n a 0,5 a d a t nem a s t a n d a r d h iba . 
A mérésre és a h i b a számí tá sá ra a I I I . 6. részben v i ssza té rünk . ) 
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A [61, 62, 63] mérések m i n d ún. sűrííségbecslő módszerekkel (1. II. 2. B. rész) 
végrehaj tot t sűrűségspektrum-mérések. E r e d m é n y ü k szignifikánsan eltér a G M 
csöves és szcintillációs módszerekkel ugyanebben a sűrűségtar tományban nyer t 
közvetlen számspekt rum-mérések eredményétől ([64—68] mérések átlaga: y = 
= 1,87+0,04) . A I I és IV. r é szben részletesen kifejtett gondola tmenetek szer int 
e b b ő l az következik , hogy a K L Z - o k oldalszerkezete nagy részecskeszámok (nagy 
p r imer energiák) esetén élesen megváltozik, ami a z elemi kö lcsönha tás természeté-
b e n — e lsősorban a szekunder részek impulzuseloszlásában ( irányeloszlásában) — 
bekövetkezett vá l tozásra mu ta t . 
Elvi je len tőségű kérdés e ldöntéséről van t e h á t szó. Ezért feltét lenül olyan ú j 
mérés elvégzésére volt szükség, amelynek körü lményei jól megha tá rozo t t ak és 
a z eredmények egyértelmű értelmezését teszik lehetővé. 
Ilyen mérés t haj tot tunk végre a Központ i Fizikai Kuta tó in téze t K o z m i k u s 
Sugárzási Labo ra tó r iumában . Do lgoza tomban ezzel a méréssel s eredményeinek 
értelmezésével fogla lkozom. K i m u t a t o m , hogy y (ill. y*) értéke •— legalábbis A i t l « 
« 4 0 0 0 részecske/m 2 s ű r ű s é g e k i g — nem muta t hirtelen növekedés t (a spektrum, 
n e m „törik le") , pon tosabban s zó lva : a mérés eredményeként k a p o t t y = 1, 69 + 0,27 
é r ték a s ta t isz t ikus hiba h a t á r a i n belül megegyezik a logar i tmikus növekedést 
figyelembevevő [60] formula a l a p j á n számított y = 1,58 értékkel és a [64—68] méré -
sek átlagaként n y e r t y = 1,87 + 0 ,04 értékkel is. T e h á t a KLZ-ok sű rűségspek t rumának 
[61, 62, 63]-ban ta lá l t törése nem áll fenn. A IV. fejezetben fog la lkozom a z o k k a l 
a következtetésekkel, amelyeket ebbő l az e r edménybő l az elemi kölcsönhatás ter-
mészetére v o n a t k o z ó a n le lehet vonni . 
Mielőtt a m é r é s ismertetésére (III. fejezet) rátérnék, részletesen foglalkozni 
kell a mérési módszerekkel (II . fejezet). A számspek t rum és a sűrűségspektrum 
mérési módszerei sok olyan elvi kérdést vetnek fel , amelyeket a megfelelő módsze r 
kiválasztásánál figyelembe kell venni . Ezeknek a kérdéseknek egy része (pl. y és y* 
eltérése, ennek becslési lehetősége, a telített G M csövekkel vezérelt k ö d k a i n r a 
előnyei, stb.) a szak i roda lomban nincsen v i l ágosan megfogalmazva. Szükséges 
tehá t , hogy ezekke l a kérdésekkel ezen a helyen valamivel részletesebben fogla l -
kozzunk. 
II. A kiterjedt légizáporok számspektrumának 
és sűrűségspektrumának mérési módszerei 
1. A számspektrum közvetlen mérése 
Nagy ( t ö b b km2-nyi) t e rü le ten szétszórt t ö b b (legalább t íz-húsz) nagyfelületű 
(egyenként l e g a l á b b néhány m 2 ) észlelőberendezéssel külön-külön mér jük minden-
egyes beérkező K L Z sűrűségét m i n d e n egyes észlelőfelület helyén. I lymódon, m i n d e n 
egyes KLZ sűrűségeloszlásnak A(r) megállapítása céljából l ega lább tíz-húsz m é -
rési pont áll rendelkezésre. A mérés i pontokra elmélet i úton megindokolha tó a l a k ú 
görbét feszí tünk, vagyis (pl. a legnagyobb valószínűség módszerével) megál lapí t -
j u k az elméleti a l a k b a n szereplő konstansok becsü l t értékét. (E kons tansok k ö z ö t t 
szerepel természetesen a zápor tengely dö fé spon t j ának két k o o r d i n á t á j a is.) A z i ly-
m ó d o n megál lapí to t t sűrűségeloszlást az egész síkra integrálva megál lap í tha tó 
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kü lön-kü lön minden egyes KLZ összrészecskeszáma. A z összrészecskeszámok 
h isz togrammjából a számspek t rum a l a k j a megha tá rozha tó . (Természetesen figye-
lembe kell venni, hogy a berendezés kü lönböző összrészecskeszámú zápo rok ra 
más és m á s valószínűséggel szólal meg.) 
Az eddigi közvetlen számspekt rum-mérések [64—68] [72] mind ezt a kiértékelési 
eljárást követték. A kiértékelésnek ez a m ó d j a azonban önkényesen szétválasztja 
a A(r) és a G(N) függvényekben szereplő paraméterek megha tá rozásá t : ez a para-
méterbecslések hibáinak eltorzítására vezet (kivéve, h a a korrelációs m á t r i x sze-
parábil is , ez azonban a j e len esetben a l a g h a állhat f enn) . A számspektrum-mérés 
szempont j ábó l még n a g y o b b hátrányt j e l en t az a kö rü lmény , hogy a fent leírt eljá-
rással m i n d e n egyes z á p o r döféspon t j ának koordinátái t meg kell ha tá rozn i , ami 
a számspektrum-mérés szempont jából te l jesen felesleges és elkerülhető. (A(r) para-
métere inek meghatározása is felesleges, h a a számspek t rumot keressük, de nem 
kerülhe tő el.) 
A számspektrum közvet len mérési módszeréhez kapcso lódó legjobb matema-
tikai statisztikai eljárás t e h á t még kidolgozásra vár. 
A számspektrum f e n t leírt közvetlen mérési módszere kétségtelenül a legjobb 
abból a szempontból , h o g y a legkevesebb elméleti feltevésre támaszkodik. Teljesítő-
képessége messze tú lmegy a számspekt rum megha tá rozásán ; az e lmondo t t akbó l 
azonnal következik, h o g y a záporok oldalszerkezetének megál lapí tására és az oldal-
szerkezet fluktuációinak vizsgálatára is alkalmas. A módszer a lka lmazásához 
szükséges berendezés a z o n b a n rendkívül költséges és munkaigényes. Amenny iben 
pusztán a számspektrum meghatározása a cél, ez sokkal egyszerűbb eszközökkel is 
megvalós í tha tó (1. 11. 3. részt). 
2. A sűrűségspektram mérése 
N é z z ü k most az e l lenkező végletet, vagyis tegyük fel, hogy a sűrűségeloszlás 
téglalap-alakú (4) és h a t á r o z z u k meg e n n e k alapján a H (A) sűrűségspektrum alakját . 
Az a lka lmazo t t módszerek két csoportba soro lha tók : A ) k io ldó számlálós ( G M cső, 
szcintillációs detektor, Cserenkov-de tektor , neon-vil lanócső) módszerek B) sűrűség-
becslő ( impulzus-ionizációs kamra, proporc ionál is számlá ló , szcintillációs szám-
láló, Cserenkov számláló , ködkamra, szikrakamra) módszerek. Természetesen 
az A) és B) módszerek kombiná lha tók . 
A ) K i o l d ó s z á m l á l ó s m ó d s z e r e k 
A k io ldó számlálókat az jellemzi, hogy a számláló szolgáltatta feszültség-
impulzusból nem lehet a számlálón á t h a l a d ó (az impu lzus t kiváltó) részecskék 
számára, természetére következtetni. A kioldó számlá lókkal háromfé leképpen 
lehet a sűrüségspekt rumot meghatározni : a) a koincidencia-rendszám vál tozta tá-
sával, b) az észlelő felület nagyságának vál toztatásával és c) hodoszkópos módszerrel . 
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a) A koincidencia-rendszám változtatása 
A méréshez k+ 1 számú detektort használunk, érzékeny felületüket jelöljük 
Su S2, Sk, S fc+1-el. Megmérjük azoknak a koincidenciáknak óránkénti számát 
(Ck), amelyeknek az 1., 2., ..., k-ik de tektor megszólalásából állnak (tekintet nélkül 
arra, hogy a k + 1-ik de tektor megszólalt-e vagy sem). Megmér jük továbbá a k+\-
edrendű koincidenciák óránkénti számát (Ck + 1). Feltételezve, hogy a sűrűségspektrum 
(5) a l akú , a CJCk+1 hányadosból y* kiszámítható, a következő meggondolások 
alapján : 
A n n a k a valószínűsége, hogy egy A átlagsűrűségű zápor detektálásakor az 
Sí felületű detektorra legalább egy részecske essék: 1 — annak a valószínű-
sége, hogy az Sx, S2, ..., Sk felületű de tektorok mindegyikere legalább egy részecske 
к 
essék: Ц (\ —e~SiA). A A, A+dA intervallumba eső átlagsűrűségű záporok órán-
i= l 
kénti számának várha tó értéke H(A)dA= HaA~T~sdA (1.(5)), tehát az Sx, ..., Sk 
felületű detektorok koincidenciáinak óránként i száma, várha tó értékben 
<Q> = f H 0 A - y * - 4 J ( l - e - ^ ) d A . (6) 
0 i = 1 
Hasonlóképpen 
(Ck+i) = / H0A-y*~ikff (l-e-s^)dA. (7) 
0 i = 1 
A (Ck) típusú integrálok konvergensek, ha 0 < y * ^ ; k , explicit a lakjuk Jánossy 
és Broadbent [84] szerint nem egészszámú y* esetén 
(ck) = Hn{-y*-\)\[-Zsr+ ZiSu+SiX-i il, ii 
(8) 
- 2№, + sh+sh)y +...+(-i)k(s1+s2 + ...+ 
íl, >2, 13 
míg egészszámú y* esetén [85] 
(Ck) = ( - 1 
(8a) 
- 2 Сs i i+s i2+s iy+...+(-if(s1+s2+...+sk)n, 
Íl,Í2,Í3 J 
ahol a 2 összegzés kiterjeszthető az 1, 2, . . . , к elemek összes másodrendű 
il,il 
kombinációira , a 2 összegezés az összes h a r m a d r e n d ű kombinációkra, s.í.t 
i l , 12, i3 
(Ck) és (Ck + 1) hányadosát y* függvényében táblázatba foglalva, a 
(Ck)
 = ck 
(ck+1y ck+1 
egyenletből y* becsült értéke meghatározható. 
2 F i z i k a i F o l y ó i r a t XIV/5 
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Például k = 3 és S1= S2= S3 = S4 ( = S) esetében 
<C3) __ —3 + 3-2 y* —3 г 
<C4> _ - 4 + 6 . 2 ? * - 4 - 3 7 * + 4 ^ ' ( 9 ) 
ill. egészszámú y* esetén 
<Cs)
 = 3 • 2y* In 2 — 3Y* In 3 
<C4> 6 - 2 > ' * l n 2 - 4 - 3 > ' * l n 3 + 4>'*ln4 ' V ' 
Ez a módszer egyike a legrégebbieknek. H a m a r kiderült azonban, hogy meg-
lehetősen érzékeny az észlelőberendezés adata i ra , általában túlságosan nagy y* 
értéket ad. A módszer t ma már n e m alkalmazzák, a 2. ábrába (1. táblázatba) nem 
vet tem fel a vele mért értékeket. 
b) Az észlelőfelület nagyságának változtatása 
A méréshez к számú de tek tor t használunk, érzékeny felületüket jelölje ismét 
Su S2, ..., Sk és mér jük a Ar-adrendű koincidenciák számát : Ck. Változtassuk 
néhány (tetszésszerinti számú) de tektor felületét, például Sj és S2 -ét, mér jük meg 
a Ck(SL, ,SV) függvény értékét néhány pontban. E mérési ada tok és a (8) kifejezés 
segítségével a H„ és y* állandók becsült értékei meghatározhatók . A módszer lehe-
tőséget nyújt a sűrűségspektrum alakjára tett feltevés (5) ellenőrzésére is. 
Néhány ki ragadot t észlelőfelület nagyságának tetszésszerinti vál toztatása 
helyett célszerűbb valamennyi észlelőfelület nagyságának változtatása, a rányuk 
ál landóan tartásával . Vagyis legyen 
S{ = ccsi ( / = 1 , 2 , . . . , k) 
ahol az лук a mérés folyamán ál landók és csak az a értéke változik. (8) a lapján 
ebben az esetben 
(CM)=A*-oi>\ (10) 
ahol A* a mérés folyamán á l landó , értéke nem egészszámú y* esetén 
A* = # 0 ( - y * - ! ) ! [ - 2 S A + 2 Д + s h y -
'1. >2 
2 fa, + S,2 + Shy" + . . . + ( - l ) 4 í l + + ... + 
il, i2,Í3 
míg egészszámú y* esetén 
(И) 
A* = ( - i y * + 1 H 0 1 y* ! dy* 
( l i a ) 
2 ( j | 1 + j b + í i J ) , * + . . . + ( - i ) t ( J i + j 1 + . . . + jlk)' 
E módszer speciális esetét kapjuk, ha valamennyi észlelőfelület nagyságát 
egyenlőnek válasz t juk: 
Sk = S2—... = Sk = S. 
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Ekkor 
ahol 
ill. 
A** = ( - у * — 1)! H0 
1 
(Ck(S))=A**-Sr 
k ) ( к 
1 
+ l 2 | 2 ' * - . . . + ( - l ) ' [ kT 
A** = ( - 1 ) ' * + 1 # „ 
y*! 
k
 2'* In 2 - Г I 3'* In 3 + . . . + ( - 1 ) " kJ* In к 
(10a) 
(12) 
(12a) 
A (10), ill. (10a) összefüggésből az A* (ill. A**) és y* ál landók becsült értékei 
könnyen megha tá rozha tók , egyúttal az (5) feltevés helyessége is ellenőrizhető. 
A megha tá rozandó á l l andók azonban nem A* (ill. +**) és y*, h a n e m tu la jdon-
képpen H0 és y*. Az A* (ill. +**) értéke a / /„-n kivül m é g y*-tól is függ. Ismeretes 
azonban , hogy ff0 és y* becsül t értékét s e n n e k szórását n e m befolyásolja lényegesen, 
ha m a g u k a # „ , y* ál landók helyet t két o lyan а 1 (Я 0 , у*), ot2(H0, у*) 
ál landó ér tékét h a t á r o z z u k meg, amelyekből H0 és y* egyértelműen megha-
t á rozha tók [86]. Ezen tú lmenőleg: a m o s t tárgyalt sűrűség-, ill. számspekt rum-
mal kapcso la tos paramétermeghatá rozás i problémák esetében, ha a legnagyobb 
valószínűség módszerét használ juk, H0 és y* becsült é r téke és hibájuk is pontosan 
ugyanaz, a k á r #„-t és y*-t akár A* (ill. A**)-t és y*-t tekint jük ismeretleneknek. 
Ezt a I I I . 4. pontban egy speciális esetre be fogjuk bizonyítani . A n n a k min tá já ra 
a b izonyí tás valamennyi esetben elvégezhető. 
c) H o d o s z k ó p 
Legyen к számú észlelő de tek to runk (ún. hodoszkóp-detektorok) , át tekint-
hetőség kedvéért legyenek valamennyien azonos érzékeny felületűek (S) . Legyen 
ezenkívül még m számú ún . vezérlő de t ek to runk , felületük egyenként S'. A vezérlő 
de tek to rok m szeres koincidenciába v a n n a k kapcsolva, koincidencia-jelüket nevezik 
vezérlőjelnek (master impulzusnak). M i n d e n egyes vezérlőjel megjelenése alkal-
mával a berendezés ö n m ű k ö d ő e n jelzi, hogy a hodoszkóp-detektorok közü l melyiken 
haladt á t (legalább egy) részecske és melyiken nem ha l ad t á t részecske. A z előbbiek 
száma legyen n, u tóbb i aké k — n. A z o k n a k a K L Z - o k n a k az óránkénti száma, ame-
lyek m i n d az m vezérlő detektor t , t o v á b b á n darab hodoszkóp-de tek tor t megszólal-
ta tnak és k—n számú hodoszkóp-de tek to r t nem szólal ta tnak meg, vá rha tó é r tékben: 
(C(m; k, nj) HüA-T-k(\-e-s'A)m(\-e-SA)n e-W-* dA. (13) 
(13) j obbo lda l á t a Jánossy—Broadbent módszerrel [84] ill. annak egész számú 
y*-ra va ló kiterjesztésével [85] explicite fel írhatjuk. 
(C(m; k, n)) H0w(m; k, n), (14) 
ahol 
w(m; к, n) = ( - у * - 1)! 2 2 ( - Vi+J 
i = 0 j= 0 + ( k - „ + / ) S r , (15) 
2« 
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h a y* nem egész szám és 
Ф : М ) = ( - Г 1 ^ ! i ( - ( 7 ) ( " ) [/S' + ( А -
и + Л 5 Г . (15а) 
ha у* egész szám. 
m —С és п = к esetében (13) átmegy (lOa)-ba és (15), ill. (15a) átmegy (12), 
ill. (12a)-ba. Az összes lehetséges л-екге mérve a (m ; k, 11) óraát lagokat a (C(m; к, я)) 
kifejezésekkel va ló összehasonlítás (a legnagyobb valószínűség módszere) a lapján 
/ /„ és y* becsült ér téke megállapítható. Ez a módsze r is ál talában érzékeny az észlelő-
berendezés sajátságaira, a berendezés geometriai méreteinek megfelelő' megválasz-
tásával ez a függés minimálisra csökkenthető' (1. а II. 3. C. végén tett megjegyzést). 
B) S ű r ű s é g b e c s l ó ' m ó d s z e r e k 
Az impulzus-ionizációs kamra , a proporcionális számláló, a szcintillációs 
számláló, a Cserenkov-számláló, a ködkamra és a szikrakamra mindegyike alkalmas 
arra , hogy az á l ta luk adott feszültégimpulzus, fényimpulzus, vagy a bennük lát-
ha tó nyomok száma alapján következtetni lehessen arra, hogy az adott pi l lanatban 
hány ionizáló részecske haladt á t rajtuk. (A felsorolásban szereplő első négy szám-
lálófajta esetén fel kell tételezni, hogy az á tha ladó részecskék mind minimális ionizá-
ciójúak voltak. Ezeknél a detektoroknál , még minimális ionizáció mellett is, a ré-
szecskék természete is befolyásolja a teljes ionizáció mennyiségét, amelynek alap-
j á n a részecskék számának becslése történik.) 
A számlálók száma legyen k , észlelő felületük nagysága rendre őj , S2, ..., Sk, 
a rajtuk á tha ladó részecskék száma egy bizonyos esetben — rendre nu n2, ...,nk. 
Lehet úgy a lakí tani a berendezést, hogy nem kívánjuk valamennyi számláló meg-
szólalását; a koincidencia-jel kialakításában részt nem vevő számlálókon á tha ladó 
részecskék száma lehet zérus is. Ha a berendezés A átlagsűrűségű KLZ-ra szólal 
meg, akkor a n n a k a valószínűsége, hogy az St felületű számlálókra a vá rha tó Sj-d 
(jS'-d)"' 
helyett pontosan n, számú részecske érkezzék: — — e - 5 " 4 . Tehá t azoknak a K L Z -
oknak az óránként i száma, amelyek az Sj, S2, ..., Sk felületű detektorokon pon tosan 
п
г
, n2, ...,nk számú részecskét küldenek át : 
(C(nx, n2, .... nk)) — [ ЩА-У*-1 f l ^ T - e - ^ d A . 
0 
A jobboldali integrál konvergens, ha y* = nx + n 2 -f-... + n k \ értéke 
(
И1 + и 2 + . . . + и * - у * - 1 ) ! 
(16) 
<C(« l 5 и2, . . . , nk)) = H0 
nx\n2 \ ... nk\ 
s t - S ^ - . . . -Sf 
(5,1 + 5 2 + . . . + S t ) " ' + " 2 + -+""- 7* 
A mért С(п
ъ
п2, . . . ,«„) ér tékeknek (С(пъ n2, nk))-\al való összehasonlításából 
(pl. a legnagyobb valószínűség módszerével) / /„ és y* becsült értéke megállapít-
ha tó . A végeredmény függ az észlelőberendezés adataitól. 
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3. A számspektrum mérése, ha az oldalszerkezet minden záporban ugyanaz 
Az óriási berendezésekkel (Moszkva, MIT , India [87—$9]) végzett A(r) mérések 
arra m u t a t t a k , hogy az egyes K L Z - o k oldalszerkezete alig kü lönböz ik egymástól , 
első közelítésben a z o n o s n a k vehető. Ezen azt é r t jük , hogy bá rme ly z á p o r b a n , 
adott távolságban a z á p o r tengelyétől, a sűrűség a rányos az összrészecskeszámmal: 
A(r) = Nf(r), (18) 
ahol f ( r ) minden zápor ra ugyanaz ( tehát független TV-től is), és 
j f(r)2nrdr=\ (18a) 
0 
(vö. (2)). Világos, hogy (18) nem lehet szigorúan igaz, mer t egy és ugyanazon zápor 
oldalszerkezete a zápor kifejlődése, elhalása fo lyamán nyilván fo ly tonosan változik. 
Adot t szinten kü lönböző energiájú (kü lönböző összrészecskeszámú) záporoka t 
észlelve nyilván k ü l ö n b ö z ő fejlettségi f okú zápo roka t észlelünk, t ehá t ezekben 
f(r) n e m lehet pon tosan ugyanaz. Amennyiben a z o n b a n nem túlságosan fiatal 
z ápo roka t (z >z,„, ahol zm a kaszkádmax imum mélysége, vagyis az a mélység, amely-
ben N(zm) = maximum) és nem túlságosan öreg z á p o r o k a t (E0, a p r imer rész ener-
giája mintegy 1014eV-nál nagyobb legyen) vizsgálunk, a (18)-el kifejezett állítás 
mégis j ó közelítéssel igaz, változzék bá r N t öbb nagyságrenden át. 
A (18) összefüggés m ó d o t nyújt a r ra , hogy az eddig ismertetet t módszerek 
közül kikeressük azokat , amelyek nem torzí t ják el a számspek t rumot , vagyis amelyek 
a sűrüségspektrum kitevőjére (y*) olyan becsült ada to t szolgáltatnak, amely egy-
úttal a számspekt rum kitevőjének (y) is torzítat lan becslése. 
A) Kio ldó számlálós módszerek 
A IL 2. A. részben tárgyal t kioldó számlálós módszerek valamennyien valamilyen 
C(/n; k, n) intenzitás mérésén alapultak ( C ( m ; k, n) a z o k n a k az észlelt z á p o r o k n a k az 
óraát lagát jelentette, amelyek m darab meghatározot t de tek tor t megszólal tat tak s ezen 
kívül к d a r a b de tektorból n detektort megszólal tat tak és k-n-tt nem). A (3) szám-
spektrum segítségével és (18) figyelembevételével e z á p o r o k intenzi tásának vá rha tó 
értéke a következőképpen írható fe l : 
(C(m; k, «)) = Z Щ GgN-r-í n ( \ - e - ^ f ' i ) . ji.ii,-- in J J J ;=i 
0 0 0 
(19) 
•77(1- e~sjyNfjv) П e-SjyWjy dNdx0 dy0 
v = l v = n + l 
ahol 
fí = / ( l / ( x ; - . v 0 ) 2 + (y; - y n f ) ( / = 1, 2, . . . , m) 
f j = f(V(xj - Á>)2 + (yj - То)2 ) 0= 1, 2, ..., к) 
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It t x0, Jo a záportengely döféspont jának koordinátá i t , x j , y\ és Xj, ys pedig az 
észlelőfelületek középpont ja inak koordinátái t jelenti . Az összegezés kiterjesztendő 
az összes ji,j2, ...,./„ kombinációkra , amelyek az 1,2, ..., к ( + и) elemekből a lkot-
ha tók . (A (19) kifejezésben nem tételeztük fel, hogy az észlelőfelületek között egyenlők 
is vannak.) 
A (19) és a további vele ana lóg kifejezésekben feltételeztük, hogy a K L Z - o k 
sűrűsége az észlelődetektorok felületén belül á l landó. Amennyiben ezt nem a k a r j u k 
feltételezni, akko r (19)-ben és a hozzá tar tozó kifejezésekben az 5)/г szorzatok 
helyett az 
/ / Л У м - х 0 Г + (Уг-Уо)2 ) d X i d y i 
(Si) 
integrálok í randók, ahol az integrál a szóbanforgó észlelődetektor felületére (S,) 
ter jesztendő k i : dxt, dyt az észlelődetektor felületének egy eleme, x f , y, a detektor-
felület egy tetszés szerinti pon t j ának koordinátái . Ezek az integrálok kétségkívül 
igen nagy pontossággal helyettesíthetők az S i f i középértékekkel, kivéve azt az 
esetet, amikor a K L Z tengelye a detektor közvetlen közelében halad el (vagyis 
2 + 3</-nél kisebb távolságban, ahol d a detektor valamilyen je l lemző mérete), vagy 
a záportengely éppenséggel valamelyik detektorfelületen halad át . S j / ; és a pon tos 
J J f d x i d y i értékek ilyenkor óriási eltéréseket muta tha tnak , pl. lehet, hogy = 
(Si) 
(ugyanis / ( 0 ) = «=), míg J J f d x ^ y i feltétlenül véges. És mégis, ha pusztán a 
(SÍ) 
( C ( m ; k, n)) gyakoriságról van szó, az j j f d x i d y i S i f helyettesítés még ebben 
(SÍ) 
az esetben is megengedhető, mer t N J f fdx^yi ilyen esetekben vagy nagyon nagy 
(Si) 
érték (>100) s ebben az esetben ( C . { m \ k , n ) ) szempontjából teljesen mindegy, 
hogy e~100 vagy 0 szerepel-e (19)-ben, vagy pedig S t értéke nagyon kicsi (pl. néhány 
cm2), s ebben az esetben nagyon kicsi az a t a r tomány , amely h ibás értékekkel járul 
hozzá a (19) integrál értékéhez. Vannak azonban olyan esetek (pl. ( N ) meghatározása), 
amikor az f j' f dxflyi = közepelés az észlelőfelületek környezetében nem enged-
(Si) 
hető meg. 
a) A 2. A. a) esetben (koincidencia rendszám-változtatás) n = k, ill. n = k + 1, 
s így 
<Q> = Í f f G0N~y~1 7 7 Cl — dNdxо dy0, (20) 
;=i 
ООО 
ill. 
<C*+1> = J J f G0N-y-fn\l-e-s<M)dNdx0dy0. 
0 0 0 
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A N szerinti in tegrálás a Jánossy—Broadbent el járással [84], [85] elvégezhető. А к = 3, 
Sx = S2 — S3= St = S esetben pé ldául (nem egész számú y esetén) 
<Ca) 
<C4> 
f f w (Л 5 /25 /3:7) dxо dy0  
о 0 
f f w ( / i . Л . / з Л ; 7) dx0 c/x0 
(21) 
a h o l 
ill. 
w ( Л . / 2 5 / 3 ; 7) = - ( / / + / 2 T + / / ) + 
+ ( Л + / 2 ) y + ( / 1 + / з ) У + (ft + / з ) у - ( / i + / 2 + / з ) у , 
^ ( / x , / 3 5 / 3 5 / 4 ; 7) = - ( / / + / 2 y + / / + / / ) + 
+ ( Л + Л ) У + ( Л + / з ) у + ( Л + Л ) У + ( Л + / з ) у + ( Л + / 4 ) у + ( / з +Л) У -
- { (Л + / 2 + / з ) у + ( Л + / 2 + Л ) У + ( Л + / з + Л ) У + ( / 2 + / з + Л ) у } + 
+ ( / 1 + / 2 + / з + / 4 ) У . 
dw 
Egész számú у esetében (21)-ben w helyett — í randó. (21) jobbo lda la lényegesen 
dy 
m á s mint (9)-é, csak akkor egyezik meg vele, h a / ( r ) téglalap-alakú (1. (4). A (21)-ben 
szereplő in tegrá lok numerikus ú t o n kiszámíthatók, ha az f ( r ) oldalszerkezet is 
ismeretes. Ezt az u t a t azonban nem érdemes követni , mer t a 2 .A.b) el járás (a felület-
vá l toz ta tás módsze re ) egyszerűbben célhoz vezet. 
b) A 2 .A.b) esetben is n = k, tehát (Ck) a l ak ja a (20) alatti . Szor í tkozzunk 
a r r a az esetre, a m i k o r valamennyi észlelőfelület nagyságát ugyanabban az a rányban 
vál toz ta t juk , t ehá t 
S ^ c i S i ( i ' = l , 2, . . . , k). 
A (20) egyenletben az N szerinti integrálást a Jánossy—Broadbent módszerrel el-
végezve 
a h o l 
(С*(а)) = Ла7, (22) 
л = ( - y - l ) ! G 0 [ Í L Z ( s j f + 2 (АЛ + s h f h y J J i = l i 1><2 
— + ( - 1 / ( ^ / 1 + ^ 2 / 2 + - + ^ Л ) У dx0dy0, 
ill. 
Л = ( - 1 ) 7 + 1 G 0 — - 7 -0
 7-' dy f f i = l 
+ (-\)k(s}f1 + s,J2+...+skfky dx0dy0 
4 0 0 S O M O G Y I A. 
aszerint, hogy y nem egész szám, vagy egész szám-e. ( A z összegezések a z 1 ,2 , ..., к 
elemek megfelelő r e n d ű kombinác ió i ra ter jesztendők ki .) 
Az A mennyiség a mérés folyamán állandó, nem fiigg у.-tói. Ezért akár a (10) akár 
a (22) alapján számítjuk a kitevő értékét, ugyanarra az eredményre jutunk: 
У — Y*-
Ez a pontos magya ráza t a a n n a k a ténynek, hogy a felületváltoztatásos mód-
szerrel meghatá rozot t y ér ték nem érzékeny a berendezés adataira. 
A levezetésben kihasznál tuk az t , hogy va lamennyi észlelőfelület nagyságát 
u g y a n a b b a n az a r á n y b a n vál toztat tuk. H a ez a feltétel n e m teljesül, a k k o r a mérés 
során vál tozta to t t mennyiség nem v i h e t ő ki az .Y0, y0 szerinti integrálás je le elé úgy, 
ahogyan az a (22) egyenletben megtör tén t , tehát ebben az esetben y* becsül t értéke 
és y becsül t értéke n e m lesz pontosan azonos . 
c) Könnyen meggyőződhe tünk arról , hogy a hodoszkópos módszernél 
(1. 2.A.C) pont) ismét n e m választható szét külön tényezőkbe egyfelől a y becslés 
a lapjául szolgáló n mennyiség (a megszóla ló hodoszkóp-de tek to rok száma) más-
felől a készüléket j e l l emző ada tok (Sv, xv j v ( v = 1 ,2 , . . . , k)\ S'y,x'y,y\ (v = 1 ,2 , . . . , 
. . . , mj) . Ugyanis (19) szerint ekkor n e m egész számú y mellet t 
(C(m; k, nj) = G 0 (—y — 1)! j f wdx0dy0, (23) 
о о 
egész s zámú y esetén ped ig 
<C(m; k, rí)) = ( - J j wdx0 dy„ (23a) 
Ó 0 
ahol 
m n 
*' = 2 2 2 ( - Г ' 2 2 ([S//JÏ + [ З Д + 1 + ]Dy (24) 
Jl, J2, ..., jn P = 1 V = 1 £l, 12, ..., i« h, h 'v 
A szögletes zárójelek it t összegezést je len tenek: 
[Sí//К = s[lf{l+s[j:2+... + s'tJY 
[Sj//]„+x = Sjn+1fjn+1 + Sjn+JJn+1+ ... +SJkfJk, 
[SMI = s][/jh+SjhfJli+.- +SJJJk. ' 
A többszörös összeg-indexek je lentése: ji,j2, ...,jn j e len t i az 1 ,2 , ...,k elemek 
egy tetszés szerinti и-ed osztályú kombinác ió j á t ; íj, i2, ..., jelenti az 1 , 2 , ..., m 
elemek egy tetszés szerinti /i-ed osz tá lyú , /1; / 2 , . . . , /„ a z 1 , 2 , . . . , и e lemek egy 
tetszés szerinti v-ed osz tá lyú kombinác ió já t . Az S jellel je lö l t összegezések az összes 
lehetséges kombinác iókra ter jesztendők ki (kivéve a /i-re és a v-re v o n a t k o z ó össze-
gezést). 
Bár a gyakor la tban előforduló ese tekben (C(m; k, «) ) kifejezése egyszerűbb 
a lakú (24)-nél, mert hodoszkóp -de t ek to rok többnyire egymáshoz közel (egy — vagy 
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kevés s z á m ú — csopor tban) helyezkednek el, mégis n á l ta lában nem emelhető ki 
az integrál je l elé. Például S'x = S'2 =... = = Sx = S2=... = Sk( = S) és fx =/2 =..„ 
••• = Л ( = / о ) esetén 
m m ( y 
W = S-> 2 2 2 ( - l)"+v 1 (L/Hí + (k-n + v)foy, 
ahonnan a z n nem emelhe tő ki. (L. a z o n b a n а с) pont végén tett megjegyzést). 
A k i o l d ó számlálós módszerek közül a hodoszkópos módszer ad ja a leggyor-
sabban a legtöbb in fo rmác ió t a sürűségspektrumról , ill. a számspekt rumról ; ennek 
az információmennyiségnek a teljes k iaknázása azonban rendkívül bonyolul t nu-
merikus számolásokat igényel. A sürűségspektrum esetére az eljárás kidolgozása 
már meg tö r t én t [90], a számspek t rum esetére még nem. 
B) Sűrűségbecslő módszerek 
A I I .2 .B. pontban definiál t C(nx, n2, . . . , nk) intenzitás várha tó értéke (18) segít-
ségével a következőképpen í rható: 
(C(nx, n2, ..., nk)) = H l G, N'r-1 П e~s'W. dNdx0 dy,, 
0 0 0 
ami az N szerinti integrálás végrehajtása u t á n a következő a lakba megy á t : 
, r , „ „ w - r <«i + « a + ... +n f c —у— 1)! (C(nx, tí2, ..., nk)) - G0 — nx\n2\ ... nkl 
(25) 
(S1fù"4S2f2)^ ... (Skfk)^ dx о dy. 
Az nx, n2, . . . , nk részecske számok nem emelhe tők ki az integrál-jel elé, tehát a (25) 
alapján megha tá rozo t t y é r t ék nem azonos a (17) alapján meghatá rozot t y* értékkel. 
C) K i o l d ó számlálók és sűrűségbecslő számlálók kombinációi 
Ezek a berendezések elvileg nagyon hasonl í tanak a hodoszkóphoz . A kioldó 
számlálók já tsszák rendszer in t a vezérlőfelületek szerepét, míg a sűrűségbecslő 
számlálók tökéletesített h o d o s z k ó p o k n a k felelnek meg. Annyiban tökéletesebb 
a m ű k ö d é s ü k a kioldó számlá lókból felépítet t hodoszkóp-rendszerekénél , amennyi -
ben nagy pontossággal je lz ik a raj tuk á t h a l a d ó ionizáló részecskék számát ; a hodosz-
kóp-rendszerek megszólalt és meg nem szólalt csöveinek számából erre csak nagyon 
tág h a t á r o k között lehetne következtetni. 
A sokfé le lehetséges kombináció á l t a lában mind megegyezik abban , hogy 
érzékeny a z észlelőberendezés adata i ra : y* és y nem egyezik meg. A z o n b a n ha csak 
egyetlen sűrűségdetektor t használunk és o lyan nagy sűrűségeket vá logatunk ki vele, 
amelyek a k io ldó számlá lókat „telítésbe v isz ik" (ezen azt é r t jük , hogy gyakorlat i lag 
1 legyen a valószínűsége a n n a k , hogy a kioldó számlálók megszólalnak, mikor 
a sűrűségdetektor a szóban fo rgó nagy sűrűségeket méri), a k k o r a mér t y* független 
a berendezés adataitól és y * ^ y . 
4 0 2 SOMOGYI A. 
Vizsgáljuk részletesebben ezt a speciális kombinációt. Su S.2, ..., Sk je lentse 
a kioldó de tek torok felületnagyságát, I+a sűrűségdetektorét. A z o k n a k a K L Z - o k n a k 
az idó'egységenkénti száma, amelyek a k io ldó detektorokat megszólaltajták és 
a sűrűségdetektoron pontosan n részecskét kü ldenek át, vá rha tó értékben: 
(C(n)) = J J J GoN~y~1 n ^ - e ~ s , m ) ^ ~ e - W N ^ d N d x ü d y 0 (26) 
0 0 0 
ahol 
f i = Á 2 2 + ( y i - y o f ) 0 = 1 , 2, . . . , k) 
és Xi,yt a k io ldó detektorok középpont ja inak, xw,yw a sűrűségfelület középpont -
j á n a k és x 0 , r 0 a záportengely döféspont jának koordinátái az észlelés s ík jában . 
(26) konvergenciájának szükséges feltétele, hogy y<n + k legyen. E b b e n az 
esetben az N szerinti integrálás elvégezhető. A z eredmény a következő: 
Ha (n-y)(n + \ - y ) . . . (п+к—у)+0, akkor 
<C(«)> = G0 JJ i W f j y g ( ( X u я k-y-n)dx0dy0, (27) 
ö ó 
míg (и— y)(« + 1 — y)... (n + k — y) = 0 esetén 
<C(«)> = ( - l ) v + i J J ( W f j y g i x t , ^ , ..., xk; y-n)dx0dy0, (27a) 
о 0 
ahol 
és 
n 
g(ax,a2, ... ak \ y n) = 1 — ^ ( 1 + 2 (1 + a£i + аг2)у_" — 
1 = 1 II, >2 
- 2 ( l+o i i l + a iJ + a , 3 ) ' ' - " + . . . + ( - 1 ) 4 1 + « ! + « , + . . , + a ^ - " . 
il, Í2,Í3 
A z összegezések az 1, 2, ..., к elemek valamennyi (megfelelő rendű) kombinációira 
terjesztendők ki. (27)-ből rátekintéssel látszik, hogy ha n elég nagy, akkor tetszés 
szerinti kicsiny relatív hibával 
(C(n)) ~ G 0 ( " " У " 1 ) 1 J J ( W f w y
 dXodyo. (28) 
о 0 
A jobboldalon álló kettős integrál nem tar ta lmazza «-et, t ehá t beolvasztható a 
G0 állandóba ; y meghatározásában az észlelőberendezés ada ta i nem já tszanak sze-
5*-
repet. Adott « mellett az elkövetett hiba nagy mértékben függ az —+- hányadosoktó l : 
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minél kisebb a sűrűségdetektor felülete a kioldó de tek to rok felületéhez képest, 
anná l kisebb lesz az elkövetett hiba. 
Érdemes megemlíteni , hogy a kioldó számlálókból felépített hodoszkópok 
(1I.2.A.C) módszer) a lkalmazása esetén is elérhető, hogy tetszés szerinti 
közelí tésben fennál l jon . A fenti feltételek analógiá jára , ehhez az szükséges, hogy 
a hodoszkóp-rendszer csövei nagyon közel legyenek egymáshoz (a K L Z sűrűség-
vál tozása a hodoszkóp-felüle ten belül e lhanyagolható legyen) és csak olyan esetekre 
szor í tkozzunk, amelyekben elég sok hodoszkóp-cső szólalt meg (a vezérlő felületek 
telí tésbe kerül jenek: ez nyilván annál könnyebben é rhe tő el. minél k isebb egy ho-
doszkóp-cső felülete a vezérlőcsövek felületéhez képest). 
4. A mérési tartomány becslése 
A k á r a számspek t rum kitevőjét (y), akár a sűrűségspektrum kitevőjét (y*) 
h a t á r o z z u k is meg, az eredmény a záporok egy bizonyos (részecskeszámból álló 
vagy sűrűségű) c sopor t j á ra érvényes csak. Meg kell ha tá rozn i azt a részecskeszám-
jll. sű rűség ta r tományt , amely magába foglalja a mérés tárgyát képező záporoka t . 
A számspek t rum közvetlen mérés (II. 1. módszer) esetén ez a t a r t omány a mérés 
természetéből következőleg azonnal kiadódik, mert minden egyes zápor részecske-
számát amúgyis meg kell határozni . A többi módszerek alkalmazása esetén azonban 
a mérési t a r tomány becslése külön fe ladatot jelent. 
Az i roda lomban ál ta lában nem ford í tanak kellő figyelmet erre a kérdésre. 
K i o l d ó számlálók a lkalmazása esetén többnyire az l/Smax<A<l/Smin t a r tományt , 
sűrűségbecslő számlálók alkalmazása esetén pedig az nmiJSmax < A < nmaJSmin tar to-
m á n y t szokták fe l tüntetni mérési t a r tománykén t . (S1,,,),, ill. 5'1Пах az a lka lmazot t 
legkisebb, ill. l egnagyobb számlálócsőfelület; rtnún az S m a x felületű sűrűségbecslő 
számlálóval észlelt legkisebb részecskeszám, и
П1ах pedig az S i n i n felületű sűrűség-
becslő számlálóval észlelt legnagyobb részecskeszám.) Ez a becslés igen du rva : 
egy teljes nagyságrenddel is eltérhet a szigorú elveken a lapuló becsléstől. 
A sűrűségtar tomány becslése sokkal pon tosabban tör ténhet , mint a részecske-
szám-tar tományé , ezért az utóbbi t á l ta lában vissza szokták vezetni az előbbire. 
A) Sürűségspekt rum mérési t a r t ományának becslése 
A sűrűségspektrum mérése úgy tör ténik, hogy a berendezés valamilyen para-
méterének (vagy paramétere inek) függvényében mér jük az észlelt K L Z - o k inten-
zi tását s az észlelt intenzi tásokat összehasonlí t juk a sürüségspektrum alapján ki-
számíto t t várha tó értékkel . Ezek a várha tó értékek 
<C(H)> = / P(A;h)dA 
0 
a l akúak , ahol л az п
ъ
 n2, ..., np vál tozó paramétersereg helyett áll. 
Például egyetlen sűrűségmérő és négy kioldó számláló a lkalmazása esetén 
egyetlen változó pa ramé te rünk van, s ez и, a sűrűségmérő felületre eső részecskék 
száma, s így 
P(A,n) = HgA-y-1 / 7 ( 1 —e~SiJ) e-1"4 (30) 
;=i «! 
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A mérés idő ta r t ama (T) alatt észlelt összes z á p o r o k számának várható értéke 
(feltéve, hogy a mérés minden egyes paraméterér ték mellett ugyanannyi ideig tar tot t ) : 
T2(C(n)) = r f 2 F (A ; n) dA, 
n „ n 
ahol az összegezés az n változó paramétersereg összes értékeire kiterjesztendő. 
Tehá t a 
A 
= 2P(A'-n)dA' ( s l ) (31) 
n 
kifejezés megadja az észlelt záporok azon hányadának a várható értékét , amelyek 
a (0, A) sűrűségtar tományba esnek. Vegyük a p(A) függvény inverzét, vagyis adot t 
p számhoz (amely ^ 1) definiáljuk a A(p) számot a 
a(p) 
p
- z é m S ^ P { i ' r " ) d A ' ( 3 l a > 
rí 0 
egyenlettel: (0, A(p)) t a r tomány — ha elég sokáig m é r ü n k — az összes észlelt záporok 
számának 100 p%-át f o g j a tar talmazni . Ebben az értelemben, bár n e m egészen he-
lyesen, úgyis foga lmazha t juk ezt a kijelentést, hogy a (0, A(p)) t a r t omány „ 1 0 0 p % 
valószínűséggel t a r t a lmazza" az észlelt KLZ-oka t . 
Természetesen minden [A(pj), A{pjj) t a r t omány is 100 p% valószínűséggel 
tar ta lmazza az észlelt KLZ-oka t , hacsak p2—px-=p. A mérési t a r t omány kijelölése 
tehát mindenképpen bizonyos mér tékben önkényesen történhet csak. A leghelyesebb 
grafikusan megadni a p(A) függvényt : ebből a graf ikonból azután kiválasztható 
az a tar tomány, amely az adott körülmények közöt t a legjobban jellemzi a mérést. 
A p(A) függvény kvantilisei je l lemzőek a kiválasztot t záporcsopor t ra . Bizonyos 
esetekben a legvalószínűbb sűrűség (az a d i n a x ér ték, amelyre a 2 f J ( d , n) függvény 
n 
értéke a legnagyobb) bírhat jelentőséggel, vagy a sűrűségnek a kiválasztott zápor-
csopor t ra vo na tkozó várha tó értéke, amit a 
n о 
kifejezés definiál. 
B) A számspekt rum mérési t a r tományának becslése 
Ez elvileg az e lőzőkben leír takhoz teljesen hason lóan tör ténhetnék, vagyis a 
p(N) = 2(Сф)) III f P(N''Wn; dN' dx° dy° (32) 
n 0 0 0 
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integrál k iszámítása út ján. (Például egyetlen sűrűségmérő és négy kioldó számláló 
alkalmazása esetén 
P(N,x0,y0-n) = G0N-y-1 /7(l-g-W<) W W e-wNU 
i = 1 nl 
A (32) t ípusú integrálok azonban nagyon érzékenyek az f ( r ) oldalszerkezet-
függvény a l ak já ra . Az / ( r j - b e n szereplő pa raméte rek értékében 20—30%-os h iba 
elegendő ahhoz , hogy a (32) kifejezés divergenssé váljék. Az f(r) függvényt t ehá t 
— különösen a záportengely közvetlen közelében — jóval p o n t o s a b b a n kellene 
ismernünk ahhoz , hogy a részecskeszám-tar tományokat (32) a l ap ján számíthassuk. 
Nagyságrendi leg helyes becslést k a p h a t u n k a részecskeszám-tar tományokra 
a sűrűség ta r tományok alapján, ha feltételezzük, hogy a záporok sűrűsége a O S r ë r 0  
helyeken d á t l , s azon túl zérus; r„ az e lektronok á t lagos oldalszóródása, ami z g e r n - 2  
a tmoszfer ikus mélységben körülbelül 56 000/z méter [56]. Ezek szerint a A át lag-
sűrűségü z á p o r összrészecskeszáma 
N s= r\nA s (1000/z)2- 104Л. (32a) 
5. Összefoglalás 
Az e lmondo t t akbó l megál lapí tható, hogy a K L Z - o k számspek t rumát k imér-
he t jük az egyes záporok össz-részecskeszámának meghatározása nélkül (vagyis 
óriás-berendezések alkalmazása nélkül) is, a köve tkező módszerek valamelyikével: 
a) Felületvál toztatásos módszer (valamennyi felület nagysága ugyanabban 
az a rányban vál tozta tandó) . 
b) Egyetlen sűrűségdetektor segítségével, o lyan sűrűségtar tományban, amely-
ben a vezérlő felületek már „ te l í tve" vannak. 
c) N e m nagy területre ( ~ 1 0 x l 0 m 2 ) k i te r jedő hodoszkóp segítségével, 
ugyancsak olyan sűrüségtar tományban, amelyben a vezérlő felületek már telítve 
vannak . 
Az a) módsze r inkább a spekt rum kis sűrűségű végének, a b) és c) módszer 
i nkább a nagy sűrűségek felé eső végének kimérésére alkalmas, a sűrűségspekt rum 
mérése szempont j ábó l egyébként e módszerek egyenértékűek. A b) és a c) módszerek 
a z o n b a n a sűrűségspektrum (számspektrum) mérésén kívül a K L Z - o k egyéb tu la j -
donsága inak egyidejűleg tör ténő mérését is lehetővé teszik, különösen a b) módszer , 
ha sűrüségdetektorként részecskenyomdetektort (ködkamrá t vagy sz ikrakamrát ) 
a lka lmazunk. 
III . A kiterjedt légizáporok 
számspektrumának meghatározására végzett mérés ismertetése 
1. A mérési módszer általános jellemzése 
A Központ i Fizikai Kuta tó in téze t K o z m i k u s Sugárzási L a b o r a t ó r i u m á b a n 
még 1955-ben elkészült egy Geiger—Müller csöves vezérlésű, a u t o m a t i k u s üzemű 
ködkamra . A k ö d k a m r a segítségével főként K L Z - o k r a vonatkozó sokoldalú k u t a t á s 
fo ly t : a K L Z - o k b a n haladó f o t o n o k és e lek t ronok számarányának mérése [76]. 
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a K L Z - o k áthatolási e f fek tusának mérésére [77], a K L Z - o k zenitszögeloszlása és 
ennek a lap ján a K L Z - o k abszorpciós ú thosszának mérése [41], s végül a nagy részecske 
számú K L Z - o k számspek t rumának mérése [21], [91]. 
E közben — az ado t t kutatási célnak megfelelően — t ö b b ízben is vá l toz tak 
a vezérlés feltételei, vagy a kamra fölötti abszorbens mennyisége. Volt a z o n b a n egy 
hosszú periódus, amikor a vezérlés feltételei vál tozat lanok voltak és sem a kamra , 
sem a vezérlő GM-csövek felett nem volt abszorbens. 6509 felvétel készü l t ilyen 
körü lmények között . Ez a mérési anyag lehetővé tette a nagy részecskeszámú K L Z - o k 
számspek t rumának mérését . 
A számspekt rum ilyen módon t ö r t énő megha tá rozása több szempon tbó l is 
igen e lőnyös : 
Mindenekelőt t azért , mer t a mérések sűrűségmérő berendezéssel tö r tén tek , 
éspedig ködkamráva l , amely a sűrűségmérő eszközök közül a legpontosabb részecske-
számlálást teszi lehetővé. Előnyösen tö r t én t a vezérlés megválasztása is: a vezérlő 
GM-csövek felülete egyenként körülbelül kétszerese vo l t a ködkamra érzékeny 
felületének, ami annyit je lent , hogy a számlálócsövek b izonyosan tel í tődtek (gya-
korlat i lag 1 volt a valószínűsége annak , hogy esett r á j u k legalább egy ionizáló 
részecske), ha olyán z á p o r o k a t vá logat tunk ki, amelyek mintegy n = 1 0 ionizáló 
részecskét, vagy ennél t öbbe t küldtek át a ködkamrán . E z vonta maga u t á n azt, 
hogy az n ë l O feltétel mellett észlelt sűrűségspektrum gyakorlati lag a z o n o s volt 
a számspekt rummal , t ehá t a mérés a számspekt rum k i tevőjé t szolgáltatta, óriás-
berendezés építése nélkül is. (Részletesebben 1. Il 1.3.) 
A k a m r a kicsi mére te (30 cm á t m é r ő j ű hengeres k a m r á t használ tunk) nem 
jelentett há t rányt ennél a mérésnél, mert adott sűrűségű (részecskeszámú) z á p o r o k b ó l 
nagyobb felületű kamráva l sem lehetett vo lna többet észlelni ugyanannyi i d ő alatt. 
N a g y o b b felületű k a m r a t ö b b részecskét észlelt volna a z egyes záporokbó l , tehát 
p o n t o s a b b sűrűségmérést tet t volna lehetővé. A végeredmény statisztikus hibája 
azonban elsősorban o n n a n származik, hogy kevés zápor t észleltünk (a nagy sűrűségű 
záporok igen ri tkák) és nem onnan , hogy az egyes záporok sűrűségére csak ponta t lan 
in formációnk volt. 
A k ö d k a m r a nem vett részt a z á p o r o k k ivá lasz tásában: az észlelt z ápo rok 
száma kizárólag a vezérlő GM-csövektő l (relatív helyzetüktől , a felettük levő ab-
szorbenstől) függött . N a g y o b b felületű vezérlő csövekkel t ö b b záport lehe te t t volna 
ugyan észlelni, de a többle t mind kis sűrűségű záporok tó l származott v o l n a , tehát 
vizsgálatunkhoz értéktelen lett volna. 
2. A mérőberendezés leírása 
A berendezés Budapes ten , a Központ i Fizikai Kuta tóintézetben, 410 m tenger-
szintfeletti magasságon épült faházban volt felállítva. Szükséges ugyanis , hogy 
minél kisebb mennyiségű és rendszámú anyag legyen a berendezés felett és k ö r ü l ö t t e : 
ellenkező esetben a z á p o r o k szerkezetében helyi jellegű e rős változások ál lnának 
be. A faház tetejének vastagsága kb. 8 gcm~ 2 . A berendezés alaprajza a 6. ábrán 
lá tható. Két lényeges részből áll: a) a k ö d k a m r a , b) a vezér lő GM-csövek. 
a) A k ö d k a m r a és a hozzátar tozó elektronikus- és szervoberendezés 
A k ö d k a m r a részletes leírása [92]-ben található, i t t c sak a l egfon tosabb rész-
letekre szorí tkozunk. 
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A k a m r a fa la 5 m m vas tag , 300 m m á t m é r ő j ű , 200 m m hosszúságú vízszintes 
tengelyű üveghenger , a f ényképezőgép felöli o lda lon egy 20 m m vas tag p l anpa ra l l e l 
üveglemez, a há t só o lda lon a duga t tyú h a t á r o l j a (1. 7. áb ra ) . Töl tése a r g o n , te l í te t t 
я - p r o p i l a l k o h o l és vízgőz, 920 h g m m össz-
nyomásig . 
A z e x p a n z i ó t a d u g a t t y ú hir telen há t -
raugrása létesí tet te . A d u g a t t y ú hirtelen 
e l m o z d u l á s á t a mögö t t e f e n n t a r t o t t nyo-
m á s (kb . 1,7 a tm) hir telen csökkentése 
(a külső l é g n y o m á s r a ) hoz t a létre. A z ex-
panz ióv i szony értékét a l öke thossz szabta 
meg, ez t ö b b n y i r e 16 m m vol t , ami á t lago-
san 8% t é r foga t i e x p a n z i ó n a k felelt meg. 
Az e x p a n z i ó t a vezér lő G M - c s ö v e k 
koincidencia- je le indí t ja m e g o l y m ó d o n , 
hogy a megfe le lően á t a l ak í to t t jel egy elek-
t r o m á g n e s e n vezérelhető szelepet nyit. A 
koincidencia- je l egyúttal a) a z o n n a l ( tehá t 
még az e x p a n z i ó kezdetén) k ikapcso l ja 
a t isztí tó feszültséget (a k a m r á b a n , az 
á l l andóan ke le tkező i o n o k e l távol í tására , 
az e x p a n z i ó t és az azt k ö v e t ő néhány t i z edmásodpe rce t kivéve á l l andóan min tegy 
80 V/cm e rősségű sztat ikus v i l l amos teret kell létesíteni) b ) b l o k k o l ó egységet indí t 
be : ez az egység (a fe lo ldóje l beérkezéséig) m e g a k a d á l y o z z a azt , hogy a k a m r a 
ú j a b b vezér lő je l ha tásá ra m ű k ö d é s b e j ö j j ö n , c) mintegy 0 ,10 sec (a d u g a t t y ú el-
m o z d u l á s á h o z és a cseppek fe lnövekedéséhez szükséges idő) késleltetés u t á n fel-
vi l lant ja a c seppek megvi lág í tásához szükséges f lash-csöveket , d ) megind í t j a a szervo-
m e c h a n i z m u s t . 
A s z e r v o m e c h a n i z m u s a köve tkező f u n k c i ó k a t lá t ja e l : a) m i n d e n ko inc iden -
cia-jellel vezére l t expanzió u t á n négy lassú expanz ió t indí t be, a k a m r á b a n kelet-
kezett k ö d e l távol í tása cé l jából , b) t o v á b b í t j a a filmet a f ényképezőgépben , c) e lőre 
m e g h a t á r o z o t t idő (3,5 perc) eltelte u tán f e lo ld j a a b l o k k o l ó - k ö r t , s ezzel a beren-
dezés ú j a b b ciklus elvégzésére készen áll. 
A fényképezés 114 m m báz i s távo l ságon sz te reoszkópikusán tö r t én t , 1:2,8 
nyílású Ze iss Tessar ob jek t ívekke l . 
K ü l ö n b ö z ő hőmérsék le t eken k ü l ö n b ö z ő expanz ióv i szonyok melle t t k a p j u k 
a l egkedvezőbb cseppképződés i fel tételeket . M i n t h o g y k o n s t a n s expanz ióv i szonnya l 
d o l g o z t u n k , g o n d o s k o d n i kel let t arról , hogy a hőmérsék le t a k a m r a be lse jében 
h u z a m o s a b b idő alat t is kö rü lbe lü l 1 C°- ra á l l a n d ó m a r a d j o n . E n n e k b iz tos í t ásá ra 
a) a d u g a t t y ú mögöt t i tér t ú l n y o m á s á n a k előál l í tására haszná l t levegő h ő m é r s é k -
letét s tabi l izálni kellett, b) a k a m r á t és a h o z z á közvetlenül c sa t l akozó berendezé-
seket ( fényképezőgép , megvi lág í tó flash-csövek) 2 x 2 , 4 x 2 m 3 mére tű f a b ó d é b a 
helyeztük, a f a b ó d é belse jének hőmérsék le té t vízhűtéssel, vagy meleg l evegőnek 
a b ó d é f a l a i b a n t ö r t énő á r a m o l t a t á s á v a l k b . ± 1 C°-ra á l l a n d ó a n t a r t o t t u k . A fa -
bódé f a lvas t agsága kb . 2 g e r n - 2 , tehát a k ö d k a m r a felett (az épü le t te tőszerkezetével 
együtt) kö rü lbe lü l 10 g c m _ 2 - n y i abszo rbens vol t . 
A k a m r a belsejében hé t , közel vízszintes helyzetű ó l o m l e m e z volt rögz í tve : 
a felső h á r o m lemez egyenként 3 m m , az a lsó négy lemez egyenkén t 6 m m vas t ag vol t . 
Ю m 
4,5 m 
s 
оэ 
3 
С 
6. ábra. A berendezés alaprajza 
1 ,2 ,3 ,4 GM csövek, С ködkamra 
ködkamra függőleges metszete 
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Ezek a l emezek ennél a vizsgálatnál nem j á t s z o t t a k szerepet , de nem is z a v a r t a k . 
A k a m r a é rzékeny fe lü le tének a legfelső ó l o m l e m e z megvi lágí to t t részének e x p a n z i ó 
előtti vízszintes metszetét kell tekinteni. A z ó lomlemezek je lenléte mindössze anny i 
há t rány t j e len te t t , hogy ezál ta l a kamra é rzékeny felülete mintegy 40%-ka l k i sebb 
lett, ugyanis a legfelső ó l o m l e m e z hasznos szélessége a k a m r a hasznos á t m é r ő j é n e k 
mintegy 60%-a . 
A legfelső lemez megvi lág í to t t részének mélységét a köve tkezőképpen m é r t ü k : 
A megvi lágí tás a fényképezés i r ányá ra merőlegesen, körülbelül 10—12 c m 
széles s á v o n tö r t én t (8. á b r a ) . A sáv elülső (a f ényképezőgép felé eső) széle a z ó l o m -
lemezek széle előtt he lyezkede t t el. Az e lü l ső o lda lon t e h á t az ó lomlemez széle 
jelentet te a z érzékeny felület h a t á r á t és n e m a megvilágí tot t térrész széle. 
Vol tak természetesen o lyan n y o m o k is a fényképfelvéte leken, a m e l y e k az 
ó lomlemezek előt t h a l a d t a k el, ezek a z o n b a n a k á r egyetlen ( n e m sztereo-) f énykép -
felvételen is könnyen f e l i smerhe tők vo l tak és a n y o m o k megszámlá lásáná l n e m 
vet tük figyelembe őket . 
A megvi lágí to t t té r rész há t só széle a z o n b a n még r a j t a vol t az ó l o m l e m e z e n , 
ezért az é rzékeny felületet h á t u l a megvi lágí tot t térrész h a t á r a de te rminá l ta . A meg-
világított té r rész h a t á r á n a k helyzetét úgy á l l ap í to t tuk meg, hogy elég sok n y o m o t 
t a r t a lmazó felvételeken k ike re s tünk olyan n y o m o k a t , a m e l y e k közel vízszintesen 
ha lad tak és há t rafe lé k i m e n t e k a megvi lágí to t t térrészből , (vagy há tu l ró l j ö t t e k 
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be oda) m a j d Zeiss s z t e r e o k o m p a r á t o r r a l m e g m é r t ü k a n y o m o k eltűnési he lyének 
paral laxisát , v a l a m i n t a l emez első és h á t s ó élének para l lax isá t . A l emez 
szélessége 12 c m ; ebbő l és a mér t pa ra l l ax i sokbó l a megvi lágí to t t t é r rész 
há t só élének helyzete m e g h a t á r o z h a t ó , t á v o l s á g a az ó l o m l e m e z elülső szélétől 
92 + 4 m m - n e k a d ó d o t t . A legfelső le-
m e z hasznos szélessége elől 171 + 3 m m , 
h á t u l 189 + 3 m m , t ehá t a megvi lág í to t t 
t r a p é z hátsó é lhosszúsága 185 + 2 m m , 
s így a megvi lágí to t t rész t e rü l e t e 
1 6 4 + 7 cm2 . 
A megvilágí tás a z o n b a n az e x p a n -
z ió u t á n tö r t én ik , s az expanz ió m i n -
d e n vízszintes fe lüle te t m e g n y ú j t , k ö -
zel í tőleg a t é r foga t i expanz ióv iszony 
a r á n y á b a n . Ez u t ó b b i á t lag 8% vol t , 
t e h á t a k a m r a érzékeny fe lü le te 
W = 151 + 7 cm 2 . 
A k ö d k a m r a érzékeny fe lü le té-
n e k nagysága t e h á t csak meg lehe tő -
sen nagy ( ± 5 % ) h ibával i smeretes . E z 
n e m az a lka lmazo t t mérési m ó d s z e r e k 
köve tkezménye , h a n e m t ú l n y o m ó r é s z t 
o n n a n származik , hogy maga az érzé-
k e n y felület geomet r ia i lag n e m defini-
á l h a t ó jól . Megvizsgá l tuk a h i b a 
h a t á s á t m é r é s ü n k végeredménye i re 
(1. I I I . 5.): a n a g y sűrűségek (nagy 
részecskeszámok) t a r t o m á n y á b a n ez a 
h a t á s e l h a n y a g o l h a t ó n a k b izonyu l t . 
b ) A vezérlő G M - c s ö v e k 
A G M - c s ö v e k 40 m m kü l ső á t m é -
r ő j ű , 1 m m fa lvas tagságú vö rös r éz -
csövek, é r zékeny hosszúságuk 842 m m , t e h á t é rzékeny fe lü le tük 320 em 2 . T ö l t é s ü k 
90 h g m m a r g o n és 10 h g m m et i la lkohol [93]. 
A G M - c s ö v e k feszül tségimpulzusát k i o l t ó - f o r m á l ó k ö r a l ak í to t t a á t kb . 3 //sec 
hosszúságú n a g y m e r e d e k s é g ű négyszög-jellé. A f o r m á l ó k ö r egyút ta l kb . 250 vol t 
nagyságú nega t ív jelet k ü l d ö t t a G M - c s ő szá l á r a , ez m e g a k a d á l y o z t a az e l e k t r o n -
lavina k i t e r j edésé t a teljes a n ó d s z á l - h o s s z ú s á g o n , ami részint a számlá lócső élet-
t a r t amá t h o s s z a b b í t j a , részint a téves i m p u l z u s o k s z á m á n a k csökken tésében segít. 
A j e l eke t egy közönséges Ross i - t ípusú ko inc idenc i a -kö rbe vezet tük. A fel-
bon tóképessége t (3 /isec) lényegi leg a jelek h o s s z ú s á g a szabta meg . A véletlen k o i n -
cidenciák s z á m a ilyen k ö r ü l m é n y e k k ö z ö t t te l jesen e lhanyago lha tó ( ^ 0,001 /év). 
A koincidencia- je leket egyfelől egy végerős í tővel m ű k ö d t e t e t t e l e k t r o - m e c h a n i k u s 
számláló s z á m o l t a , másrész t t o v á b b í t o t t u k a z o k a t a k ö d k a m r á h o z , aho l a m á r 
leírt m u n k a c i k l u s t ind í to t t ák meg . Az e l e k t r o n i k u s kapcso l á sok részletes le í rása 
[94]-ben t a l á l h a t ó . 
A koinc idencia- je lek gyakor i s ága 2,76 ± 0 ,04 /ó ra volt . 
megvilágított térfbgot_ 
expanzió előtt 
[ érzékeny térfogat mélységé)' 
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; _ megvilágított térfogat
 : 
expanzió után 
8. ábra A ködkamra megvilágított térfogatának 
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3. A fényképfelvételek kiértékelése. A ködkamra felbontóképessége 
A fényképfe lvé te lek kiértékelése egy e r r e a célra á t a l ak í to t t 6 ,3-szoros nagy í t á sú 
Zeiss S M X V I sz t e reomikroszkópon t ö r t é n t (az á ta lak í to t t készülék leírását 1. [95]). 
N é h á n y t i p i k u s felvételt a 9 a — d á b r á k o n m u t a t u n k be. 
A kiér tékelés abbó l áll t , hogy meg kel let t á l lapí tani , h á n y ionizá ló n y o m vol t 
l á tha tó a k a m r a legfelső ó lomlemeze fe le t t . A leszámlálás a két sztereofelvétel 
térbeli v izsgála ta ú t ján t ö r t é n t : i l y m ó d o n el lehetett kerü ln i olyan n y o m o k meg-
számlá lásá t , amelyek az ó l o m l e m e z h e z közeli p o n t b a n ki léptek a megvi lág í to t t 
térrészből és könnyebben lehetet t észrevenni az ó lomlemez előt t á t h a l a d ó n y o m o k a t is. 
A n a g y sűrűségű (tíz, vagy ennél t ö b b n y o m o t t a r t a l m a z ó ) felvételeken nehéz 
a s z t e r eomik roszkópon át megszámlálni a n y o m o k a t , ezért ezeket a fe lvéte leket kive-
t í te t tük és a n y o m o k a t a sz tereo-pár m i n d k é t felvételén megszámlá l tuk . A megszám-
lálást t ö b b s z ö r megisméte l tük és vége redménynek az egész s zámra k ikerekí te t t közép-
értéket t ek in te t tük . A n y o m o k s z á m á n a k megál lapí tása , e megismétel t mérések 
t a n ú s á g a szerint , a t ö b b m i n t tíz n y o m o t t a r t a lmazó fényképfe lvé te leken mintegy 
10%-os szó rá s t muta t , k ivéve a l egsű rűbb felvételt ( / / ^ 2 0 0 ) , ahol a n y o m o k szá-
m á n a k megha tá rozás i b izony ta lansága becslésünk szerint mintegy 20%. Meg-
vizsgál tuk e h ibák h a t á s á t y mér t é r tékére (111. 4.), s az e l h a n y a g o l h a t ó n a k b i zonyu l t 
y s ta t i sz t ikus h ibá ja mel le t t . 
A számlá lás a lka lmáva l minden n y o m o t figyelembe ve t t ünk , t ek in te t né lkül 
az i r á n y á r a vagy energ iá já ra . Ez alól egy kivétel volt c s u p á n : a r ad ioak t ív e r ede tű 
n y o m o k . Ezek könnyen fe l i smerhe tők v o l t a k a köve tkező t u l a j d o n s á g a i k a l a p j á n : 
R ö v i d ha tó távo l ságú n y o m o k ezek , s ha e lek t ronok , a k k o r ezen felül m é g 
rendkívü l e rősen s z ó r ó d n a k is: n y o m u k össze-vissza g ö r b ü l t ; ha pedig a - részek , 
akko r r e n d k í v ü l erősen ion izá lnak , t e h á t nagyon t ö m ö t t n y o m o t h a g y n a k . Ezen-
kívül ezek a n y o m o k az ese tek l eg több jében e lmosódo t t ak , mer t a r ad ioak t ív b o m l á s 
l eg többször még a vizsgált z á p o r beérkezése előtt tö r t én t és az iori-oszlop d i f fúz ió ja 
miat t kiszélesedet t vagy a t isztí tó-tér köve tkez t ében nem egyszer ke t té is vál t . 
A r a d i o a k t í v e rede tű részek tehá t a felvételek átnézése so rán k ö n n y e n fe l i smer-
hetők és k ihagyha tok v o l t a k . E l ő f o r d u l h a t o t t ellenben, hogy egy vagy t ö b b o lyan 
k o z m i k u s sugárzási rész f u t o t t át a k ö d k a m r á n egy K L Z - a l nagy jábó l egy időben , 
amely n e m vol t semmi összefüggésben a zápor ra l . Ezeket a n y o m o k a t n e m lehet 
m e g k ü l ö n b ö z t e t n i a K L Z részek n y o m a i t ó l , tehát — a m e n n y i b e n s z á m o t t e v ő e n 
g y a k o r i a k — számuka t k o r r e k c i ó b a kell venni . 
G y a k o r i s á g u k megá l lap í t ása cé l jából a k ö d k a m r a időbel i f e lbon tóképességé t 
kell k i s zámí t an i . 
I smere t e s , hogy egy ionosz lop d i f fúz ió köve tkez tében b e k ö v e t k e z ő t águ lá sa 
(mielőtt l ecsapódás t ö r t én t vo lna az i o n o k r a ) a következő összefüggéssel í r h a t ó le [96]: 
/•0,86 ] /7cm, 
ahol r a n n a k a hengernek a sugara a ?[sec] i d ő p o n t b a n , ame ly az i o n o k 90%-á t 
m a g á b a z á r j a . H a a t i sz t í tó tér még n incs lekapcsolva, a k k o r a pozi t ív és nega t ív 
ionok szé tvá lása is az i onosz lop l á t szó lagos megvas t agodásá t (esetleg szé tvá lásá t ) 
idézi e lő . A z i onmozgékonyság e s e t ü n k b e n kb . l , 5 (cm s e c _ 1 ) / ( V c m _ 1 ) a t iszt í tó t é r 
kb. 80 Vem"" 1 , tehát az i onosz lop v a s t a g o d á s a (szétválása) az 
= 120t 
tö rvény sze r in t tö r tén ik . 
3* 
412 SOM ) 3 Y I A. 
9a ábra 
9b ábra 
Л K O Z M I K U S S U G Á R Z Á S KITERJEDT LÉG IZÁ POR AIN AK RÉSZECSKESZÁM SZERINTI ELOSZLÁSA 4 1 3 
9d ábra 
4 1 4 SOMOGYI A . 
А К LZ beérkezése, a t iszt í tó tér lekapcsolása és az expanzió megindu lása 
gyakolatilag egyidóben tör tén ik . Jeleljük /0-val azt az idc't, a m i a KLZ beérkezése 
és a lecsapódás megindulása (a szükséges túl tel i tés elérése) kőze t t eltelik. Ez az 
időtar tam tehát gyakorlat i lag a dugat tyú repülési idejével egyezik meg, ami a mérések 
tanúsága szerint kb . 8 + 1 millisec volt. A K L Z nyomok vastagsága tehát 
r0 = 0 ,76 fT0 ss 0,077 c m , (33) 
ami körülbelül egyezik azzal a nyomszélességgel, amit a fényképfelvételekről meg 
lehetett ál lapítani . 
Ha egy részecske a K L Z beérkezése előt t tx sec-al f u t o t t á t a kamrán , a k k o r 
nyomának szélessége 
120í1 + 0 , 8 6 / f o + íj, 
h a pedig t2 sec-al a KLZ beérkezése után ha l ad t át a kamrán , nyomszélessége 
f 2 = 0,86 У tg — ?a . 
A túl vas tag ( r 1 > 2 r 0 ) és a túl vékony ( r 2 <0 ,3 r„ ) n y o m o k a t a felvételek át-
vizsgálása so rán figyelmen kívül hagytuk, t ehá t csak azokat a nyomokat ve t tük 
figyelembe, amelyek a 
(70 — Ti, to + t2) 
időinterval lumon belül érkeztek, ahol 
120Т4 + 0 ,86UO + XT = 2 r0 
és _ (34) 
0 , 8 6 Ú 0 - T 2 = 0,3r0 . 
(33) és (34) a lap ján т
х
^ 0 , 6 millisec és т , % 7 , 3 millisec. tehát a ködkamra f e lbon tó -
képessége 
r = Tj + To ^ 8 millisec. 
Tengerszinten a kozmikus sugárzás in tenzi tása körülbelül 1 ionizáló rész /cm 2 
perc, minden vízszintesen f ekvő felületen. A W = 153 cm2 fe lüle tü kamrán, 0,008 sec 
a la t t tehát á t lag 0,02 részecske haladt át, vagyis 2% a valószínűsége a n n a k , hogy 
egy fényképfelvételen olyan n y o m o t figyeljünk meg, amely n e m a K L Z - t ó l szár-
mazik. Hasonl í t suk össze az ebbő l származó korrekció t a mérési adatok s ta t isz t ikus 
hibájával : 
Jelölje c(n) azoknak a felvételeknek a s zámá t , amelyeken a legfelső ó lomlemez 
felett и nyom l á tha tó és jelöl je с*(и) azoknak a felvételeknek a számát, amelyeken 
a legfelső ó lomlemez felett n o lyan nyom van, amelyek mindegyike KLZ-részecskétől 
származik. Nyi lván 
98 ) 
c * ( 0 ) Ä _ c ( 0 ) 
és (35) 
98 2 ( 98 
, . ( „ ) , * _ , ( „ ) - _ U ф - l ) , ha „ É l 
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IIA TÁBLÁZAT 
A fényképfelvételek számának (c(n)) eloszlása a legfelső ólomlemez felett látható 
nyomok száma (rí) szerint 
(Észlelési adatok) 
n cin) n 
с (rí) n c(rí) n Ф) n c(n) 
0 3235 10 13 20 2 30 0 65 1 
1 1569 11 12 21 0 31 3 69 1 
2 806 12 14 22 5 38 1 95 1 
3 383 13 6 23 4 41 1 ~200 1 
4 194 14 7 24 1 42 1 
5 98 15 1 25 2 45 1 
6 63 16 4 26 5 47 1 
7 26 17 4 27 1 52 1 
8 15 18 5 28 0 54 1 
9 15 19 3 29 1 61 1 
A k iér tékelés közvet len e r e d m é n y e k é n t nye r t c(rí) é r t é k e k e t a 2a t áb l áza t t ün -
teti fel, m í g a (35) a l ap ján s z á m í t o t t c*(n) é r t ékeke t egész s z á m r a kikerekí tve a 2b 
t áb láza t t a r t a l m a z z a . L á t h a t ó , hogy a k o r r e k c i ó a c(0) é r t é k kivételével m i n d e n 
ese tben k i sebb , mint a s ta t i sz t ikus h iba , a b e n n ü n k e t l e g j o b b a n é rdek lő n ^ 12 
t a r t o m á n y b a n pedig tel jesen e l h a n y a g o l h a t ó . 
IIB TÁBLÁZAT 
A (35) formula alapján korrigált észlelési adatok egész számra lekerekítve (c*(n)) 
n— 0 1 2 3 4 5 6 7 
c*(rí) = 3302 1534 790 374 190 96 62 25 
с*(я) = с(л), ha 
M e g kel l vizsgálni az t is, hogy a k ö d k a m r a véges térbeli f e lbon tóképessége 
mia t t n e m kell-e korr igálni az észleléseket, vagyis meg kell becsü ln i a n n a k a va ló-
színűségét , h o g y két vagy t ö b b n y o m képe a felvételen fed je e g y m á s t . 
A h h o z , hogy két k ü l ö n b ö z ő részecske n y o m a a fényképfe lvé te len m e g k ü l ö n -
böz te the te t l enü l egybeessék, az szükséges, h o g y a két részecske az érzékeny fe lü le te t 
kb . 1 m m 2 - e s területen be lü l ta lá l ja , (a kiér tékelés s z t e r eoszkóp ikusán t ö r t én t , 
t ehá t n e m e legendő az a köve te lmény , h o g y a két n y o m ve tü l e t e közt i t ávo l ság 
1 m m - n é l k i s e b b legyen), s ezen k ívül még az is, hogy a két r é szecske i ránya k b . 2°-nál 
k i sebb szöget z á r j o n be egymássa l . Vizsgá l juk meg az e l ső fel tétel t , n j e l en t se a 
W = 151 c m 2 felületű k a m r á n á t h a l a d ó ion izá ló részecskék s z á m á t . U g y a n a k k o r a 
á t l agsű rűségű z á p o r o k r a szor í tkozva n Poisson-eloszlású menny i ség . Je len tse ( v ) 
416 SOMOGYI A . 
a kamra 1 mm2-nyi felületén á tha ladó ionizáló részek s z á m á n a k várha tó értékét 
(meghatározot t át lagsűrüségü záporokra szorí tkozva): 
<v> = 
1,53 -10 1 
Annak a valószínűsége, hogy 1 mm2-en legalább két ionizá ló rész á t h a l a d j o n : 
l -e -<»>-<v>e-<"> 
tehát a „ többszörös n y o m o k " relatív gyakorisága, megha tá rozo t t á t lagsűrüségü 
záporok esetén 
1 - e - « —(v)c?-<v> 
1 - е - « 
= ( v ) + m a g a s a b b rendű t agok . 
Ahhoz, hogy ez a relatív gyakor iság 1%-ot elérjen, /z-nek legalább 150-nek kell 
lennie. 6509 felvételből összesen egy ilyen felvétel volt. Ilyen „ s ű r ű " felvételeken 
a n y o m o k leszámlálása, mint a r r a már r á m u t a t t u n k , 1%-nál sokka l b izonyta lanabb. 
Tehát anélkül , hogy az i r ányok megegyezésére vonatkozó feltétellel fogla lkoznánk, 
az eddigiek alapján is megál lapí tha t juk m á r , hogy teljesen e lhanyagolha tó a n n a k 
a valószínűsége, hogy két kü lönböző részecske nyoma megkülönbözte the te t lenül 
egybeessék. 
4. Az adatfeldolgozás statisztikai módszerei 
A) Az e l járás elve 
A (27) egyenletet к =4 és S4 = S.z= S3= Sx = S esetére a lkalmazva fe l í rha t juk 
az n n y o m o t tar ta lmazó felvételek számának vá rha tó értékét a mérés teljes t a r t a m á r a 
(T= 2358 ó r a ) : 
(c(n)) = A-B(yyF(n,y), • (36) 
ahol 
A = G0T, B(y) = W f f ( f y f dxQ dy0, 
továbbá 
F(n, y) ( и - у - 1 ) ! (fvydxndyn J J (fw)yg(x 1, эе4; y-n)dx0dy0, 
kivéve azt az esetet, mikor y n — 1 és n + 5 közé eső egész szám, ebben az esetben 
ugyanis 
F(n, y) = ( - 1 ) y+i 
л! у! II II / / ( / w ) v я Ы , x 3 , x4 ; y-n) dx0 dy0. 
Л K O Z M I K U S SUGÁRZÁS K I T E R J E D T LÉG IZÁ POR AIN AK RÉSZECSKESZÁM SZERINTI ELOSZLÁSA 4 1 7 
A többi jelölés jelentése: 
g = ? (o 1 .« i . a i .oc<;y- ' i ) = 1 - 2 ( l + « i ) r " n + 2 ( 1 + а ; 1 + а г 2 ) у - п -
4 
 
i=l 
- 2 . (1 + + «,
г
 + a£j)"— + (1 + a t + a2 + «3 + aj»-«, 
«I = S f j w f , ( / = 1,2,3,4), 
0 = 320 cm2, 1K= 151 cm2 é s / (ill./lv) az/(/•) oldalszerkezetfüggvény értéke a vezérlő 
GM csövek (ill. a ködkamra) helyén, lia a záportengely döféspontjának koordinátái 
*o,-fo-
Ha feltételezzük, hogy a KLZ-ok sűrűsége az észlelőberendezés méretein belül 
(tehát kb. 10 méteres szakaszon belül) nem változik lényegesen, akkor 
a4 sí ot2 s a3 s: a4 = a = 2,12 
és £(/?, y) helyébe а jóval egyszerűbb F*(n, y) írható: 
с* г \ (я — У — 1)! * 
F*(n, y) = -i g* = 
ni (37) 
(я —y — 1)! [1 - 4 ( 1 + a)»— + 6(1 + 2a)?-" - 4 ( 1 + 3a)»-" + (l + 4a)»""], 
я! 
ha ( я - у ) ( я + 1 - у ) ( я + 2 - у ) ( я + 3 - у ) ( я + 4 - у ) 0 és 
ч ( - D y + 1 dg* 
F*(n, y) = , , - f - = 
я!у! dy 
(_1)t+I 
я! у! 
[ - 4 ( 1 + a)7"« In (1 + а) + 6(1 + 2а)"-" In (1 + 2а) -
- 4(1 + За)"-" In (1 + За) + (1 + 4а)"-" In (1 + 4а)], 
ha (я —у)(я + 1 — у)(я + 2 —у)(я + 3 —у)(я + 4 —у) = 0. 
Az A és у ismeretlen paraméterek értékét a legnagyobb valószínűség módszeré-
vel határozzuk meg [97] : 
Jelentse P(A, у; c(r), c ( r+ 1), ..., с(/- + л)) annak a valószínűségét, hogy a 
(c(ij), (c(r + 1)), ...,(c(r + s)) értékek helyett éppen a (valóban észlelt) c(r), c(r+1) , 
...,c(r + s) felvételszámokat észleljük, r és r + s két tetszőlegesen megválasztott 
nyom-szám. A legnagyobb valószínűség módszere szerint A és у mért értékének 
azt az (Л, y) értékpárt tekintjük, amelyre nézve a P valószínűség a legnagyobb. 
Kivételes esetektől eltekintve ez az értékpár a 
4 1 8 SOMOGYI A. 
egyenletrendszer gyökeivel azonos. Az így meghatározott A, y értékek statisztikus 
hibája a következő' kifejezések alapján számítható [97]: 
(.5 AF = - (Fyy) 
(рлл)(руу)-(рлу7 
ЦТЛ2 _ (РЛл) (ôyf = -
(Р
лл
)(Руу)-(РлуГ 
ahol a következő' jelöléseket alkalmaztuk: 
д Ч п Р „ In P _ a 2 l n P 
(39a) 
(39b) 
Legyen továbbá 
p p p _ 
AA
 Í)A2 ' Ау О A Oy ' 57 
d In £ , _ 0 In £ 
OA CS ! 
Of 
A P valószínűség a következőképpen határozható meg: 
Az adott számú nyomot tartalmazó fényképfelvételek száma Poisson-eloszlású 
mennyiség, tehát 
c(n)\ 
a valószínűsége annak, hogy c(rí) helyett éppen c(n)-t észleljünk. A különböző 
számú nyomot tartalmazó felvételek száma független egymástól, tehát annak a való-
színűsége, hogy éppen a c(r), c(r+ 1), ..., c(r + s) sorozatot észleljük: 
P(Á, Y; C(R), . . . , c ( r+s ) ) = n ^ - e - ^ O . (40) 
(A továbbiakban minden szorzás és összegezés n = r-től n = r + 5-ig terjed, 
ezeket a határokat áttekinthetőség kedvéért nem fogjuk kiírni.) 
(40) alapján a (38) egyenletrendszer a következő alakba írható: 
(36) alapján 
(41a) 
(41b) 
d(c(n)) 
oa 
= b(y)-f(n,y) 
es 
д(ф))  
Oy = < Ф ) > 
В' (у)
 + F'(n, у) 
В (у) F(n,y) 
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ahol a vessző y szerinti deriválást jelent. (41a) alapján 
Л = -4 » (42a) 
amit (41b)-be beírva у meghatározására a következő egyenletet nyerjük: 
[PYH=y = J {21ф) In F(n, у)] - [2ф)] In z f ( n , y)} = 0. (42b) 
у statisztikus hibájának becslése céljából a második deriváltakat kell kiszámítani: 
A független változók feltüntetésének elhagyásával 
p _ ic(n) 
- - Д 4 2 -
PÁy = -I(B'F+BF') 
Pyy = Ic(n)-^\^A-Ç[-AI (В" F+2B'F' + BF"), 
tehát 
в 
<•PAA) = - - T Z F 
(.pAy) = — B'IF—BIF' 
(Pyy) = -ABIF I - + -
B' F' Г 
s így 
(Рал) (Pyy)-(Pay? = P2  
tehát (39b) és (36) alapján 
p ' 2 
IFI — (IF'f 
F 
( Ö y f ^ - J f — . (43) 
v
 ' (ic(n)> _ „ „ p'-2 v 7 
В (у) nem szerepel sem у meghatározó egyenletében (42b), sem d'y kifejezésében 
(43), tehát y és őy értéke ugyanaz maradt volna akkor is, ha C0T helyett C0TB(y)-t 
jelöltük volna A-\al és nem vettük volna figyelembe az ily módon definiált A-nak 
y-tól való függését. 
B) Az eljárás gyakorlati végrehajtása 
A numerikus kiértékeléskor kihagytuk azokat a felvételeket, amelyeken egyetlen 
nyom sem volt látható (и = 0). 
Célunk a nagy sűrűségű (nagy részecskeszámú) záporok vizsgálata volt, az 
7í = 0 záporok pedig nyilván az általunk észlelt legritkább (legkisebb részecske-
számú) záporok voltak, figyelmen kívül hagyásuk tehát a mérés célja szempontjából 
nem jelentett hátrányt, figyelembevételük azonban szisztematikus hibát okozhatott 
volna a következő oknál fogva: 
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A felvételek egy kis hányadán (kb. 2%-án) az expanzióviszony lassú változása 
miatt a nyomok csak alig voltak láthatók. Az ilyen felvételeket nem vettük figye-
lembe. Ez nem befolyásolja y értékét — ha y értékét csak az и S 1 felvételekből 
állapítjuk meg —, mert e hiba folytán valamennyi c(n), (n = l) érték ugyanabban 
az arányban változik meg. Valószínű azonban, hogy a felvételeknek nagyság-
rendileg ugyancsak mintegy 2%-án egyáltalán nem látszottak nyomok, azért, mert 
az expanzióviszony megváltozott ; ez azonban egy felvételről — ha nincs rajta nyom — 
nem állapítható meg, tehát az n = 0 felvételek számában ismeretlen nagyságú szisz-
tematikus hiba lehetséges. 
A c(n) (« = 1,2,3, ...) észlelési adatokat három csoportba soroltuk: 
1. c(l), c(2), c(3) vagyis т*=1, s = 2 
2. c(4), c(5), ..., c ( l l ) vagyis /• = 4, s = l 
3. c(12), c(13), ..., vagyis /•=12,5' = °=. 
A kiértékelést (vagyis a (42b) egyenlet megoldását és a (43) hibakifejezés kiszámítá-
sát) mindhárom csoportra nézve külön-külön hajtottuk végre, ily módon három 
olyan у értéket (és hozzátartozó statisztikus hibákat) határoztunk meg, amelyek 
a) egymástól statisztikusán függetlenek és b) legnagyobbrészt különböző részecske-
számú záporokra vonatkoznak. 
Az említett három eseten kívül, a kiértékelést még egy negyedik módon is 
elvégeztük : 
4) c(l), c(2), ..., vagyis / -=l , . s = °°, azaz valamenyi észlelési adatot egy 
csoportba sorolva. 
A (36) egyenletbe F(n, y) helyett annak közelítő alakját £*(//, y)-t (37) írtuk. 
Az ezzel elkövetett hiba a bennünket leginkább érdeklő 3. tartományban (12^/7 < <»)• 
bizonnyal elhanyagolható, mert még a sokkal erősebb g*(alt a2, a3, a4; у — ri) s= 1 
közelítés is megengedhető. Ugyanis a 4Sía 2^o: 32ía 4 = a = 2,12 mellett a legked-
vezőtlenebb esetben ( n = \ 2 ) is 1 — g*3í3-10~5. 
Ebből egyúttal az is következik, hogy a IE 3. С. pontban megkövetelt feltételek 
tel jesülnek, s az így meghatározott y érték nem függ az észlelőberendezés geometriai 
elrendezésétől és a számspektrum kitevőjét szolgáltatja. 
A (42b) egyenlet megoldása (y számítása) numerikus úton, elektronikus számoló-
géppel (Elliot 803) történt, 0,0001-nél kisebb hibával, (ami y statisztikus hibájánál 
legalább két nagyságrenddel kisebb). Ugyancsak elektronikus számológéppel tör-
tént í)y kiszámítása is, a (43) összefüggés alapján. A számításokat mind a korrigálat-
lan, mind pedig a (35) alapján korrigált mérési adtokkal elvégeztük. Az eredmények 
eltérése lényegtelen (kisebb mint a statisztikus hiba, 1. 3a táblázat). 
A (43) összefüggés y hibájának csak azt a részét adja meg, amely a záporok 
oldalszerkezetének Poisson-fluktuációja következtében lép fel. y-nak ezen kívül 
még két hibaforrása lehet: a) W értékének bizonytalansága, b) n értékének mérési 
hibája. E hibaforrások hatásának becslése a következőképpen történt. 
a) Abból a célból, hogy megállapítsuk, mennyire függ a spektrum kitevőjének 
mért értéke a ködkamra érzékeny felületének mért értékétől, a mérési adatok ki-
értékelését két erősen különböző W értékkel is elvégeztük, éspedig а = 150 cm2 
és l f 2 = 1 6 5 c m 2 értékekkel, ezek különbsége W mérési bizonytalanságának két-
szerese. Az eredményeket a 3a és 3b táblázat tünteti fel. A legnagyobb részecske-
számú záporok tartományában (3. csoport, /7^12) mindössze 3% az eltérés a két 
különböző lU-vel számított két у érték között, ami esetünkben teljesen elhanyagol-
ITTA TABLAZAT 
A kiterjedt légizáporok számspektrumának kitevője különböző részecskeszám-tartományokban. 
W = 150 cm2-el számolva 
Csoport 
sorszám n Тс(я) 
d„ = n/w 4O,05 do,95 do,50 m^ax No,05 No,95 No,50 Am a , 
r 
részecske/m2 összrészecskeszám 
l 1 2758 67 sízés? 200 20 210 67 47 ~ 2 • 105 ~2-10 6 ~ 7 • 105 ~ 5 105 1,48 ±0,07 
2 4=>ЙЗП1 436 270 s; zf„ sí 730 67 570 200 130 ~7-10 5 ~6-10 e ~2-10 6 ~ 1 10" *1,83±0,13 
3 12 ^ n -с ~ 80 800 S S13000 500 4100 930 800 ~ 5 • 106 ~ 4 - 1 0 ' ~9-10 6 ~ 8 10° 1,69 ±0,27 
4 1 S ) I< - 3274 67 S z i n t i 3000 21 410 76 41 ~ 2 10* ~4-10 6 ~ 8 • 105 ~ 4 105 1,55 ±0,03 
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* На a korrigált mérési adatok (2b táblázat) alapján számolunk, akkor a *-gal jelölt у érték helyett у = 1,81 ±0,13 lesz az eredmény, 
a többi у érték változatlan. 
HIB TABLAZAT 
A kiterjedt légizáporok számspektrumának kitevője különböző részecskeszám-tartományokban. 
PV = 165 cm2-e! számolva 
Csoport 
sorszám n ^ Ф ) 
drt = n/w do,05 do,95 do,50 ^max No,05 No,95 AO,50 Nmax 
у 
részecske/m2 összrészecskeszám 
1 1S=«3Í3 2758 6 0 s z í „ 3 l 8 0 15 120 52 38 ~ 2 • 105 -10° ~5-10 5 ~4-10 5 1,60 ±0,07 
2 4з?из?11 436 240 S zf„ =»670 55 460 176 120 ~6-10 5 ~5-10 6 ~2-10° ~ 1 -10s 1,86±0,13 
3 80 730 S zf„ sí 12000 430 3900 900 790 ~4-10° ~4-10 7 ~9-10 6 ~8-10" 1,64 ±0,26 
4 1 S / ! < » 3274 60 s S12000 15 170 60 38 ~2-10 6 ~ 2 - 10s ~6-10 5 ~4-10 5 1,63 ±0,03 
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ható y statisztikus hibája mellett. Valamivel kedvezőtlenebb a helyzet az 1. csoport-
ban, ahol W értékének bizonytalansága jobban érvényesül: a két y érték 8%-os 
eltérést mutat, ami a statisztikus hibának körülbelül 1,8-szorosa. Mérésünk célja 
a nagy részecskeszámú záporok spektrumának mérése volt; ennek kitevőjét, mint 
láttuk, W bizonytalanságának kétszerese sem befolyásolja érezhetően. 
b) A felvételeken észlelt nyom-számok (и) mérési hibájának hatását a követ-
kezőképpen vizsgáltuk meg: Feltételeztük, hogy valamennyi nyom-számot 10%-kal 
kevesebbnek számoltuk a valódinál, a legsűrűbb felvételen pedig 20%-kal kevesebbnek 
vagy többnek. Ennek megfelelően kiszámítottuk — a G M csövek teljes telítését 
feltételezve — a következő két egyenlet megoldását: 
(44a) 
(44b) 
Az eredmények a következők: 
|y — y'l < 0,01 és |y — y"| <0 ,01 , 
tehát a mért n értékekben elkövetett 10%-os szisztematikus hiba még akkor sem 
okoz észrevehető változást y-ban, ha a legsűrűbb felvételen ellenkező irányú 20%-os 
hibát tételezünk fel. 
Ha azt tételezzük fel, hogy csak az я S 50 felvételek kiértékelésénél követtünk 
el 10%-os szisztematikus hibát, akkor у értékében 0,02 a változás. Láthatjuk tehát, 
hogy у értéke nem nagyon érzékeny a nyomok számában elkövetett hibákra. 
5. Eredmények: a számspektrum alakja, a mérési tartomány becslése 
Mérési tartományon értjük azt a sűrüségtartományt (ill. részecsketartományt), 
amelybe az észlelt záporok túlnyomó többségének (megállapodásunk szerint 90%-
ának) sűrűsége (ill. összrészecskeszáma) beleesik. 
A mérési sűrűségtartományok becslését a 11. 4. pont (31a) egyenlete alapján 
hajtottuk végre, vagyis grafikusan ábrázoltuk a 
л 
рЧА) = 2 f H0A-T-\l-e-™yi22Le-wxdA> ( 4 5 ) 
о 
d 
df 
199 
2 [с (n) In F( 1,1 n ; у')} + с (200) In F(240, у') -
n = 12 
es 
dy" 
2 с (и)} in 2 Пп, f ) 
In = 12 J n = 13 
199 
2 {<с (ri.) In F( l , ln ; у")} + с(200) In F(160, y") -
- i 2 ('Oo i l n 2 ' 
l n = 12 I n = 13 
F(n, у") = 0. 
lOa-b ábra: A p* (A) függvény menete W 
5 10 ha 
—1— 
f 
— 
и 
1 
N=165 cm2 
0,5 1,0 1,5 2,0 WA 
lOc-d ábrák: A p* (A) függvény menete W 
2 4 6 8 
150 cm2 mellett (1. (45) egyenlet) 
1,0 2,0 3,0 wa 
165 cm2 mellett (1. (45) egyenlet) 
50 100 IYA 
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függvényt. A négy különböző csoportnak ( l S n ^ 3 ; 4 s h s 1 1 ; 
l g n < o o ) megfelelő grafikonok a 10a)—d) ábrákon láthatók. A (45)-ben sze-
replő integrálokat elektronikus számológéppel numerikusan számítottuk, körül-
belül 5—10% pontossággal. A />*(d0,0S) = 0,05 ill. р*(Л0у9ъ) =0,95-el definiált 
„90%-os tartomány" határait (vagyis zl0>05-öt és d0 95-öt), a />*(d050) = O,5O össze-
függéssel definiált médián (zlo ri0) értékét, valamint a (45) integrál alatti kifejezés 
maximumának helyét (d,nax) a 3a. és a 3b. táblázat tünteti fel. 
Mint látszik, ezek a tartományok erősen eltérnek a A = n(W-\e 1 (nyomok száma 
osztva a ködkamra érzékeny felületével) definiált „névleges átlagsűrűségétől: 
ez utóbbiak használata tehát helytelen volna. 
A részecskeszám-tartományokat, mint arra már а II. 4. részben rámutattunk, 
csak hozzávetőlegesen lehet becsülni. Az ott megadott (32a) összefüggés alapján 
számított részecskeszám-tartományokat ugyancsak a 3a és 3b táblázat tünteti fel. 
Mérésünk végeredménye tehát a következőkben foglalható össze: 
a) A sűrűségspektrum kitevője nem mutat hirtelen emelkedő tendenciát 
nagy sűrűségek (d á l l>500 részecske m - 2 ) esetén sem. 
b) Háromszoros statisztikus hibát megengedve sem lehet 2,50-nél nagyobb 
a kitevő. 
c) Minthogy [87, 88] szerint a záporok oldalszerkezete egy-két részecskeszám-
nagyságrenden belül független a részecskeszámtól, azért az a) és b) alatti eredmények 
érvényesek a számspektrum kitevőjére is. 
6. Más szerzők mérései 
Mint már a Bevezetésben említettük, az eddig végzett mérések nem tették 
lehetővé egyértelműen annak eldöntését, hogy a KLZ-ok számspektrumának 
(sűrűségspektrumának) alakja megváltozik-e nagy részecskeszámú (sűrűségű) 
KLZ-ok esetében. Az 1. táblázatól kitűnik, hogy a mérések egy része szerint a 
kitevő csak lassan növekszik és AsíIO7 részecskeszámnál ( ^ 5 • 103 rész m - 2 átlag-
sűrűségnél) is csak у = 1,9 körüli értéket ér el.* 
Ez az érték is nagyobb azonban annál, mint amit akár a Cocconi [58], akár 
a Zawadzki [59], akár a Greisen [60] formula szolgáltat y-ra ebben a részecskeszám 
(sűrűség-) tartományban és az eltérés szignifikáns, ha a [64—68] mérések végered-
ményének súlyozott átlagát vesszük és az [58—60] formulák hibáját elhanyagoljuk 
e mellett. Az [58—60] formulákat azonban kisebb részecskeszám (sűrűség-) tarto-
mányokra állapították meg, extrapolációjuk tehát nem tekinthető olyan pontosnak, 
mint az eredeti tartományban szolgáltatott értékeik. Az [58—60] formulák csekély 
módosításával a [64—68] eredmények is beilleszthetők abba az általános képbe, 
hogy a spektrum kitevője lassan (nagyjából logaritmikusan) nő. 
* Az la táblázat alapján, a [21], [61], [62], [63] mérések eredményét figyelmen kívül hagyva, 
az jVÓ3- 10е részecskeszámú záporok számspektrumának kitevője 
у = 1,89 + 0,04 
A 0,04 adat pusztán a statisztikus jellegű hibákat öleli fel. 
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Egy másik felfogás szerint azonban a számspektrum (sűrűségspektrum) kitevője 
„hirtelen" növekszik meg iV=íl06 ( «5 -10 2 rész m~2) körül, sőt az irodalomban 
gyakran beszélnek a spektrum „töréséről", „könyökéről", „letöréséről" s a mérési 
eredmények grafikonjába gyakran rajzolnak (log-log ábrázolásmódban) két 
közös végpontú, nem egy egyenesben fekvő félegyenest; a közös végpont helyét 
nevezik a „törés" helyének (11. ábra). Ilyen 
értelmezésre azonban nincs semmiféle bizo-
nyíték. Ahhoz, hogy ilyen „törés" létezését logG(N) 
kimutassuk, azt kell igazolni, hogy 
de 
d2\nG(N) - . . . . . . .., . 
dqnnf ° h a ( 4 6 a ) 
d2 In G(N) 
d{In N) 2 É ö ha N = N0. (46b) 
A sűrűségspektrum esetében G(N) helyett 
H (A) és jV0 helyett A0 írandó. G(N) és H (A) 
definícióját 1°. a (3) ill. az (5) egyenlettel kap-
csolatban. Vegyük figyelembe, hogy 
dlnG(n) 
d In N 
N-10 5 
11. ábra 
legN 
Tehát tulajdonképpen második differenciák zérussá válását illetőleg zérustól való 
különbözőségét kellene kimutatni. Köztudomású, hogy ehhez nagyon nagy pon-
tosságú mérések szükségesek és az 5. ábrára való rátekintés meggyőz arról, hogy 
a (46) hipotézis nem tekinthető bizonyítottnak: a (46)-tal ellenkező hipotézis, vagyis 
y-nak állandó, lassú változása nem zárható ki még akkor sem, ha ÉV^IO7 táján 
olyan nagy y értéket engedünk meg mint pl. y = 2,9. A y(N) függvény alakjának 
meghatározásához (vagyis a második differenciák pontos ismeretéhez) az eddigiek-
nél mintegy egy nagyságrenddel pontosabb mérések lennének szükségesek. 
A mérések jelenlegi állása mellett mindössze annyi dönthető el, hogy a y «1 ,9 
hipotézis jV>106 (A >5-102 m~2) esetén is fennál-e vagy sem. Mérésünk ennek 
eldöntését célozta. 
A y « l , 9 (N> 106, d > 5 ' 1 0 2 m - 2 ) hipotézis mellett szólnak a kioldó számláló-
csöves mérések [55a, 69] és az óriásberendezésekkel végzett közvetlen számspektrum-
mérések [64—68]. Az ellene szóló mérések között szokás felhozni Norman pro-
porcionális számlálókkal végzett mérését [63] és Prescott impulzus-ionizációs-
kamrákkal végzett mérését [62]. Ezek azonban tulajdonképpen nem cáfolnak sem-
mit, mert a) Norman nem adja meg mérésének statisztikus hibáját, tehát adatát 
(y = 2,2) nem lehet felhasználni semmiféle hipotézis igazolására vagy elvetésére, 
b) Prescott adata (y = 2,4 ±0,4) kétszeres statisztikus hibán belül összefér akár 
a y = 1,6 akár a y = 3,2 hipotézissel is. 
Részletesebben kell foglalkoznunk azonban Reid, Gopaulsingh, Page, Idnurm, 
McCusker, Malos, Millar, és Winterton mérésével [61]. A mérés a világ három 
különböző táján (Dublinben, Jamaica szigetén és Sydney-ben) történt, három 
különböző berendezéssel. A mérési adatokat összesítve dolgozták fel. 
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4 2 6 SOMOGYI A. 
A dublini berendezés a következő részekből állt: 
a) Két ködkamra, az első érzékeny felülete 3 0 x 8 = 240 cm2, a másiké 30 X 12 = 
= 360 cm2. A kiértékelés során csak ez utóbbit vették figyelembe. 
b) Három GM cső, érzékeny felületük egyenként 18,3 cm2, 20 cm oldal-
hosszúságú vízszintes síkban fekvő egyenlőoldalú háromszög csúcsaiban elhelyezve, 
hármas koincidenciába kapcsolva. Távolságuk a ködkamráktól kevesebb mint 1 m. 
c) Két áthatoló zápor-berendezés: mindegyik három GM cső-sorból állt 
(felületük egyenként 2500 cm2), ezek egymás alatt voltak elhelyezve, a legfelső 
és a legalsó sor között összesen 35 cm ólom abszorbenssel. Mindkét áthatolózápor-
berendezés csak akkor adott kimenő jelet, ha mindhárom csősorban legalább két-két 
számlálócső megszólalt. Az áthatolózápor-berendezés távolsága a ködkamráktól 
5 m. 
d) 2500 cm2 felületű számlálócsősor, abszorbens nélkül, távolsága a köd-
kamráktól 5 m, az áthatolózápor-berendezéstől 2 m. 
e) Egyéb számlálócső-sorok, melyek azonban a nagysűrűségű záporokra 
vonatkozó mérésekben nem szerepeltek. 
A ködkamrákat a három kis GM cső, a két áthatolózápor berendezés közül 
legalább az egyiknek kimenő jele és a nagyfelületű GM csősor jele közti ötös koin-
cidencia vezérelte. 
A jamaicai berendezés ugyanezekből a részletekből állt, azonban a ködkamrák 
felülete egyenként 30X 18 = 540 cm2 volt. Nem említik, hogy a két különböző 
kamrával nyert adatokat hogyan egyesítették. 
A sydneyi berendezés több tekintetben különbözött az első kettőtől, éspedig 
a) a ködkamrák felülete 1000 cm2 és 1100 cm2 volt, 
b) a három, 18,3 cm2 felületű GM cső az egyik ködkamra tetejére volt helyezve, 
c) nem volt áthatoló zápor-berendezés, 
d) a lefedetlen G M csősor felülete 2000 cm2 volt és 2 m távolságban volt 
a ködkamráktól. 
A [61]-ben közzétett adatok szerint a három különböző készülékkel összesen 
231 olyan záport észleltek, amelyek a ködkamrákban 800/m2-nél nagyobb részecske-
sűrűséget eredményeztek, ezek megoszlását azonban nem közölték. 
A kiértékelés során az áthatoló záporberendezés és a lefedetlen nagyfelületű 
GM csősor hatását elhanyagolták. A y paraméter legjobb értékét úgy határozták 
meg, hogy elektronikus számológép segítségével különböző n értékekre számították az 
kifejezés értékét s x2 próba segítségével megkeresték azt a y = ym értéket, amelyre 
nézve a legnagyobb (P = Pm) annak a valószínűsége, hogy az észlelt és számított 
adatok eltérése pusztán statisztikus fluktuáció eredménye. 
Eredményük a következő: и/ W > 1100 részecske/m2 sűrűségű felvételek ki-
értékelése alapján (ezek számát nem közlik) 
Tm —2,9 Pm = 0,24 
Egyéb paraméterértékek mellett a következő P valószínűségeket találták arra, 
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hogy a számított és mért értékek eltérése csakis statisztikus fluktuáció következ-
ménye legyen: 
y = 2,4 P = 0,05 
y = 2,0 P= 0,004 
y =1,5 P < 1 0 - e 
ym standard hibáját nem adták meg; a [61] cikkben a végeredményt y,„ =2 ,9 + 0,5 
alakban írták fel, azzal a megjegyzéssel, hogy a 0,5 eltérés a P = 0,05 valószínűség-
nek megfelelő határ. A P = 0,05 határ azonban nem jellemzi kielégítően a mérés 
pontosságát. y„, standard hibája a fenti (y, P) adatpárokból közelítőleg meghatároz-
ható, eredményül <5ym % 0,3 körüli érték adódik. Tehát a [61] mérés végeredménye 
У m = 2,9 ±0 ,3 
E szerint tehát a KLZ-ok sürüségspektruma (és — ha az oldalszerkezet e nagy 
sűrűségeken is független a primer energiától — akkor a számspektrum is) nagy 
sűrűségeken igen meredekké válik. 
A tényleges helyzet ma a következő: 
1. A [61], [62] és a [63] mérést, valamint saját mérésünket leszámítva, a többi 
mérés, amit N>10° részecskeszámok mellett végeztek, a következő összesített 
eredményt adja a KLZ-ok számspektrumának (sűrűségspektrumának) kitevőjére: 
y = 1,89 ±0,04. 
2. A [63] mérést nem vehetjük figyelembe, mert nem közli a végeredmény 
statisztikus hibáját. A [61] és [62] mérések egyesített eredménye szerint 
y = 2,72 ±0,24. 
3. Saját mérésünk végeredménye 
y = 1,69 ±9,27 
összhangban van az 1. alatti értékkel. 
A [61], [62], [63] mérések más módszereket alkalmaztak mint az 1. alapjául 
szolgáló mérések, ezért az 1. és 2. alatti eredmények eltérése fizikailag értelmezhető 
lett volna: A záporok oldalszerkezetének függése a zápor összrészecskeszámától, 
(vagyis a záport elindító primer rész energiájától) okozhat ilyen eltéréseket s az 
oldalszerkezet energiafüggéséből az elemi kölcsönhatások természetének energia-
függésére lehetett volna következtetni. Merészebb gondolkodók egyszerűen figyel-
men kívül hagyták az 1. alatti eredményt és y növekedését a primer energia-spektrum 
„letörésének" vagy a primer sugárzás töltés szerinti összetétele energiafüggésének 
tulajdonították [98]. A 3. eredmény azonban nem enged meg ilyen értelmezéseket, 
legalábbis korlátot szab az elemi kölcsönhatás vagy a primer sugárzás-összetétel 
energiafüggésének. Ezekkel a kérdésekkel a IV. fejezetben foglalkozom részleteseb-
ben. Ezen a helyen a 2. és a 3. alatti mérések eltérésének lehetséges okait keresem. 
A [61] mérés és saját mérésünk is ködkamrával, tehát a legpontosabb sűrűség-
becslő berendezéssel történt. Mindkét mérés tengerszinten történt. (Dublin, Jamaica 
— azaz valószínűleg Kingston, Sydney kb. 100 m tengerszintfeletti magasságon 
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fekszik, a budapesti mérés 410 m tengerszintfeletti magasságban történt. Az eltérés 
elhanyagolható.) Az eltérések a ködkamra vezérlésében álltak fenn: 
1. A [61] mérésben (a sydneyi rész kivételével) áthatolózápor-berendezés 
megszólalását is megkövetelték. Ennek hatását nagyon nehéz figyelembe venni: 
ehhez mindenekelőtt ismerni kellene a KLZ-ok magaktív- és müon-komponenseinek 
oldalirányú sűrűségeloszlását: ezeket jóval kevésbé pontosan ismerjük, mint az 
elektron-komponensét. Ezen túlmenően, rendkívül bonyolult matematikai feladat 
lenne ennek figyelembevétele c(n) megállapításában. 
A szerzők teljesen elhanyagolták az áthatolózápor-berendezés befolyását azzal 
az indokolással, hogy kiegészítő méréseik alapján mindössze 6%-nak találták annak 
a valószínűségét, hogy egyik áthatolózápor-berendezés se szólaljon meg, ha a 
teljes berendezést 800 rész/m2-nél nagyobb átlagsűrüségü zápor éri. 
Ez a 6% azonban nem elhanyagolható mennyiség, mert ez a 6% csak átlag-
érték; a 800—1000 rész/m2 sűrűségű záporokból — az áthatolózápor-berendezések 
meg nem szólalása miatt — nyilván jóval több mint 6% esik ki, míg a 2000—3000 
rész/m2 sűrűségű záporokból jóval kevesebb mint 6%, az ennél nagyobb sűrűségű 
záporokból pedig gyakorlatilag valószínűleg semmi. Az áthatolózápor-berendezések 
hatásának elhanyagolása tehát ismeretlen nagyságú szisztematikus hibát hoz be 
a [61] mérésbe. 
Nem valószínű, hogy a [61] mérés szokatlanul nagy y értéke az áthatolózápor-
berendezések hatásának elhanyagolásától származnék, mert — kvalitatív meg-
ítélés szerint — az áthatolózápor-vezérlés figyelembevétele még tovább növelné 
a y-ra kapott értéket. 
A [61] mérésben az áthatolózápor-készülékeknek semmi szerepük nem volt, 
csak zavarták a mérést. A teljes berendezés nyilván más célokra, valószínűleg a 
KLZ magaktív komponensének vizsgálatára is szolgált egyidejűleg, s ehhez volt 
szükség az áthatolózápor-készülékre. A problémát úgy kellett volna megolda-
ni, hogy az a ködkamrákat egyidejűleg kétféleképpen kellett volna vezérelni: 
a) a három kis GM cső hármas koincidencia-jelével b) az áthatolózáporokat figye-
lembe vevő ötös koincidencia-jellel; gondoskodni kellett volna a kétféle vezérlési 
módnak a ködkamrafelvételeken történő megjelöléséről, s a sűrűségspektrum meg-
állapításához csak az a) vezérléssel észlelt felvételeket kellett volna figyelembe venni. 
2. A [61] mérésben a vezérlő jel kialakításában szerepet játszott egy nagy-
felületű GM csősor is, aminek hatását a kiértékelésnél elhanyagolták. Ez jogosult, 
mert a szóban forgó felületekre 800/m2 sűrűségű záporok esetén átlag 200 részecske 
esett, tehát bizonyos, hogy megszólaltak. 
3. A [61] mérésben szereplő ködkamrákat lényegében véve a három kis 
GM cső koincidencia-jele vezérelte. Ez a vezérlési mód lényegesen különbözött 
a mi kísérletünkben alkalmazott vezérléstől három tekintetben is: 
a) A [61] mérésben a vezérlő csövek nagyon közel voltak egymáshoz (20 cm 
oldalhosszúságú egyenlőoldalú háromszög csúcsaiban; a mi mérésünkben a vezérlő 
GM csövek egy 9Xl0m 2 - e s téglalap csúcsaiban voltak elhelyezve). Három, egy-
mástól 20 cm-re fekvő számlálócsövet azonban megszólaltathat három olyan ré-
szecske is, amelyek (vagy amelyek közül kettő) a GM csövek feletti abszorbensben 
(pl. a tetőszerkezetben) keletkeztek. Az ilyen események megnövelik a kis sűrűségű 
ködkamrafelvételek számát, tehát a y spektrumkitevő növekedését okozhatják. 
A növekedés kvantitatív becslése azonban nem lehetséges, mert ehhez ismerni 
kellene a KLZ elektronjainak és fotonjainak irány és energia szerinti eloszlását 
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egyetlen záporon belül s ha ez ismeretes lenne is, akkor is szinte leküzdhetetlen 
matematikai nehézségekkel járna a számítás végrehajtása. A szerzők nem adják 
meg a GM cső feletti tető vastagságát, csupán annyit mondanak, hogy a tető nem 
volt vastag. 
b) A [61] mérésben a számlálócsövek közel voltak a ködkamrához (1 m-en 
belül; a mi mérésünkben 4 m és 9 m között voltak ezek a távolságok) és 
c) A [61] mérésben a számlálócsövek felülete kicsi (18,3 cm2 volt, a számláló-
csövek nem voltak telítésben, míg a mi mérésünkben a számlálócsövek felülete 
320 cm2 volt, s a számlálócsövek telítésben voltak. 
A b) és c) eltérések hatásukban nagyjából kompenzálják egymást: azt eredmé-
nyezik, hogy mindkét mérésben a ködkamrára és közvetlen környezetére (1 m-es 
körzeten belül) eső záporsűrűség szolgált alapul a záporok kiválasztásánál, továbbá 
mindkét mérés torzítatlanul a számspektrum kitevőjét adja (ha a záporok oldal-
szerkezete független a zápor összrészecskeszámától). A [61] mérésnél ezeket a körül-
ményeket a vezérlő csövek és a ködkamra közti távolság kicsisége okozta, a mi 
mérésünknél pedig a vezérlő csövek nagy felülete (azaz a vezérlő csövek telített-
sége). 
4. A [61] mérés mérési tartományaként d>1100 rész m~2-t adtak meg. Ez 
azonban az n/W (vagyis a nyomok száma osztva a ködkamra érzékeny felületével) 
alapján számított „névleges" mérési tartomány. A mi mérésünk „névleges" mérési 
tartománya 800<jzl< 13000 rész m~2 (1. 2a. táblázat), tehát a két mérés gyakorlatilag 
ugyanabban a sűrűségtartományban történt. 
A mérési körülmények összehasonlításából tehát a következőket állapíthatjuk 
meg : 
1. Nem mutatható ki egyértelműen, mi okozza azt, hogy a [61] mérés nagyon 
nagy y értéket szolgáltat. Lehetséges, hogy szerepet játszik ebben a vezérlő GM 
csövek közti távolság kicsisége. 
2. A [61] mérés vezérlése feleslegesen bonyolult, a kiértékelés csak vitatható 
elhanyagolásokkal lehetséges. 
Valószínű, hogy a [61] mérés kiugró végeredménye jórészt statisztikus fluktuáció-
nak tulajdonítható, s csak kisebb részben tulajdonítható a vezérlő GM csövek 
közti távolságok kicsiségének vagy a vezérlés egyéb körülményeiben végrehajtott 
elhanyagolásoknak. 
IV. Az elemi kölcsönhatások természete 1014 eV felett 
/ . A nukleon-elektron kaszkád 
Ahhoz, hogy mérésünkből a nagyenergiájú (>101 4eV) elemi kölcsönhatások 
jellemzőire (pl. a hatáskeresztmetszet, inelaszticitás, multiplicitás, a szekunderek 
jellege, impulzuseloszlása, stb.) kvantitatív következtetéseket vonhassunk le, fel 
kellene építeni az atmoszférában lejátszódó nukleon-elektron kaszkád (vagyis a 
KLZ-ok) teljes modelljét. 
Kaszkádjelenségek tárgyalásának matematikai modellje a Jánossy-féle „G" 
egyenletek formájában már régóta adva van [99]. Ezek az egyenletek elvileg alkal-
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masak arra, hogy a szóban forgó kaszkád globális tulajdonságaiból a kaszkádban 
szereplő elemi folyamatok paramétereit kiszámítsuk. Az ismeretlenek száma azonban 
egyelőre túlságosan sok és a rendelkezésre álló mérések pontossága túlságosan 
kicsi ahhoz, hogy a feladat ilyen általános formában megoldható lenne. A követendő 
módszer jelenleg az, hogy a KLZ-ok (azaz az atmoszférában lejátszódó nukleon-
elektron kaszkádok) olyan globális jellemzőit keressük ki és mérjük ki, amelyek 
a) egyértelműen definiálhatók, b) megfelelő pontossággal mérhetők és c) kevés-
számú elemi kölcsönhatás-típus kevésszámú paraméterétől függnek. E követelmé-
nyek nyilván csak nagyon durván teljesíthetők, ezért az összes eddigi eredmények 
többé-kevésbé kvalitatív jellegűek. 
A régebbi ilyen irányú munkák közül említésre méltók elsősorban Rozental [46], 
v a l a m i n t Messel [47], Amaldi, Mezzetti és Stoppini [48], Rudim és Molière [49] do l -
gozatai. Ezek a munkák azonban többnyire olyan feltevésekből indultak ki, amelyek 
azóta helytelennek bizonyultak. Az újabb munkák, mint például Zacepin [100], 
Oda [50], Ueda és Ogita [51], [52], Olbert [53] és Pinkau [29] d o l g o z a t a i a jelenlegi 
ismeretekkel összhangban levő feltevésekből indulnak ki, de egyik sem lépett még 
fel a teljesség igényével, vagyis nem tartalmazzák a KLZ-oknak olyan következetesen 
végigszámolt elméletét, amely e jelenségcsoport minden eddig mért tulajdonságára 
kiterjedne. 
A részleges eredmények sem lebecsülendők : nemcsak azért, mert ezen a területen 
részleges, sőt kvalitatív információk megszerzése is nagy nehézségekkel jár, hanem 
azért is, mert megfelelő számú ilyen eredmény esetleg kiindulópontul szolgálhat 
a G egyenletekre felépítendő iterációs eljáráshoz. 
2. Az elemi kölcsönhatások tulajdonságainak energiafüggése 
Az E fejezetben kifejtettük, hogy az utóbbi időben már csak a sűrüségspektrum 
„hirtelen letörésére" vonatkozó [61, 62, 63] mérések mutattak arra, hogy az elemi 
kölcsönhatások tulajdonságaiban 1016eV primer energia táján lényeges változás 
következik be. A 111. részben leírt mérés végeredménye azonban azt bizonyítja, 
hogy a sűrűségspektrum alakja a 1017 eV primer energiákig +0 ,27 statisztikus hi-
bával állandó. Figyelemre méltó, hogy kísérletünket ugyanazzal a kísérleti technikával 
(ködkamra) végeztük, mint a [61] mérést, amely a [61, 62, 63] mérések közül az 
egyetlen, amely szignifikáns effektust mutatott. Volt ugyanis olyan vélemény [101], 
amely szerint a [61] mérés szokatlan végeredménye esetleg a ködkamrás technika 
valamilyen rejtett hibájának tulajdonítható. 
A 111. fejezetben leírt [21] mérés végeredménye és a mérési körülmények mérle-
gelése alapján tehát kijelenthetjük, hogy jelenleg nincsen olyan kísérleti tény, amely 
az elemi kölcsönhatások tulajdonságainak energiafüggését igazolná. E z a [21] m é r é s 
legfontosabb eredménye. 
3. A kiterjedt légizáporok oldalszerkezetének energiafüggetlensége 
A sűrűségspektrum kitevője — mérésünk eredménye szerint — megegyezik 
a közvetlen számspektrum-mérések eredményével. Ez a tény, mint azt az alábbiak-
ban kimutatjuk, újabb bizonyítéka annak, hogy a kiterjedt légizáporok oldalszerke-
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zete független a záport elindító primer rész energiájától. Mivel berendezésünk 
elsősorban a záportengely közelében fekvő részeket válogatja ki a záporból, az 
oldalszerkezet energiafüggetlensége is erre a tartományra vonatkozik. 
Az óriásberendezésekkel végzett egyedi záporvizsgálatokkal mutatták ki először 
a záporok oldalszerkezetének energiafüggetlenségét [87, 88]. Ezek a mérések azonban 
főképp a tengelytől messzebb (10^r<j 100 m) fekvő tartományokra érzékenyek. Mé-
résünkben a ködkamra és a záportengely becsapódásának átlagos távolsága, a 
Nishimura—Kamata—Greisen [102] féle oldalszerkezettel számolva r « 8 m. 
a) Az oldalszerkezet energiafüggetlenségének ellenőrzése a számspektrum 
kitevőjének (y) és a sűrűségspektrum kitevőjének (y*) összehasonlítása alapján 
(1. [103]). 
A 11.3. részben már rámutattunk arra, hogy ha a KLZ-ok oldalszerkezete nem 
függ a primer energiától és a kísérleti eljárást megfelelően választottuk meg, akkor 
a nem közvetlen számspektrum-mérések (vagyis a sűrűségspektrum-mérések) ered-
ményeként kapott y* kitevő megegyezik y-val, a számspektrum kitevőjével. Az ott 
közölt levezetések megfordíthatok: Amennyiben — megfelelő kísérleti eljárással 
észlelve — azt tapasztaljuk, hogy 
akkor ebből az egyenlőtlenségből egyértelműen következik, hogy a záporok oldal-
szerkezete függ a primer energiától. 
Az oldalszerkezet energiafüggésére valamilyen konkrét függvényt feltételezve 
az ebben szereplő paraméter értéke y* és y értékéből meghatározható. 
Első feladatunk tehát az energiafüggés alakjára valamilyen konkrét feltevést 
tenni. 
Az oldalszerkezet energiafüggetlensége azt jelenti, hogy a A(r) függvényben 
a záport alkotó részecskék száma (N) csak arányossági tényezőként szerepel (vő. 
(18) és (18a)): 
A(r)=Nf(r). 
Az /(/•) függvény menete közvetlen mérések alapján grafikusan elég jól isme-
retes, elemi függvényekkel való leírására többféle kifejezésmód is használatos. Meg-
tehetnők azt, hogy megállapodunk valamelyik formularendszer használatában 
és keressük, hogy az abban szereplő paraméterek értéke nem függ-e a primer ener-
giától (vagy ha tetszik, N-től az összrészecskeszámtól). Ezzel azonban önkényesen 
kitiintetnők f(r) több, egyenértékű írásmódja közül az egyiket; erre nincsen szükség, 
mert — mint látni fogjuk — az oldalszerkezet energiafüggése f(r) alakjára vonat-
kozó konkrét feltevés nélkül is vizsgálható. 
Tegyük fel tehát, hogy az oldalszerkezet függ a primer energiától, (47) nem 
igaz. A (47) alaktól való eltérés nem lehet túlságosan erős, mert több kísérletben 
is azt találták, hogy az energiafüggetlenség jó közelítéssel fennáll. Leltehető ezért, 
hogy az f(r) függvény alakja lényegében ugyanaz marad különböző primer ener-
giákra is, mindössze affin transzformációt szenved, a primer energia valamilyen 
hatványának arányában, tehát / ( r ) helyett f(rE") a helyes oldalszerkezet. Minthogy 
a teljes síkra integrált d(r)-nek az energiától függetlenül az összes részecskék szá-
mát, A-et kell adni (vö. (2)), azért £-nek az arányossági tényezőben is fel kell lépnie. 
Legyen tehát [103] 
A{r, E) = NE2l'f(rEß) 
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a helyes, energiafüggő oldalszerkezetfüggvény. (18a) segítségével könnyen belát-
ható, hogy az arányossági tényezőt (48)-ban helyesen írtuk fel, vagyis £-től függet-
lenül valóban 
f 2nrA (r, E) dr = N. 
0 
Feladatunk most már ß értékének meghatározása y és y* értéke alapján. 
y a számspektrum valódi kitevője (1. (3)), amit pl. a záporok egyedi vizsgálata 
alapján közvetlenül meg lehet határozni (1. II. 1. rész), y* pedig a számspektrum 
kitevőjének statisztikus úton, a (47) feltevéssel meghatározott értéke, a meghatá-
rozáshoz a II. 5. részben felsorolt megfelelő' módszerek egyikét használva. Vizsgál-
juk meg, milyen eredményre vezetnek ezek a módszerek, ha (47) helyett a (48) 
oldalszerkezettel számolunk. Elegendő egy módszert tárgyalni, a másik kettő tár-
gyalása teljesen azonos módon végezhető el. Válasszuk például a II. 5. részben fel-
sorolt módszerek közül a telített Geiger—Müller csövekkel vezérelt ködkamra 
módszerét (II. 5.b. pont). Ezt a módszert alkalmaztuk saját méréseinkben. 
Geiger—Müller csövekkel vezérelt ködkamra n nyomot tartalmazó felvéte-
leinek óránkénti száma energiafüggetlen oldalszerkezet vagyis (47) esetén (1. (26) 
egyenlet) 
(С(и)> = Jl'l GIN-?*-1 / 7 ( 1 - e - ^ W ) ( WNJ[v')n e - dN dx, dy,. (49) 
0 0 0 
(A jelölések jelentését 1. a (26) egyenletnél). A Geiger—Müller csövek telítettsége 
azt jelenti, hogy e~s'NP ( /=1 , 2, ...,k) elhanyagolhatóan kicsi, tehát 
(C(n))= j j InrGtN-y*-1 ( W N f J - r ) ) n e-wW dN dr, (50) 
ó ö 
ahol a koordinátarendszer középpontját a ködkamra középpontjába helyeztük és 
polárkoordinátákat vezettünk be; r a záportengely becsapódási pontja és a köd-
kamra távolsága. Az N szerinti integrálás elvégzésével 
(C(nj) = G0* í (Wf(r)y 2nr dr (51) 
о 
Energiafüggő oldalszerkezet (vagyis (48)) esetén (50) helyett 
(С(и)>= í í l n r G o N - y - 1 { w n e 2 ß f ( r e ß ) t
 e-wNE2ßnrEß)dNdr ( 5 0 a ) 
0 Ô 
írandó. Az integrálás elvégzéséhez szükségünk van E és N (vagyis a primer energia 
és az összrészecskeszám) összefüggésére. Ez csak elméleti úton határozható meg, 
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mert E közvetlenül nem mérhető. Valamennyi elmélet megegyezik abban, hogy 
E és N összefüggése nem nagyon tér el az egyenes arányosságtól. A legmegbízhatóbb-
nak Olbert számítása [105] tekinthető, szerinte tengerszinten 
E = aN", (52) 
ahol 
a = 40, 
ha E-t Gev-ekben mérjük, és 
я s 0,86. 
Beírva ezt az (50a) egyenletbe, majd bevezetve az 
r = a-tn-'f q 
dr = a-f N~xß dg 
helyettesítést s ezután N szerint integrálva 
y + 2a/? 
2na~2ßG0 { 1 +2aß 1 
<C (и)) = -J+-2-ß- ~ -^г- [ W!ßf(»)Y + w g dg. (51a) 
y + 2ocß 
(51) és (51a) összehasonlításával 
honnan 
= y
 1 + 2%ß 
l y* — y 
2я у* — 1 0 = (53) 
Pontosan ugyanazt az eredményt kapjuk akkor is, ha nem hanyagoljuk el (49)-ben 
az e~SiNfi tagokat, hanem csak annyit tételezünk fel, hogy fx=f2=... =fk=fw. 
Pontosan az (53) összefüggést kapjuk továbbá akkor is, ha а II. 5. részben felsorolt 
többi módszereket alkalmazzuk meghatározására [103]. 
Vizsgáljuk meg, hogy pozitív ß az oldalszerkezet növekvő primer energia 
melletti ellaposodását vagy kicsúcsosodását jelenti-e. Ez természetesen függ az 
f(r) függvény alakjától, tehát /(r)-re most már valamilyen konkrét alakot el kell 
fogadnunk. Az f(r) felírására használt függvények megegyeznek abban, hogy a 
záportengelytől néhány méternél nem nagyobb távolságban 
f ( r ) ~ r ° - \ (54) 
ahol 5 az úgynevezett korparaméter (1. pl. [104]), értéke a zápor fejlettségi fokától 
függ és feltétlenül 0 és 2 közé esik; átlagos értéke tengerszinten 1,2. (48) és (54) 
összehasonlítása alapján 
A(r, E) ~ NE2ß(rEßy-2, 
vagyis 
A(r, E)~NEsßr*~2, (55) 
ha r nem több néhány méternél. Minthogy s pozitív, azért — (55) szerint — pozitív 
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ß azt jelenti, hogy a tengelytől adott távolságban található záporsűrűség növekvő 
primer energia mellett erősebben nő, mint az összrészecskeszám, tehát a záporok 
növekvő primer energia mellett kicsúcsosodnak. Negatív ß azt jelenti, hogy a zá-
porok növekvő primer energia mellett ellaposodnak. 
b) Kísérleti eredmények az oldalszerkezet energiafüggetlenségére y és y* 
összehasonlítása alapján. 
y értékét a közvetlen számspektrum-mérésekből vehetjük; ezek ugyanis — meg-
felelő kiértékelési módszert alkalmazva — függetlenek az oldalszerkezet esetleges 
energiafüggésétől. 
A 1010 1018 eV közötti primer energiákon végzett közvetlen szám-
spektrum-mérések ([64—68], 1. l.a táblázat) súlyozott átlaga 
y = 1,87 ±0,04. 
Ugyanebben a primer energiatartományban négy ólyan sűrüségspektrum-
mérés ismeretes ([61, 69, 55a] és a saját [21] mérés), amelyek körülményei olyanok, 
hogy torzítatlanul adják vissza a számspektrumot energiafüggetlen oldalszerkezet 
esetén. 
A [61] mérés valószínűleg szisztematikus hibát tartalmaz, az [55a] mérés pedig 
egymástól igen messze (1000 m-re) fekvő számlálócsősorokkal történt, tehát nem 
jellemző a záporok tengelykörüli részeinek oldalszerkezetére. 
A [69] mérés igen közel elhelyezett («=3,2m) számlálócsősorokkal történt, 
3860 m tengerszintfeletti magasságban. A [69] és [21] mérések szintje közötti 3450 m 
különbség azonban nem számottevő az oldalszerkezet energiafüggése szempont-
jából, tehát a két mérés eredményét átlagolhatjuk. A két sűrűségspektrum kitevő 
átlagára 
y*= 1,75 ±0,11 
adódik. 
y és y* értékét (53)-ba beírva, s = 1,2 és a = 0,86-ra való tekintettel 
ß = +0,09 ±0,10 
ill. 
sß = ±0,11 ±0,12. 
(A tengelykörüli részek oldalszerkezetének energiafüggésére az sß mennyiség jel-
lemző, vö. (55), és a tekintetbe vett mérések a zápor tengelykörüli részeit válogat-
ták ki). Látható, hogy sß nem különbözik szignifikánsan zérustól és kétszeres sta-
tisztikus hibának megfelelő biztonsággal 
- 0 , 1 3 < s ß % ±0,35. 
A záportengely környezetének oldalszerkezetére vonatkozólag E> 1016 eV 
tartományban közvetlen vizsgálatok eddig még nem történtek. Az itt ismertetett 
közvetett eljárás arra az eredményre vezetett, hogy az oldalszerkezet energia-
függőségére utaló jelenség a jelenlegi észlelési adatok alapján a záportengely kör-
nyezetében nem található. 
A [61] dolgozat végeredményével a y* = 2,9±0,3 értékkel hasonlítva össze 
a y =1,87 ±0,04 számspektrumkitevőt 
sß = - 0 , 3 8 ±0,05 
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adódik, ami az oldalszerkezet erős energiafüggésére (éspedig növekvő energiával 
a tengely viszonylagos ritkulására) mutatna. A tengely ritkulása, vagyis az oldal-
szerkezet ellaposodása a magaktív kölcsönhatások szekunderjeinek szögeloszlásá-
ban bekövetkező erős változást) az anizotrópia megszűnését) vagy pedig a rugal-
matlansági tényező jelentős növekedését jelentené — nagy valószínűséggel mind 
a kettőt. A már részletezett okoknál fogva azonban a [61] mérés nem bizonyító 
erejű. Jelenleg nincs tehát olyan kísérleti tény, ami a nagyenergiájú (1014— 1016eV) 
kölcsönhatások paramétereinek energiafüggésére mutatna. 
V. Összefoglalás 
1. A sürűségspektrum-mérési módszerek részletes analízise útján kikerestük 
azokat a módszereket, amelyek nem érzékenyek a sűrűségnek a záporon belüli 
változására és kimutattuk, hogy az ezekkel a módszerekkel mért sürüségspektrum-
kitevők azonosak a számspektrum kitevőjével, ha a záporok oldalszerkezete füg-
getlen a primer energiától. 
2. A sűrűség-gradiensre nem érzékeny, és nagy sűrűségek pontos mérését 
lehetővé tevő módszerrel, éspedig Geiger—Müller csövekkel vezérelt ködkamra 
alkalmazásával, meghatároztuk a sűrűségspektrum kitevőjét (y*). A mérési adatokat 
a legnagyobb valószínűség módszerével dolgoztuk fel; a sűrűségtartomány becs-
lésére is megfelelő matematikai statisztikai módszereket alkalmaztunk. Eredmény: 
az 5 0 0 ^ d <4000 részecske/m2 tartományban 
y* = 1,69 + 0,27. 
Megállapítható, hogy y* nem mutat hirtelen erős emelkedést a kisebb sűrűségek 
mellett észlelt értékekhez képest, szemben a [61, 62, 63] dolgozatok állításaival. 
[62] és [63] esetében statisztikus fluktuációról van szó; y*-nak a [61] dolgozatban 
észlelt nagy értéke (y* = 2,9 ±0,3) azonban nem magyarázható teljes egészében 
statisztikus fluktuációval. 
3. Mérésünk kísérleti körülményei olyanok voltak, hogy az általunk észlelt 
sűrűségspektrum kitevője (y*) akkor és csak akkor egyezik meg a számspektrum 
kitevőjével (y), ha a KLZ-ok tengely-közeli (rá ( 1%8m) oldalszerkezete független 
a primer energiától. 
a) Ha elfogadjuk azt, hogy a KLZ-ok oldalszerkezete független a primer 
energiától (erre mutatnak a [87, 88] mérések, azonban ezeket a méréseket meg-
lehetősen nagy 10<r<; l00 m tengelytávolságok mellett végezték), akkor mérésünk 
azt bizonyítja, hogy a KLZ-ok részecskeszám szerinti eloszlásának (számspektru-
mának) kitevője az 5- 10 e<N<4-10 7 részecskeszámtartományban 
y = y*= 1,69 + 0,27, 
megegyezésben más eljárásokkal végzett számspektrummérésekkel. 
b) Ha elfogadjuk y-nak más szerzők által észlelt értékét (y = 1,87±0,04), 
akkor y és y* megegyezéséből arra következtethetünk, hogy a KLZ-ok oldalszer-
kezete a tengely közelében fekvő részeken (r % 8 m) sem függ a primer energiától. 
Kidolgoztuk az oldalszerkezet energiafüggésének kvantitatív ellenőrzési módszerét 
4 3 6 s o m o g y i a . 
y és у* összehasonlítás alapján. A A(r) oldalszerkezetfüggvény esetleges energia-
függését 
A(r, E) = NE~ßf(rE~ß/2) 
alakban keresve, megállapítottuk, hogy ß nem tér el szignifikánsan zérustól, (vagyis 
A nem függ szignifikánsan £-től); kétszeres statisztikus hibának megfelelő bizton-
sággal 
ahol л az észlelt KLZ-ok korparamétere, (d-nak F-től való függését a tengely közelé-
ben az — ß mennyiség jellemzi.) 
4. A KLZ-ok tanulmányozása jelenleg az egyetlen út a >101 4eV energiájú 
elemi kölcsönhatások vizsgálatára. A KLZ-okra vonatkozó eddig ismert kísérleti 
tények között nincs olyan, amely arra mutatna, hogy az elemi kölcsönhatások 
tulajdonságaiban 1014—1016 eV energián lényeges változások következnének be. 
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A BIZMUT-ANTIMON RENDSZERRŐL* 
KERTÉSZ LÁSZLÓ és TÓTH GÁBOR 
ELTE Kísérleti Fizikai Tanszék 
A bizmut-antimon rendszer állapotábráját, az idevonatkozó cikkek tanul-
mányozása alapján [1—12] Hansen 1935-ben összegezte [13]. Arra a következtetésre 
jutott, hogy a Bi—Sb rendszer a korlátlan oldódású ötvözetek típusához tartozik. 
(1. ábra) 
Később C. A. Zapffe, kísérleteinek eredményeképpen azt állapította meg [14], 
hogy a Bi—Sb rendszerben a Bi—Sb összetétel környezetében eutektikummal 
rendelkező ötvözet alakul ki. A ke-
letkezett eutektikum 91 órán át tartó 
hőkezelés után homogénizálódott. 
Geguzin és Pinesz [15] u g y a n e z t a 
vizsgálatot kalometrikus mérések-
kel, és a keletkező szilárd fázisú 
ötvözet energetikai viszonyainak 
tanulmányozásával végezte el. Az 
elméleti számítások megegyeztek a 
kísérletekkel meghatározott korlát-
lan oldódásra vonatkozó számítá-
sokkal. A végzett számítások termé-
szetesen termodinamikailag egyen-
súlyban levő rendszerre vonatkoztak. 
Az elmondottak alapján elvileg is érdekes kérdésként merül fel, hogy lehetséges-e 
ugyanazon két komponens esetében, a hűtési sebességtől függően két, alapvetően 
különböző típusú állapotábra keletkezése. Alábbi dolgozatunkban ezen kérdés 
szem előtt tartásával kísérleti módszerekkel végeztük vizsgálatainkat. 
600-
HÓmerséklet 
(°C) 
500-
400-
300-
200. Összetétel (%) 
Br200 
SbO BIO SblOO 
1. ábra 
Mérési módszerek és berendezés ismertetése 
Az állapotábra tanulmányozását differenciál-termoanalízis, és röntgen por-
felvételek segítségével végeztük. A differenciál termoanalízishez szükséges berendezés: 
a) vákuumozható kemencéből, 
b) automatikus hőmérséklet regisztrálóból, 
c) és egy vákuumszivattyú rendszerből áll. 
A kemence fűtésére nikrom huzal szolgál. A fűtőtestet kettős fémfal veszi 
körül. A két réteg között állandó hőmérsékletű víz cirkulál. A vízhűtés egyrészt 
* Érkezett: 1966. jan, 10, 
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a fal túlmelegedését gátolja, másrészt a belső melegtér hőmérsékletét függetleníti 
a laboratóriumban esetlegesen fellépő hőmérséklet ingadozásoktól. 
A melegtérben két kerámiacső egy fémhengert tart, melynek furataiba a vizs-
gálandó és az etalon anyagot tartalmazó ampullák helyezhetők (2. ábra). A fém-
henger tartórúdjai egyúttal a termoelemek bevezetését is biztosítják. A termoelemek 
közvetlenül az ampullákkal érintkeznek. 
2. ábra 
A hőmérsékletet mérő termoelemek áramát közös fémházban levő két tükrös 
galvanométer jelzi. Közülük egyik a két anyagban fellépő hőmérsékletkülönbséget, 
míg a másik, az adott méréshez szükséges hőmérsékleti intervallumban, közvetlenül 
a vizsgálandó anyag hőmérsékletét méri. A galvanométerekről visszavert fény-
sugarak útját egy síktükör-rendszer hosszabbítja meg. Ezzel a megoldással a galvano-
méterek viszonylag kis kitérései is jól regisztrálhatóvá válnak, ugyanakkor a fém-
szekrény méretei jelentősen csökkenthetők. A tükörrendszerből kilépő fénysugarak 
részben egy sötétvörös üvegskálára, részben egy forgódobra felerősített fényérzékeny 
papírra esnek. A forgódob forgási sebessége fogaskerék áttételek segítségével vál-
toztatható. 
A vákuumrendszer rotációs és higany diffúziós szivattyúból áll. A vákuum-
rendszer a vákuum előállításán kívül lehetővé teszi, hogy a leszívott kemencét 
tetszés szerinti nyomású semleges gázzal töltsük meg. A nyomást Pirani manométer 
méri. 
A vizsgálandó bizmut-antimon ötvözeteket a fém párolgásának megakadá-
lyozása céljából vákuumban, zárt kvarc ampullákban készítettük el. A kvarc am-
pullák alján egy-egy kis kúp alakú bemélyedés van, a termoelemek számára. A be-
rendezéssel hűlési görbéket vettünk fel kikapcsolt fűtőáram mellett. 
A B I Z M U T - A N T I M O N R E N D S Z E R R Ő L 4 4 3 
Mérési eredmények ismertetése 
Hőmérséklet 
3. ábra 
ido (perc} 
A felvett lehűlési görbék között legérdekesebbnek az 53% antimont tartal-
mazó ötvözet mutatkozott.* (3. ábra) 
A hőmérséklet különbség görbén a kristályosodás intervallumában két jól 
megkülönböztethető kitérés található. A kísérletet több ízben megismételve mind-
annyiszor a 3. ábrán látható gör-
bét kaptuk. 
Az ábrán látható „hőmér-
séklet különbség" görbe a két 
ampulla közötti hőmérséklet kü-
lönbséget mutatja, amely — a 
dolog természetéből adódóan — 
pár tized °C. Ezért a hőmérsék-
let skála csak a vizsgált anyag 
hőmérsékletét jelző lehülési gör-
bére vonatkozik. 
Két, egymásban korlátlanul 
oldódó fémből álló rendszer ese-
tében bármely összetételnél egy 
szilárd fázis alakul ki. A kristá-
lyosodás folyamán kezdetben nö-
vekvő, majd egy maximum elé-
rése után folyamatosan csök-
kenő hőmennyiség szabadul fel. 
A gyakorlatban azonban vala-
mely kis túlhűlés mindig felléphet. Ennek következtében a kristályosodás kezdetén 
Idő (perc) 
V30 
-20 
-10 
Tiszta Bi 
Hőmérséklet (°C) 
4. ábra 
Tiszta Sb. 
* Az összetétel atomszázalékban ér tendő, a későbbiekben is. 
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viszonylag nagyobb mennyiségű hő szabadul fel. A hőmennyiség leadását regiszt-
ráló hőmérsékleti görbének, a túlhűtés körülményét is figyelembe véve, egy kez-
deti nagyobb kitérés után fokozatosan az egyensúlyi állapotba kellene visszatérni. 
A 4. ábrán az egy szilárd fázis kialakulására jellemző lehűlési diagramm látható. 
Jól megfigyelhető a túlhűlés is. (Tiszta Bi ill. tiszt. Sb lehűlési diagrammja.) 
A jelen esetben tehát a lehűlési görbe eltér a korlátlan oldódásra jellemző 
esettől. Az első éles kísértés 534±3°C-nál van, míg a második kb. 394°C-tól, 
266 ± 3°C-ig adódik. 
a., 
Tiszta 3i 
53 % Sb 
72% Sb. 
Tiszta Sb 
Tiszta Bi 
53 °o Sb 
72 % Sb 
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5. ábra 
A termoanalízis befejeztével, az ötvözetek egy részéről Guinier-kamrában 
röntgen porfelvételek készültek. A rendelkezésre álló röntgenkamra lehetővé tette 
egyszerre négy felvétel készítését. Az 5. ábrán látható a kapott röntgenfelvételek 
egyike. A felső sávon a tiszta bizmut, az alsón a tiszta antimon, míg felülről a má-
sodik sávban az 53% antiment a harmadik sávban pedig a 72% antimont tartalmazó 
ötvözet felvétele látható. Ez utóbbira a későbbiek során még visszatérünk. 
Az 53% antimont tartalmazó felvételen rögtön megállapítható, hogy két egy-
mással izomorf szerkezet van jelen. Az egyik szerkezet rácsparamétere a bizmut-
hoz, a másiké az antimonhoz van közelebb. Első közelítésben az egyik rács para-
métereinek értéke a = 4.43±0,01 Â c= 11,62±0,01 Â, míg a másiké я = 4,31± 
±0 ,01 A, c = 11,28 ±0,01 Â. (A tiszta bizmuté я = 4,5367, с = 11,8383 А, 
a tiszta antimoné я=4,2995, c = 11,2516 Â). A rácsparaméterek számítása azért 
közelítés, mert a reflexió irányának a vonalprofil maximumát vettük. 
A röntgenfelvételekből az eddig ismertettek alapján megállapítható, hogy 
a jelen hűtési sebesség mellett egyrészt bizmutban oldott antimon, másrészt anti-
monban oldott bizmut keletkezett. 
Az ötvözetről kapott röntgenfelvétel vonalai a tiszta bizmut és antimon meg-
felelő reflexióihoz képest megkettőződnek és kiszélesednek. A szélesedés jól lát-
ható, ha az ötvözet felvételét összehasonlítjuk a tiszta bizmut és antimon felvételé-
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vei. Az instrumentális vonalszélességnek a tiszta bizmut és antimon megfelelő 
vonalszélességét fogadtuk el. 
Mint ismeretes, a vonalszélesedést vagy szubmikroszkópikus kristályok jelen-
léte, vagy az egyes elemi cellák paraméter értékeinek eltérése okozhatja. A rács-
paraméter értékek eltérését egy adott ötvözeten belül általában belső feszültségek 
váltják ki. Kimutatható, hogy a szubmikroszkópikus kristályok okozta vonal-
szélesedés sec 0-val, hol 0 a röntgendiffrakció Bragg szöge, míg a belső feszültségek 
következtében létrejövő deformációk okozta vonalszélesedés tg 0-val arányos 
[16, 17]. Abban az esetben, ha egyidőben mindkét ok fennáll, ezek szétválasztása 
az ismertetett módszerrel nem mindig sikerül. Pontosabb számítások a vonalprofil 
Fourier-analíziséve! végezhetők el [18, 19]. 
Az 5. ábrán közvetlenül látható, hogy az 53% Sb összetételnél a vonalak erősen 
kiszélesednek. Az elvégzett számítások azt mutatják, hogy a vonalszélesedés tg 0-val 
arányosan növekszik. A vonalszélesedés mérésénél az ötvözet 1010, 1012 és 2022 
indexű kettős vonalainak baloldalát a tiszta bizmut, jobboldalát pedig a tiszta 
antimon megfelelő vonalaival hasonlítottuk össze. 
I. TÁBLÁZAT 
Hökeze le t l en Hökeze l t 
Összehasonlított vonalak indexe 2022 1010 2022 10Ï2 
Vonalszélesedés arány bal: 2,7 jobb: 1,3 bal: 2,5 jobb: 1,9 
tg 0-val számolt arány bal: 2,3 jobb: 2,4 bal: 1,9 jobb: 1,9 
sec 0-val számolt arány 1,1 1,1 
A vonalszélesedés jelen esetben nem magyarázható kizárólag belső feszül-
ségek jelenlétével. A tg 0-val arányos vonalszélesedés mindössze a rácsparaméterek 
változását jelzi. Esetünkben, pedig a rácsparaméterek változása a kristályosodás 
folyamán bekövetkező koncentrációváltozás eredménye is lehet. 
Ennek alapján feltételezhető, hogy a két maximum környezetében a változó 
összetétel következtében adódik a rácsparaméter változása is. 
Hőkeze'.etien 
10h hókeze't 
Ezen ötvözetet 10 órán át, közvetlenül a szolidusz alatt (25 0°C-on) hőkezeltük. 
A próbatest röntgenfelvétele a 6. ábrán látható. A reflexiók szélessége valamelyest 
csökkent, de a két különböző maximum érték még élesebben megkülönböztethető. 
Ebből arra következtethetünk, hogy a hőkezelés alatt a porítással okozott feszült-
ségek eltűntek, de a koncentrációváltozás miatt fennálló vonalszélesedés megmaradt. 
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Következtetések 
Az elvégzett kísérletek eutektikum létezését cáfolják. Eutektikum keletkezése 
esetén a termoanalízis görbéjén a második kitérésnek éles maximumot kellene 
adni. A kísérletben pedig a második kitérésre jellemző kristályosodás hosszabb 
ideig tart, mint az első. 
A röntgenvizsgálatok az ötvözetben két izomorf szerkezet létezését mutatják ki. 
Másrészt a reflexiós vonalszélesedés a kristályosodás folyamán történő koncentráció-
változásra utal. 
Az eddig elvégzett kísérletek alapján tehát megállapítható, hogy az adott 
hűtési sebesség mellett a likvidusz és szolidusz között bizmutban oldott antimon 
ill. antimonban oldott bizmut keletkezik különböző hőmérsékleteken. 
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OLDATBÓL VALÓ KRISTÁLYOSODÁSKOR FELLÉPŐ 
NÖVEKEDÉSI SEBESSÉGINGADOZÁSOK 
VIZSGÁLATA* 
MALICSKÓ LÁSZLÓ 
ÉKMÜE. Kísérleti Fizikai Intézet, Budapest 
Konstans külső feltételek mellett oldatcseppekben növekedő KBr kristályok 
növekedési sebességében fellépő ingadozásokat vizsgáltuk. Mérési eredményeinket az 
oldatban képződő asszociátumok modellje, valamint előzetes elméletek segítségével 
magyaráztuk. Reméljük, hogy modellünk alapján a kristálymag képződéssel kapcso-
latos újabb eredmények [15], valamint a kristályosodáskor keletkező kristályhibák 
kérdését is tisztázhatjuk. Mindkét irányban további vizsgálatok folynak. 
Korábbi munkákból ismeretes az a tény, hogy konstans külső feltételek mellett 
végbemenő kristályosodáskor a kristályok egyes határfelületeinek növekedési 
sebessége időben ingadozásokat mutat. Ez az ún. „fluktuáló" növekedés mikrosz-
kóppal közvetlenül megfigyelhető [1]. Az elmélet szerint kristályok növekedésénél 
leggyakrabban szerepet játszó egyensúlyi ill. legsűrűbb pakolású felületek növekedése 
kétdimenziós felületi magokból vagy csavardiszlokációk körül kialakuló atomáris 
felületi rétegeken keresztül valósul meg [2]. A kísérletek szerint az említett felületek 
növekedése gyakorlatilag többatomos vastagságú növekedési rétegekben történik [3]. 
A kristályfelületek növekedési sebességében mutatkozó ingadozások valószínű-
leg az ilyen többatomos növekedési rétegek képződésében és felületmenti terjedésében 
fellépő ingadozásokra vezethetők vissza [4, 5, 6, 7]. 
Oldatban nőtt tű- és lemezszerű KBr-kristályoknál észlelt sebesség ingadozá-
sokról néhány előzetes munkában már említést tettünk, a kérdés részletesebb tár-
gyalása nélkül [8, 9, 10, 11]. Jelen munkában az említett sebesség ingadozások rész-
letesebb tárgyalását tüztük ki célul. 
Kísérletek 
A vizsgálatokat túltelített oldatcseppekben növekedő KBr kristályokon vé-
geztük, szobahőmérsékleten. A tárgylemezre helyezett kissé telítetlen oldatcsepp 
lassú párolgás közben túltelítődött, miközben kristályok keletkeztek. A túltelített-
séget párolgási sebesség mérések segítségével becsültük, közvetlenül nem mértük. 
A becsült maximális relatív túltelítettség er,nax« 0,3—0,4. Egy-egy kristályka meg-
figyelt növekedési folyamata maximum néhány percig tartott, ezalatt a tárgylemez 
és az oldatcsepp hőmérsékletét kb. konstansnak tekinthettük; a lehetséges hőmér-
sékletingadozás kisebb volt, mint ±0 ,5 C°. 
A cseppekben keletkezett kristályok közül főleg a tükristályok és a vékony 
lemezszerű kristálykák növekedési folyamatának vizsgálatára fordítottunk figyel-
* Érkezett: 1966. jan. 26. 
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met. Mindkét fajta kristályt (100) lapok határolták. A növekedési folyamatot 
fénymikroszkóppal figyeltük és mikrofilmen rögzítettük. A kristályok növekedési 
sebességét a mikrofilm segítségével mértük. A különböző cseppekben a külső fel-
tételeket (cseppméret, párolgási sebesség, hőmérséklet) a továbbiakban azonosnak 
tekintjük, miután a kísérletek szerint az esetleges kis eltérések lényeges befolyást nem 
mutattak az eredményekre. 
Eredmények 
A mikrofilmekből két jellegzetes képet közlünk. Az 1. ábrán egy tűkristály 
látható; a bejelölt nyíl a tü axiális növekedési irányát mutatja. A 2. ábrán egy lemez-
szerű kristály látható; a két nyíl az oldallap normális irányú növekedését ill. a sok-
atomos növekedési réteg tangenciális terjedési irányát mutatja. 
Jelöljük: a tűkristály momentán axiális növekedési sebességét itw>rVel, a lemez-
szerű kristályok normális irányú momentán sebességét r„ ,-vel, a növekedési rétegek 
momentán tangenciális terjedési sebességét vSy ,-vel, (röviden : Vjlt ahol y = w, n, s; í 
futóindex). 
1. ábra. Oldatban növekedő 2. ábra. Lemezalakú KBr kristály 
KBr tűkristály (250X) növekedési rétegekkel (160X) 
A 3., 4. és 5. ábrákon egy-egy jellegzetes példát mutatunk be arra vonatkozóan, 
hogyan változnak időben vWyi, vn i, vsi pillanatnyi sebességértékek a növekedés 
folyamán. Jól látható, hogy a mérési pontok a számolt maximális mérési hibáknál 
nagyobb szórást mutatnak. A mérési eredmények egy sematikus képbe foglalhatók 
össze (6. ábra), amelyben még a következő mennyiségek lépnek fel: 
átlagos sebesség vJyi = vJ.i-z + Vj . i - i+Vj , i + 1 +Vj, i + 2 ^ 
növekedési sebesség ingadozás Avjyi = vjyi — vjyi, 
két szomszédos ingadozás közt eltelt idő AtJyi, 
sebességingadozás lefutási ideje Axjyi. 
3. ábra. A pillanatnyi axiális növekedési sebesség 
(К„,|) időbeli változása tűkristálynál 
í 
6-
4. ábra. A pillanatnyi normális irányú növekedési 
sebesség ( K„,,) időfüggése lemez alakú kristálynál 
5. ábra. Sokatomos növekedési réteg terjedési 
sebességének ( V.,,) időfüggése 
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A fentieken kívül vezessük még be a következő jelöléseket: egy ingadozás térbeli 
kiterjedése („átmérője") AlJii=—l~-ATJti, két szomszédos ingadozás térbeli 
helye közti átlagos távolság dj = VjA tj, ahol Vj ill. At j a vjti ill. AtJyi értékeknek az 
összes mérési adatokra vonatkozó átlagértéke. 
Vj-Jp/sec) 
Sorszóm-i-2 i—1 I i+1 I+2 i+3--
—^i (sec) к„, ; 
6. ábra. Sebességingadozások sematikus képe 
10 20 
л vj [p/sec] 
7. ábra. Ingadozások eloszlási 
görbéje (PAV) 
® növekedési rétegek, 
© tűkristályok esetére 
A továbbiakban az ingadozásokra jellemző fent említett mennyiségeket két 
— szempontunkból •— fő részre szétválasztva tárgyaljuk. Éspedig: 1) a tűkristá-
lyokra, melyek növekedésük folyamán mindig a tűkristály méreteihez képest nagy 
„szabad" oldattérfogatokban nőnek, 2) lemezszerű kristályok növekedési réte-
geire, melyek mindig a kristályfelület közvetlen közelében fekvő oldattérfogatokban 
terjednek. 
Az említett kísérleti feltételek mellett mért AvJt {sebességingadozások ill. a belőlük 
számított Alj i értékek előfordulási gyakoriságát (PAv ill. PAl) a 7. és 8. ábrán mutat-
juk be, ahol az ф görbék a növekedési rétegekre, (2) görbék a tűkristályokra vonat-
koznak. Látható, hogy AvJti ill. Aljti növekedésével előfordulásuk gyakorisága 
csökken. Másrészt a tűkristályoknál a kisebb Avjti, Alj:i értékek gyakoribbak 
(kb. Avj.i^5/í/sec). Az eloszlások mindkét fa j tá ja (Avjti ill. A/Jti szerint) mindkét 
fő esetre (tű, réteg) egy-egy exponenciális függvénnyel közelíthető. 
PA = P0 exp { - ocA }, (1) 
ahol A szimbolizálja Avjfi ill. Aljti mennyiségeket, a P„ és a konstansokat pedig 
az I. táblázat tartalmazza. 
A PAv görbénél (7. ábra) Avjj<(\ —2) pl sec tartományban a gyakoriság le-
csökkenése annak következménye, hogy a mérési hibával egyező ill. annál kisebb 
ingadozásokat nem vettük figyelembe. 
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I. TABLAZAT 
Po a 
Növekedési rétegekre (Ar) 0,37 0,19 sec - / / - 1 
(AI) 0,22 0,21 
Л -
1 
Tükristályokra Ш 0,60 0,29 sec - / / - 1 
(AL) 0,81 0,51 P-1 
A Vjyi és Äij.i közti összefüggést a 9. ábrán láthatjuk. Az átlagsebesség növe-
kedésével mind növekedési rétegeknél ( ф görbe), mind tűkristályoknál görbe) 
nő az átlagos ingadozás. 
7 0 20 
8. ábra. Az ingadozások térbeli 
kiterjedésének eloszlási görbéje (PAI) 
© növekedési rétegek, 
© tükristályok esetére 
Л Vi 
(p/sec) 
10 20 
(p/sec) 
9. ábra. Az ingadozások (Zí) növekedési 
sebességtől (t>) való függése. 
© növekedési rétegek, 
© tükristályok esetére 
А II. táblázatban összefoglaltunk még néhány olyan további mérési adatot, 
melyet későbbi számításoknál felhasználunk. 
II. TABLAZAT 
j Vj ( i l /sec) Atj(sec) Alj 0 i ) + 0 0 
Tűkristály 
О ) 1 2 , 3 4 , 2 3 , 6 5 1 , 9 
Normális («) 2 , 6 — — — 
Réteg 
СО 
4 , 8 6 , 5 5 , 0 3 1 , 3 
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Diszkusszió 
A Burton—Cabrera—Frank elmélet szerint [2] az oldat relatív túltelítettsége 
(a) és egy csavardiszlokáció útján növekedő kristályfelület normális irányú sebes-
sége (v„) közt nagyobb túltelítettségek tartományában (mint esetünkben is) a kö-
vetkező összefüggés áll fenn: 
dntíq 
v„ = — ô — a (2) 
ahol D — az oldatban az ionok diffuziókonstansa, 
N0 — ionok sűrűsége telített oldatban, 
Q — egy ion térfogata a kristályban, 
ô — a kristálykörüli diffúziós réteg vastagsága. 
Függetlenül attól, hogy a növekedési réteg (elemi rétegek kötegei) atomáris elemi 
rétegei csavardiszlokációkból vagy kétdimenziós felületi magokból származtak, 
ilyen rétegkötegek tangenciális sebessége (vs) és a felület normális irányú növekedési 
sebessége között 
К = — vs (3) 
}o 
összefüggés áll fenn, ahol 
a — elemi rétegek magassága, 
Уд — két szomszédos elemi lépcső közti távolság. 
Ha Ng = 6,9-1021 ion/cm3, 
Q = (rk++rBr-)s^3,6-K)"23 cm 3 , 
£>Äl,5-10"5cm2/sec, 
úwr; 10"3 cm (tűkristályra), 
a 0,4 becsült értéket (2)-egyenletbe beírjuk, a tűkristály axiális (homlok-
felület normális irányú) növekedési sebességére i>wrí9,0/i/sec eredményt kapjuk, 
amely a IF táblázatbeli 12,3/i/sec értékkel tűrhető egyezésben van. Meggondolva, 
hogy a diffúziós réteg vastagsága egy kiterjedt nagyobb kristályfelület környékén 
(ú„) nagyobb kell legyen, mint tűkristály esetén (úw), (2) egyenlet alapján vw>-vn 
eredményre jutunk. 
Femezszerű kristályok réteges növekedésével kapcsolatosan a II. táblázatból 
— = 1 , 8 hányadost nyerjük. A növekedési rétegek profiljának vizsgálatából — R; 1 — 5 
vn a 
közti értékek adódnak. A két hányados összehasonlításából láthatjuk, hogy (3) 
összefüggés jó közelítéssel fennáll. Ez utóbbi eredmény meglehetősen érdekes, 
mivel a kristályfelületen végbemenő „felületi" diffúziós folyamatokra fontos in-
formációt tartalmaz. Éspedig: a (3) egyenlettel kapcsolatos eredeti levezetésekben 
mindig feltételezték, hogy yg»a, amely feltételezés biztosította az egyes elemi lép-
csők körüli diffúziós terek egymástól való függetlenségét. Ezt a függetlenséget 
tartalmazza tehát a (3) egyenlet is. Mint láttuk a (3) egyenlet esetünkben is fennáll, 
holott az eredeti y0^>a messze nem teljesül. Tehát esetünkben is fennáll az elemi 
lépcsők diffúziós tereinek függetlensége pedig az elemi lépcsők közti távolságok 
atomi ill. néhány atom méretűek csak ( а^у 0 ш5а) . Az egyes elemi lépcsők diffúziós 
terei viszont csak akkor lehetnek egymástól függetlenek, ha — hengerszerű diffúziós 
teret véve a lépcsőkonturok mentén — a diffúziós tér átmérője (2r) kisebb, mint 
O L D A T B Ó L VALÓ KRISTÁLYOSODÁSKOR F E L L É P Ő NÖVEKEDÉSI SEBESSÉCINGADOZÁSOK V I Z S G Á L A T A 4 5 3 
a lépcsők közti távolság, azaz a S 2 r < 5 a . Ez azt jelenti, hogy az adott körülmények 
között (viszonylag nagy túltelítettségek mellett) a növekedési réteget alkotó elemi 
lépcsőknek igen kis környezetében a növekedéshez szükséges anyag szinte köz-
vetlenül rendelkezésre áll, ami csak az ionok meglehetősen nagy dehidratációs foka 
mellett lehetséges. 
Mivel a (2) formula az átlagos növekedési sebességet — konkrét, kísérleti 
adatokat ill. az irodalomban is szokásos becslési adatokat felhasználva — viszonylag 
jól képes visszaadni, várható, hogy segítségével a sebességingadozásokra is magya-
rázatot nyerhetünk. A kísérletek szerint a relatív sebességingadozás «0,6— 1,3 
közt mozog. A (2) egyenletben szereplő paraméterek (D, a) hőmérsékletingadozás 
âv 
következtébeni relatív ingadozásait figyelembevéve a fenti -^ -nak csak tört részeit 
tudjuk magyarázni. Fel kell tételeznünk, hogy az oldatban lokális relatív túltelítettség 
ingadozások lépnek fel és az észlelt sebességingadozásokat gyakorlatilag ezek okoz-
zák, azaz 
Ilyen nagy lokális relatív túltelítettség ingadozások magyarázatához a követ-
kező meggondolásokat végezzük. Egy oldat átlagos relatív túltelítettsége meghatá-
rozza egy ion körüli hidrátburokban levő oldószer molekulák (esetünkben a víz-
molekulák) átlagos számát (hidratáció-fok). Az oldatban valójában ennél kevesebb 
vízmolekulával rendelkező ún. dehidratált ionok is jelen vannak, melyek egymással 
asszociálódva kis térfogatú asszociátumokat képezhetnek, melyen belül tehát az egy 
ionra eső vízmolekulák száma átlagosan kisebb, mint az oldatban, azaz a túltelített-
ség nagyobb. Az asszociátumok atomos szerkezete kissé más, mint a környező oldaté 
általában, de még nem kristályos szerkezet. Az oldatot úgy tekinthetjük, mint 
különböző hidratáció-fokú egyes ionok és asszociátumaik valamilyen halmaza. 
Ismeretes, hogy a fázishatárokon fellépő felületi feszültség a fázishatáron fekvő 
részecskék körüli nem gömbszimmetrikus erőtér következménye. Az erőtér gömb-
szimmetriától való eltérését viszont a két érintkező fázis strukturális különbsége 
okozza. A két fázis strukturális különbözősége határozza meg tehát a fellépő fajlagos 
felületi energiát. Ha ez a különbözőség csökken a felületi energia is csökken. Ezt 
a meggondolást az előbb említettekre alkalmazva azt mondhatjuk, hogy az asszo-
ciátumok az oldatban a környezetükhöz képest (átlagos oldat fázis) egy más (nem 
kristályos) fázist képviselnek. így az ionasszociátumok képződésére ill. egyensúlyi 
eloszlására a heterofázisú fluktuációk Frenkel-féle elméletét [12] alkalmazhatjuk. 
Tekintsük az asszociátumokat egyszerűség kedvéért azonos dehidratációs 
fokúaknak. Jelöljük g-vel egy asszociátumhoz tartozó dehidratált ionok számát, és 
pg2'3 alakban vegyük fel az illető asszociátum felületi energiáját. Akkor Frenkel 
szerint az asszociátumok méret (g) szerinti eloszlására egyensúly esetében a követ-
kező összefüggés áll fenn 
(5) 
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Asszociátumok stacionárius képződésére pedig 
( 6 ) 
ahol N(g) ill. / ( g ) -
oldattérfogat 
egyensúly ill. 
stacionárius képződés esetére 
к — Boltzmann-állandó, 
T — abszolút hőmérséklet, 
C* — állandó, 
С — g-nek és egy G paraméternek olyan függvénye, hogy 
(6) összefüggés alapján /'(g) a g-vel exponenciális-szerüen csökken. Segítségével 
tehát a kísérletekből kapott (1) közelítő összefüggésünket legalábbis kvalitatíve 
— /(, a dehidratizáció fokának igen bonyolult függvénye lévén, nem ismeretes — 
magyarázhatjuk. Éspedig: Avjti (ill. AlJit) értékek bizonyos dehidratáció fokú 
(Aa), bizonyos méretű (g) asszociátumoknak felelnek meg, ahol Aa valamilyen 
mértéke a környezet és az asszociátum közti strukturabeli különbözőségnek, azaz 
Aa (ill. Av) növekedésével nő az asszociátum fajlagos felületi energiája, azaz elő-
fordulásának relatív gyakorisága csökken. 
A 8. ábrával ill. a II. táblázattal kapcsolatosan láttuk, hogy az ingadozások 
(azaz az asszociátumok), gyakorisága ill. átlagos térbeli kiterjedése növekedési 
rétegek esetén nagyobb, mint tűkristályok esetére, azaz 
legalábbis (lásd 8. ábrát) egy bizonyos g*-nél nagyobb g értékekre. (Itt g* konstans 
valószínűleg amiatt lép fel, mert a tükristály körül relatíve nagy szabad oldattér 
áll rendelkezésre a statisztika kialakítására, míg a növekedési rétegeknél szerepet 
játszó, a kristályfelület közvetlen környezetében fekvő oldatréteg térfogata az előbbi-
hez képest kicsi.) (8) egyenlőtlenség csak úgy állhat fenn, ha átlagosan a tűk esetén 
szereplő asszociátumok felületi energia faktorára (/+,) és a növekedési rétegnél 
szereplőkére (ps) fennáll 
Azaz a kristályfelület közvetlen közelében fekvő oldatréteg magasabb dehidratáció-
fokú (koncentrációjú) átlagosan, mint a „szabad" oldat (tűk), hiszen a magasabb 
dehidratáció fokot (koncentrációt) képviselő asszociátumokhoz közelebb eső 
struktúrájú. Gyulai után [13] ezt az oldatréteget „féligrendezett határrétegnek" 
vagy röviden határrétegnek nevezzük. 
Számoljuk ki a továbbiakban az asszociátumok formájában felhalmozott 
anyagmennyiséget egy kis Q keresztmetszetű, L hosszúságú oszlopban „szabad" 
oldat esetére (tükristály) illetőleg a határréteg esetére (növekedési réteg). Az L 
hosszúságon található asszociátumok átlagos száma f - . Tételezzük fel egyszerűség 
[ / ( á f ) W = 0 . (7) 
(8) 
(9) 
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kedvéért, hogy az asszociátumok azonos koncentrációjúak (c), akkor a kérdéses 
anyagmennyiség 
mj = l
 M j Q c ( 1 0 ) . 
(10) egyenletet az említett két esetre külön-külön alkalmazva nyerjük: 
ms = d„ Als = vw Atw Als 
mw ds Alw vs AtsAlw 
?71 
A II. táblázat adatait beírva — = 2,3 hányadost kapjuk. Korábbi fáziskontraszt-
mw 
mikroszkópos vizsgálataink szerint [14], ha r0 jelenti a határrétegbeli koncentrációt, Q 
pedig az oldat koncentrációját a kristálytól távol, akkor — « 1 , 2 — 3. A két 
е.. 
mérési eredmény elég jól egyezik. 
Még egy kérdést kell röviden tisztáznunk: Miért stabilok relatíve az asszociá-
tumok, miért nem kristályosodnak? Egyrészt az ionok dehidratációfokának növe-
kedésével nő a további dehidratációhoz szükséges aktivációs energia, azaz az asszo-
ciátumok élettartama. Másrészt meg kell említenünk, hogy kísérleteink folyamán 
új kristályok képződését mindig megfigyelhettük. 
Szeretnék köszönetet mondani Gyulai Zoltán akadémikus úrnak vizsgálataim 
iránti állandó szíves érdeklődéséért és jó tanácsaiért, a Szovjet Tudományos Akadémia 
Krisztallográfiai Intézete Kollektívájának, hogy lehetővé tették számomra jelen 
munkám ismertetését s alapos diszkussziójukkal nagy segítségemre voltak, Vannay 
Lászlónak a diagrammok elkészítéséért. 
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JELALAKDISZKRIMINÁCIÓS PLASZTIK 
ELŐÁLLÍTÁSA ÉS VIZSGÁLATA* 
BINDER GYULA és KISS GÁBOR 
Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest Elektronikus Főosztály 
A jelalakdiszkriminációs plasztik együtt jelentkező gyorsneutron és gamma 
sugárzás szcintillációs jeleinek szétválogatására és így a kétféle sugárzás párhuza-
mos mérésére használható. Az egyetlen ilyen célokra alkalmas, kereskedelmi forga-
lomban kapható műanyag szcintillátor a Nuclear Enterprises cég N E 150 típusú 
jelalakdiszkriminációs plasztikja, amely azonban alacsony lágyuláspontja (40 3C) 
miatt nem használható univerzálisan. Vizsgálataink azt mutatták, hogy előállítható 
jelalakdiszkriminációs képesség szempontjából az NE 150 típustól csak kevéssel 
eltérő plasztik, melynek lágyulási pontja megegyezik az általánosan használt nor-
mál műanyag szcjntillátorokéval (75 °C). 
A szcintillációs jelek időbeli lefutásukat tekintve általában két komponensből 
állnak és e gyorsnak és lassúnak nevezett komponensek relatív mennyisége a ger-
jesztő részecskék típusa szerint változik. A komponensekből alkalmasan súlyozott 
különbségek képzése útján a jelalakeltérés ellenkező polaritású jelekké alakít-
ható át. Ezután a megfelelő polaritással történő kapuzás lehetővé teszi a részecske-
típusok jeleinek elkülönítését. A részecsketípusok jelalak szerinti megkülönbözte-
tése akkor válik szükségessé, amikor a zavaró részecsketípus hatása árnyékolással 
nem küszöbölhető ki. Ilyen eset a gyorsneutronok detektálása erős gamma hát-
térben, amikor a szcintillátor megválasztásánál a jelalakdiszkriminációs képesség 
mellett a gyorsneutron detektálási hatásfok, a térfogati hidrogén koncentráció is 
lényeges szempont. Ezen kívánalmaknak leginkább a stílben kristály tesz eleget, 
de érdemes figyelmet fordítani a plasztik szcintillátor ilyen irányú felhasználható-
ságára is. Jelalakdiszkriminációs plasztikról Brooks [1] számolt be először. Az általa 
közölt kémiai összetétellel és előállítási móddal a Nuclear Enterprises cég hozott 
forgalomba NE 150 jelzéssel egy plasztikot. Bár e plasztiknál a neutron-y ré-
részecskék elkülönítése csak 3-szor nagyobb y energiáknál lehetséges mint a stílben 
esetében, mégis a plasztikkal amellett, hogy a térfogati hidrogén koncentrációja is 
valamivel magasabb, főleg különleges geometriák, nagy méretek esetén a stil-
bennél feltétlenül egyszerűbb technológiájú és olcsóbb megoldáshoz jutunk. A Brooks 
plasztik hátrányos tulajdonsága, hogy 40°C-on meglágyul, így alakja könnyen defor-
málódik. Ez az alacsony lágyuláspont az izopropil-bifenil tartalom miatt lép fel. Az 
[1] közleményből nem derül ki az, hogy mennyiben befolyásolja a jelalakdiszkri-
minációs képességet az izopropil-bifenil. Vizsgálataink e kérdésre is igyekeztek 
feleletet adni. 
Az NE 150 jelzésű plasztikban is szereplő p-terfenil és POPOP szcintillátor 
anyagok felhasználásával különféle százalékos összetételű, poliviniltoluol alapú 
plasztik szcintillátorok egész sorát állítottuk elő. Az előállításnál fokozott figyel-
met fordítottunk az oxigénmentes viszonyokra, ugyanis ez látszik jelalakdiszkrimi-
náció szempontjából a legfontosabb tényezőnek. A szcintillációs mechanizmusra 
vonatkozó vizsgálatok [2] szerint a lassú komponens léte az ionrekombináció függ-
* Érkezett: 1965. dec. 10. 
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vénye és ezért kívánatos az elektronakceptor, esetünkben az oxigén távolléte. Az 
NE 150 jelzésű plasztik és a saját gyártmányú plasztikok azonos méretben ( 0 2 5 x 5 
mm) és azonos alumíniumfóliás montírozással kerültek bemérésre. 
Mérőberendezésünk a válogatókör kapcsolásával és a többi egységek sematikus 
ábrázolásával az I. ábrán látható. A válogatókör Brooks [1] megoldásától eltérően 
a különbséget elektroncsöves kapcsolással állította elő. Ennek az az előnye, hogy 
6,2 к 47k 
1. az oszcilloszkóp függőleges erősítésével már kielégítő különbségi jel-
nagysághoz jutunk, 
2. a teljes fényhozammal arányos jel előállítására, mely az oszcilloszkóp 
vízszintes eltérítő lemezeire kerül, nem kell újabb dinódát felhasználni, 
3. az impulzusgenerátor indítására, mely 5 jusec-os késleltetés után 0,5 /isec-ig 
kivilágítja a nyaláb pályáját, egyszerű lehetőség nyílik. 
Mivel a kivilágítás időszakában a jelek csak keveset változnak, a részecskét 
egy pont képviseli az oszcilloszkóp ernyőjén. A pontok, mint a 2—4. ábrák is mutat-
ják, egyenesek mentén helyezkednek el (az egyenestől való elhajlás nagy fényhoza-
moknál a multiplier tértöltése miatt lép fel). 
A két felső egyenest a Po—Be forrással történt besugárzáskor a Compton-
elektronokból és meglökött protonokból származó pontok hozzák létre. A víz-
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szintes tengelyen levő egyenes darab a Co—60 közel 1 MeV-es maximális Compton-
elektronjainak megfelelő fényhozam, vonatkoztatási értékként szerepel ábráinkon. 
(A felvétel ezen részét izotópcsere után a függőleges bemenet kiiktatásával készítet-
tük.) A felvételek azonos vízszintes és függőleges erősítés mellett készültek. 
A válogatóképesség értékelésére Owen [3] egy olyan mennyiséget vezetett be, 
amely a jelalakok részecsketípusonkénti változására jellemző, de a szcintillátorok 
fényhozambeli eltéréseit nem veszi figyelembe. Mások [4] a nyerhető relatív infor-
mációt vették összehasonlítási alapul. Ilyen paraméter pl. a közel 1 MeV-es 
elektronoknak megfelelő fényhozamnál (L0) az egyenesek között mérhető távol-
ságok D(L0) aránya. A mi esetünkben L0^L'0 (ahol a vessző, mint index az NE 150 
típuson mért értékeket jelzi), ezért 
D'(L'0) 1 D'jf { l > 
A felvételeken látható, hogy egy meghatározott fényhozam érték alatt a részecskét 
jellemző pontszerű felvillanások hovatartozása már nem dönthető el. E fényhozam-
hoz tartozó minimális elektron vagy proton energia a szcintillátor legfontosabb 
jellemzője. Az energiaküszöbök mérése meglehetősen bonyolult berendezést kíván [1]. 
Ennek megkerülésére egy elméleti számítás [5] ad lehetőséget, mely a minimális 
elektronenergiák arányát egyszerűen meghatározható mennyiségekkel hozza kap-
csolatba. Mivel a felvételeken az egyenesek irányítottsága közel azonos, az [5]-ben 
közölt kifejezés tovább egyszerűsödik 
e . Í Í W I ^ 
E'min ~ L0 { D )L ~ { D jL (2) 
Felvételeink alapján meghatároztuk az (1) és (2) alatt szereplő mennyiségeinket. 
A vonatkoztatás az NE 150 típusú plasztikra történt. 
^ oszlopban szereplő adatok leolvasásból eredő maximális hibája 
)l \D' 
± 10%. Az eredmények alapján a válogatási effektus nagysága a p-terfenil súly-
Ábra 
K é m i a i összetétel 
Megjegyzés 
И 
E m i n 
szám 
p-terfenil POPOP 
. E ' m i n 
2. 2 % 0,06% 0,5 4 
2,5% 0,06% 0,7 2 
3 % 0,06% 
45o 4L) 0,75 1,8 
3,5% 0,06% 1Л 0,8 1,6 
3. 4 % 0,06% 
'c? 
(Л 
0,9 1,2 
3,5% 0,01% 0,8 1,6 
3,5% 0,1 % 0,75 1,8 
4. 3,5% 0,05% N E 150 1,0 1 ,0 
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3. ábra 
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százalékával monotonon nő, a POPOP tartalomtól viszont csak kevéssé függ. 
Sajnos a p-terfenil nagyobb súlyszázalékainak előállítása nem járt sikerrel. Lát-
ható az is, hogy az izopropil-bifenil jelenléte az NE 150 plasztikban nem döntő 
jelentőségű. 
Ehhez hozzáadódhat a számításnál feltételezett és a mérésnél megvalósított körül-
mények eltéréséből ± 10%. így ezek az adatok inkább csak tájékoztató jellegűek. 
Annyi mindenesetre leolvasható belőlük, hogy nagyobb energiák esetén alkalmas 
jelalakdiszkriminációra a kereskedelemben kapható normál összetételű plasztik is, 
ha azt oxigén mentes körülmények között (pl. vákuumpolimerizáció) állították 
elő. (2. ábra), A 4% p-terfenil és 0,06% POPOP tartalmú szcintillátor jelalakdiszkri-
minációs szempontból gyakorlatilag egyenértékű az NE 150 jelzésű plasztikkal és 
fizikai-mechanikai tulajdonságait tekintve lényegesen jobb (lágyulási pontja 75°C). 
Befejezésül szeretnénk köszönetet mondani Csákány Antal és Serf Egyed 
kollegáknak az elektronikus megoldások terén nyújtott hasznos segítségükért. 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
AZ ÜTKÖZÉSI FOLYAMATOK 
KVANTUMMECHANIKÁJA* 
MAX BORN 
A kvantummechanika Schrödinger-féle alakja lehetővé teszi, hogy természetes 
módon definiáljuk valamely állapot gyakoriságát. Ez a gyakoriság az állapothoz 
rendelt sajátrezgés intenzitása segítségével definiálható. Ez a felfogás elvezet az 
ütközési folyamatok elméletéhez, melyben az átmeneti valószínűségeket az aperio-
dikus megoldások aszimptotikus viselkedése határozza meg. 
Bevezetés. Az ütközési folyamatok nem csupán a legmeggyőzőbb kísérleti tényeket 
szolgáltatták a kvantumelmélet alapfeltevéseinek igazolására, hanem arra is alkalma-
saknak látszanak, hogy tisztázni segítsenek az ún. „kvantummechanika" formális 
törvényeinek fizikai jelentését. Ez ugyan — úgy látszik — mindenkor a helyes ér-
tékeket szolgáltatja a stacionárius állapotok termjeire s az átmenetek során ki-
sugárzott rezgések amplitúdóit is helyesen adja, a képletek fizikai értelmezését 
illetően azonban megoszlanak a vélemények. A kvantummechanika Heisenberg-
től megalapozott, és általa Jordánnal és e dolgozat szerzőjével együttműködésben 
kidolgozott mátrixalakjának [1] kiindulópontját az a gondolat képezte, hogy a 
folyamatok egzakt téridőbe]i leírása egyáltalán nem lehetséges; így az beéri meg-
figyelhető mennyiségekre vonatkozó összefüggések felállításával, melyek csak 
a klasszikus határesetben értelmezhetők mozgások tulajdonságaiként. Schrödinger 
[2] ezzel szemben — úgy látszik — a hullámoknak, melyeket ő de Broglie nyomán 
az atomi folyamatok hordozójának tekint, ugyanolyan fajta realitást tulajdonít, 
mint amilyennel a fényhullámok rendelkeznek; megkísérli „hullámcsomagok szer-
kesztését, melyek minden irányban viszonylag kis kiterjedésűek" és amelyek nyil-
ván közvetlenül személyesítenék meg a mozgó korpuszkulát. 
E két felfogás egyike sem látszik számomra kielégítőnek. Szeretném meg-
kísérelni, hogy itt egy harmadik értelmezést adjak és annak használhatóságát az 
ütközési folyamatok esetében vessem próbának alá. Ezek az elgondolások Einstein 
egy megjegyzéséhez kapcsolódnak, melyet a hullámtér és a fénykvantumok viszo-
nyáról tett; olyasmit mondott, hogy a hullámok dolga pusztán utat mutatni a 
korpuszkuláris fénykvantumok számára, és ebben az értelemben „kísértet-tér"-ről 
beszélt. Ez határozza meg annak valószínűségét, hogy a fénykvantum, mely az 
energia és az impulzus hordozója, valamely meghatározott úton haladjon; a térnek 
magának azonban nincs sem energiája, sem impulzusa. 
Ennek a gondolatnak közvetlen kapcsolatba hozását a kvantummechanikával 
jobbnak látszik mindaddig elhalasztani, míg meg nem történik az elektromágneses 
tér beillesztése a formalizmus kereteibe. A fénykvantum és az elektron között 
fennálló, teljes mértékű analógia alapján azonban arra gondolhatunk, hogy az elektro-
* ZS. f. Phys. 38, 803, 1926. (Egy rövid előzetes közlemény: ZS. f. Phys. 37, 863, 1926.) 
149 
4 6 4 B O R N M. 
nok mozgástörvényeit hasonlóképpen fogalmazzuk meg. Kézenfekvő itt a de Broglie— 
Schrödinger-féle hullámokat „kísértet-térnek" vagy inkább „vezérlő térnek" te-
kinteni. 
Kísérletképpen tehát a következő felfogást szeretném alapul venni: A „ve-
zérlő tér", melyet a szereplő részecskék koordinátáinak, valamint az időnek egy 
ф skaláris függvénye ír le, a Schrödinger-féle differenciálegyenlet szerint terjed 
tova. Az impulzus és az energia átadása azonban úgy történik, mintha ténylegesen 
részecskék (elektronok) röpködnének ide-oda. E részecskék pályái csupán oly mér-
tékben vannak meghatározva, amilyen mértékben azokat az energia- és impulzustétel 
korlátozza; egyébiránt annak valószínűségét, hogy a részecske valamely meg-
határozott pályán haladjon, а ф függvényértékek eloszlása határozza meg. Némileg 
paradox módon ezt talán így fejezhetnénk ki összefoglalóan : A részecskék mozgása 
valószínűségi törvényeket követ, maga a valószínűség azonban az okság elvével 
összhangban terjed tova [3]. 
Ha végigpillantunk a kvantumelmélet három fejlődési fokán, úgy látjuk, hogy 
a legalsó fok, a periodikus folyamatok szintje, teljesen alkalmatlan arra, hogy ott 
ezen felfogás használhatóságát próbának vessük alá. Valamivel több lehetőséget 
nyújt a második szint, az aperiodikus stacionárius folyamatoké; ezekkel kívánunk 
a jelen dolgozatban foglalkozni. Igazán azonban csak a harmadik fokozat, a nem-
stacionárius lefolyást mutató jelenségek szintje hozhat döntést; itt kell megmutat-
koznia, vajon a csillapított „valószínűségi hullámok" interferenciája elégséges-e 
azon jelenségek magyarázatára, amelyek — úgy látszik — a tértől s az időtől füg-
getlen csatolás létére utalnak. 
A fogalmak precizírozása csak a matematikai megfogalmazás [4] keretei kö-
zött lehetséges; most nyomban erre térünk rá, hogy magára a hipotézisre majd 
később térjünk vissza. 
1. §. A súlyok és a gyakoriságok definíciója periodikus rendszerekre. Kiin-
dulásképpen álljon itt egy teljesen formális megfontolás valamely nem-elfajult 
rendszer diszkrét stacionárius állapotairól. Jellemezze ezeket Sehrödinger 
[Н-№,ф] = 0 (1) 
differenciálegyenlete. A sajátfüggvényeket normáljuk l-re [5]: 
jФпФЬФКд) dq = àmn. (2) 
Tetszőleges i//(</) függvény kifejthető a sajátfüggvények szerint: 
Ф(я) = 2 с„Фп(ч). (3) 
n 
Figyelmünket eddig csak а ф„ sajátrezgésekre és a W„ sajátértékekre irányítottuk. 
A bevezetésben kifejtett felfogásunk kézenfekvővé teszi a gondolatot: a (3) képlet 
előállította szuperponált függvényt hozzuk kapcsolatba annak valószínűségével, 
hogy azonos kölcsönhatásmentes atomok adott halmazában az egyes állapotok 
meghatározott gyakorisággal lépjenek fel. 
Az 
fmq)\2dq = 2\c„f (4) 
ii 
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teljességi reláció arra a gondolatra vezet, hogy ezt az integrált az atomok számának 
tekintsük. Ez ugyanis az egyes normált sajátrezgések felléptére az 1 értéket szol-
gáltatja (vagyis: az állapotok a priori súlya 1), [c„[2 az ti indexű állapot gyakorisá-
gát is jelenti, s a teljes szám e járulékokból additive tevődik össze. 
Ezen értelmezés igazolása céljából vegyük szemügyre egy tömegpont moz-
gását a háromdimenziós térben az U(x, y, z) potenciális energia hatása alatt; ekkor 
az (1) differenciálegyenlet így fest: 
А ф + Щ ^ - ^ - Щ ф = 0. (5) 
Helyettesítsük be ide W helyére a Wn sajátértéket, ф helyére а фп sajátfüggvényt, 
szorozzuk meg az egyenletet i/^-gal és integráljunk a térre (dS = dx dy dz) ; kapjuk: 
ф*Аф„ + (Wn — 1/)фп ф* j = 0 . 
A Green-tétel alapján, a (2) ortogonalitási tételek tekintetbe vételével nyerjük a 
Ч W n = \ \ \ \ ~ - (grad ф„ - grad ф*т ) + ифп ф*т j dS (6) iL 8 лгр 
eredményt. Minden egyes energianívó felfogható mint a sajátrezgések energia-
sűrűségének térfogat szerint képezett integrálja. 
Képezzük most a megfelelő integrált tetszőleges ф függvény esetére: 
w = J j j {Жlgrad <AI2+w}dS' (7) 
erre a (3) sorfejtés behelyettesítésével a 
W=Z\ctfW„ (8) 
n 
kifejezést kapjuk. A [c„|2 alapul vett értelmezése szerint a jobb oldal az atomok 
valamely rendszere összenergiájának középértékét szolgáltatja; ez a középérték 
eszerint előállítható, mint а ф függvény energiasűrűségének térfogati integrálja. 
Ezen kívül azonban nem hozhatunk fel semmilyen lényeges szempontot fel-
fogásunk alátámasztására mindaddig, amíg periodikus folyamatokra szorítkozunk. 
2. §. Aperiodikus rendszerek. Rátérünk tehát az aperiodikus folyamatokra, s 
először az egyszerűség kedvéért az x-tengely mentén végzett egyenesvonalú egyen-
letes mozgást vesszük szemügyre. A differenciálegyenlet most a 
(*.-»£*) ,., 
alakú; a sajátértékek: valamennyi pozitív W érték, a sajátfüggvények: 
ф = се
±
'
кх
. 
Ahhoz, hogy itt súlyokat és gyakoriságokat definiálhassunk, mindenekelőtt nor-
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málnunk kell a sajátfüggvényeket. Az 1. § (2)-vel analóg integrál-képlet nem alkal-
mazható (az integrál divergens); kézenfekvőnek látszik, hogy ahelyett a 
+ a +я 
l im J - / \ф(к, x),2dx = lim JJ- / eikxe~ikxdx = 1 (2) fl-teо 2ci j ű-»oo 4я j 
—a —a 
„középértéket" használjuk; innen c = l következik, így a normált sajátfüggvények: 
ф(к,х) = e±ikx. (3) 
Az x változó bármely függvénye összetehetó' ilyenekből. Meg kell azonban 
még választanunk a mértékegységet a /с-skálán, azaz: meg kell állapítanunk, mely 
szakaszhoz tartozzék egységnyi súly. Ebből a célból a szabad mozgást mint periodikus 
mozgás határesetét, az x-tengely egy véges szakaszához tartozó sajátrezgések 
határesetét fogjuk fel. E sajátrezgések hosszegységre s а (к, к + Ak) közre vonatkoz-
tatott s z á m a ~ = A hol A a hullámhosszúság. így írható: 
8 
ф(х)= j с(к)ф(к, x)d Y = - i - Jc(k)eikxdk, (4) 
ahol 
c ( — k) = c*(k) ; (5) 
azt várjuk, hogy [c(A)j2 lesz az L dk közhöz tartozó gyakoriság mértéke. 
2n 
Az atomok valamely halmaza esetében, melyben a sajátfüggvények a c(/r)-val 
megadott eloszlásnak megfelelően lépnek fel, az atomok számát állítsa elő az 1. § 
(4)-gyel analógiában az 
J \ф (x)|2 dx = J L J d x j c(k) eikx dk (6) 
integrál. Vegyük szemügyre azt az esetet, amikor csak а к
х
ш к ^ к 2 kicsiny köz 
van elfoglalva; ekkor 
ki 
J с (k)eikx dk = с Je' 
— °° ki 
a
 hol с alkalmas középértéket jelöl. Kapjuk: 
ikx
 dk = J-(eik2X -eikíX), 
J \ф(х)\20х = J J J f k
 (е*г*-е'
к>*)(е-'> ikz x g — ik^x^ _ 
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A haladó mozgás impulzusa, mely a (3) sajátfüggvényhez tartozik, de Broglie szerint 
' - t - S * « 
Talán nem felesleges megjegyezni, hogy ez is felfogható, mint „mátrix"; a folytonos 
spektrumban azonban a mátrixokat nem integrálokkal, hanem középértékekkel 
kell definiálni, itt tehát 
^ * ü m J L h 4 k > x ) W ^ d x = 
2ni 2a 
+ я 
2л/ a-.- 2a 
и 
h 
= ——.- lim I e~ikx ik'eik x dx; 
p(k, k j A A, ha k=k', ( 8 ) 
0, ha к Tik'. 
Helyettesítsük itt Ak = k2-k1-et ^Ap-we\; így nyerjük végül: 
/ iß(x)\2dx = \c\2^. (9) 
Ezzel megkaptuk az eredményt — összhangban Sackur és Tetrode [6] a tapasztalat-
tól sokszorosan igazolt feltevésével—• hogy a Ax= 1 hosszhoz s a Ap = h impulzus-
h 
közhöz tartozó cellának egységnyi súly felel meg, és hogy j c ( A ) j 2 a p = z~ к impul-
2 7Г 
zusú mozgáshoz rendelt gyakoriság. 
Térjünk most át a gyorsuló mozgásokra. Itt természetesen magában véve 
hasonlóképpen definiálhatnánk a mozgás lefolyásához tartozó, meghatározott 
eloszlást. Az ütközési folyamatok esetében azonban ez nem ésszerű kérdésfeltevés. 
E folyamatok esetében minden mozgáshoz az ütközés előtt és után egyenesvonalú 
aszimptota tartozik. A részecske tehát az ütközés előtt és után (az ütközés tulaj-
képpeni tartamához képest) igen hosszú időn át gyakorlatilag szabad állapotban 
tartózkodik. így tehát — összhangban az előttünk álló kísérleti problémával — 
a következő felfogásra jutunk: Az aszimptotikus mozgásra az ütközés előtt legyen 
ismert a | c ( A ) | 2 eloszlásfüggvény ; kiszámíthatjuk-e ebből az ütközés után érvényes 
eloszlásfüggvényt? 
Itt természetesen stacionárius részecskeáramot tartunk szem előtt. Matemati-
kailag így feladatunk a következőkben áll: a rezgést leíró stacionárius ф teret be-
futó és kifutó hullámokra kell felbontanunk; ezek aszimptotikusan síkhullámok. 
Állítsuk elő ezek mindegyikét (4) alakú Fourier-integrál segítségével és válasszuk 
a befutó hullámok c(A) koefficiens-függvényét tetszőlegesnek; a feladat abban áll, 
hogy megmutassuk, a kifutó hullámokhoz tartozó c(A) együtthatók teljesen meg 
vannak határozva. Ezek szolgáltatják az eloszlást, mellyé valamely megadott ré-
szecske-keverék az ütközések eredményeképpen átalakul. 
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A viszonyok világos áttekintése érdekében foglalkozzunk először az egydimen-
ziós esettel. 
3. §. A sajátfüggvények aszimptotikus viselkedése a folytonos spektrumban 
egy szabadsági fok esetén. A Schrödinger-féle differenciálegyenlet: 
^ ^ ( w - u m - o : <» 
tt U(x) a potenciális energia. Rövidítésként legyen 
^ W = k \ U(x) = V(x); (2) 
ekkor 
g + k^ = Уф. (3) 
Vizsgáljuk meg a megoldás aszimptotikus viselkedését a végtelenben. Az egyszerűség 
érdekében feltesszük, hogy У(х) a végtelenben x_2-nél gyorsabban tűnik el, azaz: 
W(x)\ < , (4) 
ahol К valamely pozitívjszám [7]. 
А ф(х) függvényt iterációs eljárással határozzuk meg; legyen 
u0(x) = eikx, (5) 
továbbá и fx), и fx), ... legyenek a szukcesszív 
d2un , 9 
= г"п-1 
közelítő egyenleteknek azon megoldásai, amelyek x— + mellett eltűnnek. 
Ekkor 
u„(x) =l- J U„-f f t ) V(t) sin k ( t - x ) dt, 
amint arról közvetlenül meggyőződhetünk. Kapjuk: 
1 / \ u „ ( x ) I \un-ft)\'\V(t)\dt. 
Most megmutatjuk, hogy 
ex. 1 í K | M
«
W I
 = 7zT Ikx 
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Ez igaz, ha n = 0, minthogy (5)-bó'l | « 0 (x ) | ë l következik. Tegyük fel, hogy az я —1 
indexre fennáll: 
\ n - l 
ekkor kapjuk: 
k(x)\ ^ 
l " - ™ S ( я ' , ) ! 
к 
kl 
i i iк " - 1 
к (я— 1)! (к 
amint állítottuk. 
Következésképpen а 
<АМ = 2 4 w (6) 
sor bármely véges közben egyenletesen konvergál; azt tetszőleges sokszor tagonként 
differenciálhatjuk, így az, mint könnyen látható, differenciálegyenletünk keresett 
megoldása. 
Minthogy valamennyi щ, и
г
, ... az x — esetben eltűnik, a tjj függvény 
a végtelenben aszimptotikusan u0 = eikx-be megy át. 
Ugyanígy mutathatjuk meg, hogy van egy olyan megoldás, amely x — esetén 
aszimptotikusan e~ikx-he megy át. Minthogy az általános megoldás csak két állan-
dót tartalmaz, aszimptotikusan a 
ф+(х) - = aeikx + be-ikx (7) 
alakúnak kell lennie. Itt válik láthatóvá a rendszer elfajulása; minden W saját-
érték mellett fellép a két érték, k és — k, így hozzá két lineárisan független megoldás 
tartozik. 
Pontosan ugyanúgy következik, hogy az általános megoldásnak x—— °° 
esetén is ugyanolyan alakúnak kell lennie: 
ф - (x) = Aeikx+Be~ikx. (8) 
Itt az А, В amplitúdók a és b meghatározott függvényei. 
A megoldást most felbontjuk ki- és befutó hullámokra; írjuk ki ebből a célból 
az e'km | / rr = 27tv = ~ í r j időfaktort és legyen 
a = ce e
i T e f
, A = С
а
е'
Фа
', 1 
b = с
а
е~"Г'', В = С
г
е~'
ф
"
,\ ^ 
Ekkor 
iф+(х) = ceeik(x+c,+'r') + cae~ik ( * - » » + » ' « ) , 1 
i// - (x) = C a e i k l x + v t + 0 ° 4 C e e - i « x - v , + * - 4 
Az e indexszel megjelölt tagok valós része a befutó hullámokat írja le. az a-val 
megjelölteké a kifutó hullámokat. 
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Bennünket az az eset érdekel, amikor x = + °° mellett egy befutó hullám van; 
ekkor Ce = 0; továbbá önkényesen = 0 írható. Ekkor 
ф + (x) = ce eik (x+vö + c„e~ik (* - w+p«) 
ф-(х) = caeik<-x+vt+i,"\ 1 (11) 
Megmutattuk, hogy az integráció révén t/i_(x)-et ф + (x) meghatározza, azaz: А, В 
meghatározott függvényei a-nak és ft-nek. Esetünkben Ce = 0, B — 0; a nyert két 
egyenlet tehát ilyen alakú : 
a = а (а, Ш 
o = W ) j <12> 
A második egyenletbó'l a b az a segítségével kifejezhető', majd az elsőből megkap-
hatjuk A-t a-val kifejezve. Ez azonban azt jelenti, hogy a visszavert hullám állandói 
s az áthaladó hullám állandói a beeső hullám amplitúdójából kiszámíthatók. 
Meg lehet most már mutatni, hogy a három hullám intenzitása között össze-
függés áll fenn. Ezt a legegyszerűbben az energiatétel segítségével kaphatjuk meg. 
4. §. Az energia megmaradásának tétele. E tétel levezetése céljából nyúljunk 
vissza a Schrödinger-féle differenciálegyenlet azon alakjáért, amely még nem veszi 
tekintetbe a tisztán periodikus rezgésre vonatkozó feltevést; egy 
dx2 v2 dt2 K r 
alakú hullámegyenletből indulunk ki tehát, ahol v a hullámsebesség. A Schrödinger-
egyenletre úgy jutunk, ha de Broglie nyomán [8] a 
hv = W = Ë-u2+U, 
:
 h  
v = ;.v, j = p = pu 
feltevéssel élünk ; ekkor 
ü 2 Л 
1 _ h2 1 _ p2u2 2 "  
v2 ~~ À2 h2 v2 W2 W2 ' 
± = ^ ( w - u ) . (2) 
2
™.Wt 
Ha olyan megoldásokat keresünk, amelyek időfüggését az e2llin =eh faktor 
adja meg, úgy kapjuk: 
Most azonban az általános (1) alakból indulunk ki, s az egyenletet megszorozzuk 
^ - v e l 
dt 
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Fennáll 
д
2
ф дф 
dx2 dt 
d (дуд ф 
dx \dx dt 
dф d2ф 
dx dxdt 
Feltéve, hogy v csak x-től függ, kapjuk: 
d_(dy\i_dji_ 
dx I dx dt А 1 И '
2 
dt 2 dx 
д_(дфдф 
dx I dx dt dt 2 \dx) + 2v2 dt 
1 (dф 
) b 
A térre integrálva kapjuk: 
í m : A } ~ т н т ь = ° • 
(3) 
(4) 
Itt — mint azt az 1. §-ban megmutattuk — a térfogati integrált a térben jelen levő 
összenergiaként kell értelmeznünk. Ennek kifejezése azonban nem érdekel bennünket, 
minthogy számunkra a be- és kiáramló energia a fontos, melyet a határon fellépő 
tagok adnak meg. Időben periodikus folyamat esetén a második tag időátlaga 
eltűnik, s a 3. § (7), (8) alatt bevezetett jelölés felhasználásával nyerjük a 
N y Ü l -
dx dt dx dt 
(5) 
összefüggéseket. Ez az egyenlet azt mondja, hogy a beáramló energia egyenlő a ki-
áramlóval. Behelyettesítve ide a 3. § (10) alatt felírt kifejezések valós részét, kapjuk: 
C2 — C2 = c2 — c2 
Ks
 a Ks e к е , 
vagy a Ce = 0 esetben [vő. (11), 3. §]: 
cl + C2a 
(6) 
(7) 
Ez azt jelenti, hogy minden egyes, adott A - h o z tartozó elemi hullám esetében a beeső 
intenzitás ketté oszolva adja meg a jobbra és balra szóródott két hullám intenzitá-
sát; vagy a korpuszkuláris elmélet nyelvén: ha adott energiájú részecske az atomnak 
ütközik, úgy vagy visszaverődik, vagy tovább halad ; e két esemény valószínűségének 
összege 1. 
Az energia megmaradásának tételéből következik tehát a részecskeszám meg-
maradása. Ennek oka a rendszer elfajulásában rejlik; minden egyes sajátértékhez 
több mozgás tartozik és ezek között nyerünk összefüggést. 
5. §. Általánosítás három szabadsági fokra. A tehetetlenségi mozgás. V e g y ü k 
szemügyre egy a térben az U(x, y, z) potenciális energia hatása alatt mozgó részecskét. 
Ekkor a 4. § (1) differenciálegyenlete mintájára írható: 
аф—: 
1 ^ ф 
dt2 = 0, 
(1> 
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ahol v-t a klasszikus mechanika közelítésében ismét 4. § (2) adja meg. A megmaradási 
tétel most 
vagy integrálva a térre: 
itt dS = dxdydz, és da egy a végtelen távolban fekvő zárt felület eleme, a v külső 
normálissal. Időben periodikus folyamatokra innen következik, hogy az első tag 
időátlaga eltűnik: 
/ 
Erre az esetre a 
Аф + (к2-У)ф = 0 (5) 
differenciálegyenlet érvényes, ahol 
к
г
 = ^ W, V(x, y, z) = ^ - U(x, y, z). (6) ' 
Tehetetlenségi mozgás ( E = 0 ) esetén a differenciálegyenlet: 
Аф + к2ф=0; (7) 
a megoldás: 
ф = e>™ (8) 
itt r az x, y, z komponensekkel rendelkező vektor; í a 
|!| 2 = k2x + k2y + k2 = k2 (9) 
relációnak tesz eleget, s egy faktortól eltekintve az impulzusvektorral egyezik meg: 
P = A ,
 ( 1 0 ) 
h , , h 
A de Broglie-féle hullámhosszat — = p = p = — k adja meg. A (8) meg-
Я 2л 
oldás a középértékképzéssel [lásd 2. § (2)] definiált értelemben normáltnak tekin-
tendő. Az x, y, z változók valamely függvényét röviden /(r)-rel, a kx,ky,k: vál-
tozókét /(í)-val stb. jelöljük. Legyen dS = dxdydz. 
A (7) egyenlet legáltalánosabb megoldása 
(//(r) = M0(r) = f c(g)eik^dw, c ( s ) = c * ( s ) , (11) 
ahol s egységvektor, dm pedig a térszögelem. Ez tehetetlenségi mozgásokat ír le 
az összes lehetséges irány mentén, ugyanazon energiával; az alapulvett elvek szerint 
|c(s)[2 az s irányba repülő részecskék egységnyi térszögre eső száma. 
1 5 8 
AZ ÜTKÖZÉSI FOLYAMATOK KVANTUMMECHANIKÁJA 4 7 3 
Levezetjük az u0 függvény egy aszimptotikus előállítását, mely világosan meg-
mutatja, miként viselkedik u0 a végtelenben. Bár az eredmény igen egyszerűen 
megkapható, azt itt egy általános módszerrel kívánjuk leszármaztatni, mely a ké-
sőbb tárgyalásra kerülő bonyolultabb esetekre is alkalmazható. Gondoljuk el, 
hogy az 
x = auX+a12 Y+a13Z, X= alxx + a21y + a3íz, 
y = a21X+a22 Y+a23Z, Y = a12x + a22y + a32z, • (12) 
z = a31X+a32 Y-ha33Z, Z = a13x + a23y + a33z 
ortogonális transzformáció segítségével új X, Y, Z derékszögű koordinátarendszert 
vezetünk be. Egyszersmind az s egységvektor helyett ugyanezen ortogonális transz-
formáció segítségével bevezetjük az új £ egységvektort; ekkor a dm térszögelem 
a dQ új térszögelembe megy át, és kapjuk: 
rs = 9Î£. (13) 
Válasszuk az új koordinátarendszert olymódon, hogy 
X=0, 7 = 0 (14) 
legyen; ekkor 
Z = r = Ú x 2 + / + ? . (15) 
A (11) integrál ekkor így írható: 
м0(х, y, z) = Ug («13 Z, a23 Z, «зз Z) = 
= /dQc(alx £ x + « 1 2 £ , + « 1 3 S „ 
Vezessük be £ polárkoordinátáit: 
£ x = sin 9 cos cp, = sin 9 sin <p, £ z = cos 9, (16) 
és legyen cos 9 = p ; ekkor 
2л + 1 
Ug = f d(p J dpc(ll — p2 ( a n c o s Ф + « i 2 sin (p) + paí3, ...)eikZfi. 
0 -0 
Parciális integrálással innen következik: 
2л 
0 
2л 
~ l l z J («11 cos (p + a12 s in (p) + pa13, ...)eikZ»dp. 
о 
7 F i z i k a i Fo lyó i ra t X I V / 5 
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Ezen eljárás újból alkalmazva látjuk, hogy a második tag Z~2 módjára eltűnik. 
Beírva ide a Z = r, a13 = 2 = 2 } értékeket, nyerjük az 
2 л 
ikr 
»г ч 4л 
и0 (x, y,z) = — 
X y_ z 
eikr 
r r 
л 
a, az 
( \ 
Q X У 
- I ? 
и 
5 
r r ) 
- 7 - Л - т Н -
(17) 
vagy másként, c=\c\eiky-t írv
X у z 
sin к \r + у 
r r r 
r 
(18) 
aszimptotikus kifejezést. Ez azt jelenti, hogy u„ aszimptotikusan gömbhullámként 
x 
viselkedik, az iránytól függő amplitúdóval és fázissal; az intenzitás mint az s = — 
r 
irány függvénye meghatározza az s-et mint tengelyt körülvevő dw térszögelembe 
érkező részecskék gyakoriságát : 
Ф,(1ш= \c(s)\4w. (19) 
6. §. Rugalmas ütközések. Most rátérünk az általános 
Аф + (к2-У)ф=0 (1) 
egyenlet [vö. (5), 5. §] integrálására; ez fizikailag annak felel meg, hogy az elektron 
nem gerjeszthető atomnak ütközik. 
Mint a 3. §-ban, ф-t iterációs eljárással nyerjük, melyhez kiindulásként az 
imént bevezetett u0 függvény [5. § (11)] szolgál. Ezek után rendre meghatározzuk 
az «25 • • • függvényeket a 
Aun + k2u„= Vu„-1 = F„_1 (2) 
iterációs egyenletekből. A Green-tétel a megoldást — mely az eikv' időfaktorral ellátva 
kifutó hullámoknak felel meg — az 
M r ) = -
 4'_ / F „ _ x ( O d S ' (3) 
alakban szolgáltatja, ahol r ' az x', y', z' komponensekkel rendelkező vektort jelöli, 
továbbá dS' =dx'dy'dz'. Az eljárás konvergenciáját igazolhatjuk azon feltevés 
alapján, hogy V úgy tart zérushoz, mint r~2 [9]; ezt azonban nem részletezzük, 
hanem feltesszük, hogy a 
<A(r) = 2 4 ( r ) 
n = 0 
sor előállítja a megoldást. 
Vizsgáljuk meg w„(r) aszimptotikus viselkedését. Részletesen írható: 
1 f f f
 е
-1кУ(х-
х
у+(у-У)2+Ь-г)г  
un(x, y, z) = — —— / / / Fn-X(x'y'z') , dx' dy' dz'. 
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Ismét végrehajtjuk a koordinátarendszeren az 5. §-ban megadott elforgatást, és 
az integrációs változókat ugyanazon elforgatásnak vetjük alá. Ekkor 
«„(+ У, z) = +(«i3 4 a23 Z, ű33 Z) = 
1 ГГГ p - ik fÍC1 + Y' 2 + (Z — Z ' ) 2 
= - T - F'„_fX' Y' Z') <tt" dY' dZ' ; 
4 nJJJ Yx'2+ Y'2 + (Z — Z')2 
(4) 
/ A " 2 + R 2 + ( Z - Z ' ) 2 
itt 
Г
И
_
Г
(АГ, R , Z ' ) = £„_1(A11Z' + Ű L 2R + ŰL3Z', ...). (5) 
Vezessünk be polárkoordinátákat: 
A" = g sin 0 cos <p, = g sin .9 sin rp, Z' = q cos 3. Ekkor 
а л «> л 
u„ = — - T J dtp j Q2 dg J sin 9 d9F'„_fg sin 9 cos cp, ...) • 
£ — ifcf Л2 + Z2 — 2pZ cos 0 
j v + z*-2í?zcos£> ' 
Végül 9 helyett bevezetjük a g integrációs változót a 
Yg2 + Z2-2gZcos9 = Z/ í , 
Z 
sin 9 í/9 = — tt r/u ; 
e 
képletekkel; az integráció határai ekkor 
9 = 0: g = 
f " 1 9 = ii: g = f + l ; 
cos3-t és sin $-t bizonyos C(É>, Z, /I). F) függvények állítják eló', melyek az 
alsó határon a c = 1 , í = 0, felsó' határon а с = — 1 , í = 0 értékeket veszik fel. Ily 
módon kapjuk: 
q 
2л ~ Z + 
и
п
 = — - T - J dtp j Q dg J F'n_i(6scos tp, gs sin tp, gc)e~ik>lZ dg. 
0
 ° I—-il 
I z ! 
Innen parciális integrálással nyerjük, mint az 5. §-ban, az 
2л ~ 
К = ^ J dtp Jodg 7 ^ { 4 - i ( 0 , 0 , e ) « - i t ( Z + e ) - 4 - i ( 0 , 0 , - e ) e - « l z - e l } 
о 0 161 
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aszimptotikus előállítást. Itt (5) szerint 
К-ЛО, 0, q) = Fn_2(a13 q, a23 g, a33 g) = F„_x gx gy Qz — > — ' — 
К-Ло, o, -e) = F„-i(-«i3 e, -Ö23 -« за 0) = 4 - i 
így tehát 
gx gy gz 
-ikr F 
Ikr j 
e 
likr g dg F„-i 
e / ez. 
e-ikr 
2ikr 
г 
/ g dg F„_j px л 
Itt a második integrál /•->«» esetén eltűnik; feltettük ugyanis, hogy \V\^ar~2, 
így folytán 
tehát 
J & d g f „ - -
r 
Végeredményként kapjuk: 
«„ = 2 г Ar 0 dQ 1 
gx 
r 
e - ^ - F ^ i l — • • • I e — ikn (6) 
Ennek azonban még áttekinthetőbb alakot adhatunk. Ebből a célból bevezetjük 
az F„_x függvény Fourier-koefficiensét: 
1 
(2я): 
(7) 
2 - Í 4 I du> F„-1(rs)e - i r ( t i ) 
A már kétszer alkalmazott eljárással meghatározzuk az aszimptotikus értéket; 
kapjuk : 
fn-i(kx, ky, k f ) = 
hk f r d r { F n ~ 1 4 n2ik 
rkx  
к 
• 4 - 1 A: ' ... e 
-ikr 
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Eszerint 
7 . -11 к
 r , к r , к r j — 
=
 4 ^ J k j e d e { F " - k 
QX 
... „ - » - F . - J - . 
£?X (В) 
Ezt (6)-ba helyettesítve végeredményként kapjuk: 
K ( x , y , z ) = 2 n 2 f ~ 1 \ - k J , - k J , (9) 
Összehasonlítva ezt az 5. § (11) és (18) képleteivel látjuk: a végtelenben elhelyez-
kedő megfigyelő a szórt sugárzást síkhullámként észleli, melynek 
^2ni\fn11(-kS)\ = kn 
amplitúdója az s iránytól függ; annak valószínűsége, hogy valamely elektron az 
« közepes iránnyal jellemzett dw térszögelembe térül el, eszerint 
Ф daj = ti2k2 2 fit(—ks) 
n = о 
da). (10) 
Az egész megoldás aszimptotikusan a 
Ф" = + = ~{\c(,s)\eik^+D + kn Zfn°°(-ks)e-ar (1 = 1 л I ,1 = 1 
alakú. Ha ezt a kifejezést kiegészítjük az e'kv' időtényezővel, úgy az 5. § (4) képlete 
könnyűszerrel szolgáltatja a „részecskeszám megmaradását". 
Első közelítésben kapjuk: 
/„-1 kiszámíthatjuk az 
M l ) =
 lk)2 / f<k)e-i(u)ds 
szigorú képletből, vagy azonnal használhatjuk (lásd [8]) az 
/ о " ( - Ь ) Q dg {F0(es)eik- - F0(- es) e~ik*} 
(И) 
(12) 
(13) 
aszimptotikus kifejezést. 
7. §. Rugalmatlan elektronütközések. Jellemezze az atomot (vagy a molekulát; 
mi mindig „atomot" mondunk) a H"(p, q) Hamilton-függvény [10]; tegyük fel, 
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hogy a Schrödinger-egyeneletet e rendszerre megoldottuk; ismerjük tehát a ff7" 
sajátértékeket és a i//an(q) sajátfüggvényeket, melyek a 
[ h " - w m = 0 (1) 
egyenleteket azonosan teljesítik. 
Ütközzék ennek az atomnak egy elektron; a szabad elektron Hamilton-függvénye 
he = ~(p2x+p2y+píy, 
a ff73 sajátértékek: valamennyi pozitív szám, a sajátfüggvények pedig 
e±*(n), к2 = (2) 
a beeső hullámoknak megfelelő általános megoldás: 
i \ i \ = J c°(s)eikW da>-, (3) 
r»>0 
ez a 
[Hc- Wc, фЕ
к
] = 0 v a g y АфЕ
к
 + к2фЕ
к
 = 0 (4) 
differenciálegyenletnek tesz eleget. Az atom és az elektron között uralkodjék az 
U(q;x, y, z) (5) 
potenciális energia. 
A két részecske kölcsönhatását a 
Я = Я° + Л Я а ) 
Hamilton-függvény írja le, ahol 
H° = Ha + HE, 
я я
( 1 )
 = и. 
A megoldás a perturbálatlan rendszer esetében 
w°nk=wn+w\ ф°пк=Ш-
A perturbált rendszer 
[Я— ff7, i / /]=0 
Schrödinger-féle differenciálegyenletét a 
ф = ф° + Лф™ + ... 
feltevés alapján kívánjuk megoldani. így a 
[ я ° - i n , й й = - иф°
пк
, 
[H°- Wl, ф%>] = - ифЦ\ 
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közelítő egyenleteket nyerjük. írjuk részletesen: 
[ н \ +[н\ - wak = - иф°пк, 
vagy 
tö'l-^Jfö1 - W& фЦ> = - иф°„
к
. 
Ennek az egyenletnek a megoldását a 
фя = 2 и£(т)ф"
т 
m 
próbakifejezés segítségével kíséreljük meg; a sorfejtés itt láthatóan egyedül a per-
turbálatlan atom sajátfüggvényei szerint halad, melyek együtthatói még határozatlan 
függvényei az elektron helyzetvektorának. 
Mármost (1) szerint 
[H-, фЦ>] = 2 "nm ( r) Ш", Ф1] = 2 "nmW W' Фа
т
 . 
m m 
A jobb oldalon álló adott függvényt fejtsük ki ugyanilyen módon: 
иф
0
пк
 = ф°
к
иф°
п
 = ф°
к
2и
пт
ф°
т
; 
m 
az együtthatók a potenciális energiához rendelt mátrixot képezik. E kifejezéseket 
a differenciálegyenletbe helyettesítve kapjuk: 
2 > n , K n ' ( Г ) W')\ =-2Гт и„ф\. 
m l ш p ) m 
Itt ф„ együtthatóit a két oldalon egyenlővé téve differenciálegyenletet nyerünk 
uhm(x) számára; szorozzuk meg ezt — ^ ™ - t e l és vezessük be a 
$n2p 8n2p 
V
 =
 V
nm = —j-T-Unmr ( 6 ) 
Km
 { h v a m + w e ) ( 7 ) 
rövidítéseket; ily módon kapjuk: 
аи£> + к
т
и£2 = v„m фк. (8) 
Ezzel a problémát visszavezettük a rugalmatlan szórás korábban tárgyalt esetére; 
a további közelítések ugyanis szintén ilyen hullámegyenletre vezetnek. A korábbiakkal 
szemben azonban fennáll a következő különbség: Az atom minden egyes (n^-m) 
átmenetének megfelel egy-egy differenciálegyenlet, melynek jobb oldalát a potenciális 
energia megfelelő mátrixeleme határozza meg. A beeső hullámot jellemző k érték 
helyére minden egyes alkalommal más-más knm érték lép, melynek a 
W
"
m =
 JJpk"m = ín'a-"+WÍ (9) 
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energia felel meg. Innen már következik az elektronütközések kvalitatív alaptör-
vénye: Az elektron energiája az ütközés után általában különbözik az ütközés 
előtti energiától; attól az atom valamely h\amn energiaszintközével tér el. Minden 
egyes ütközési folyamathoz tartozik egy-egy 
Ф„
т
 = n 2 k L \ f ï ( - k „ m s ) \ 2 (10) 
valószínűségfüggvény, mely a 6. § (12) és (13) képlete segítségével határozható meg. 
8. §. Fizikai következmények. Mindenekeló'tt megmutatjuk, hogy képleteink 
az atomok viselkedését ütközések esetén kvalitatíve helyesen tükrözik vissza; ne-
vezetesen számot adnak az „energiaküszöbök" létezéséró'l, melyeket mindenkor 
a kvantumelmélet alappillérének és a klasszikus mechanikával szemben talált leg-
durvább ellentmondásnak tekintettek. 
Rendezzük el az atom energiaszintjeit nagyság szerint: 
A 0 index az atom normálállapotát jelzi és fennáll 
hm=wa-wi< 0 (»>/») . 
Vegyük szemügyre előbb azt az esetet, amikor az atom kezdetben normálállapotban 
van. Ekkor mindegyik v/„0>0, s a 7. § (9) képletéből következik, hogy 
Uf с _ U y c _ U v a 
''От — "
 n m0-
Ha W e <h \ \о , úgy fEőm a z лг>0 esetben negatívvá válnék, ami lehetetlen; igy tehát 
m = 0 kell, hogy legyen, és így 
= w. 
„Rugalmas" reflexió következik be tehát, Ф00 valószínűséggel. Ha Wc-t addig növel-
jük, míg 
hvlo^w^hvlo, 
lesz, úgy Wő,„ az m = 0 és m = 1 esetekben pozitív; vagy rugalmas reflexió követ-
kezik be Ф00 valószínűséggel, vagy pedig rezonanciagerjesztés Ф01 valószínűséggel. 
Ha Wc tovább növekszik, míg 
teljesül, úgy három eset van: 
Rugalmas reflexió Ф00 valószínűséggel, az első kvantumszint gerjesztése Ф01  
valószínűséggel, a második kvantumszint gerjesztése Ф02 valószínűséggel; sít. 
Vegyük most szemügyre azt az esetet, amikor az atom kezdetben a második 
kvantumállapotot (» = 1) foglalja el ; ekkor v?0>Oés v"m<0, ha m = 2, 3, ... 
Fennáll tehát 
Wo = W° + hv%, 
f v f i = w\ 
w{m = wz — hvaml, /» = 2 ,3 , . . . 
Ha WE < /iv21, úgy W\,„ negatív az m = 2, 3,... esetekben ; ennek folytán vagy másod-
fajú ütközés következik be, miközben az elektron energiája h vVval nő (a való-
színűség Ф]0), vagy pedig rugalmas reflexió, melyhez а Ф и valószínűség tartozik. 
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Ha 
AVjjj-e We-=zhv31, 
úgy e folyamatokhoz járul még az n = 2 állapot gerjesztése Ф12 valószínűséggel; sít. 
Az általános esetben, amikor az atom kezdetben az n állapotban foglal helyet, 
esetén csak másodfajú ütközések következhetnek be, mikor is az atom leesik a 
0, 1, ... n— 1 állapotba és az elektronnak hv"n0, hVnl, ... hv°t energiát ad át rendre 
ф
П
1> ••• Ф„.п-1 valószínűséggel, továbbá а Ф„„ rugalmas reflexió. Ha Wc na-
gyobbá válik mint hv"+ly„, úgy ezekhez járulnak a gerjesztések rendre а Фя>п + 1 , 
Ф
п > и + 2 , . . . Фп>ш valószínűségekkel, ha 
teljesül. A következő feladat az volna, hogy a valószínűség 7. § (10) képletét tár-
gyaljuk meg; itt azonban megelégszünk az alábbi nagymértékben előzetes, egy-
szersmind meglehetősen vitatható megfontolással. Fejtsük ki az U potenciált r~x 
hatványai szerint; semleges atom esetében az első közelítés az 
u(x,y,z) = jí№ r) (1) 
dipóltagot szolgáltatja, ahol sí>(</) az atom elektromos momentuma. Rendeljük 
ehhez a 
%m 
mátrixot. Ekkor a 7. § (6) képlete szerint 
8 т г > Г 2 
Urni j • (2 ) 
Ez a feltevés természetesen csak olyan elektronokra lehet helytálló, amelyek az 
atomtól jelentékeny távolságban haladnak el. Megfontolásainkat tehát olyan elektro-
nokra korlátozzuk, amelyekre r > r 0 [11]; a 6. § (13) képlete alapján írjuk: 
fo~(-Km s) =
 A J i k J QdQ{Fm(e*)e-^-F„(-e*)eb*-~}. 
г о 
Feltesszük, hogy a beeső elektronok párhuzamos nyalábot képeznek, mely sík-
hullámnak felel meg; ekkor 
r- , ч t 7 8 n2ue ,m . eike"* Fnm Ш = Vnm e,k"s* = - ф - 0)3„m, s) . 
Kapjuk: 
ue 
™Kmfü C" Km S) = АП f f (^om ' 5) A ' ( 3 ) 
ahol s, = c o s $ mellett írható: 
-Sdi A — ! — cos [g (k cos $ — A„m)], (4) 
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vagy 
A = -Cfir0[k cos В-k„J), (5) 
ahol Cj(x) az integrálkoszinusz jele [12]. 
A valószínűségfüggvény a 7. § (10) képlete szerint 
= (6) 
Ha végül az atom összes lehetséges helyzetére átlagolunk, úgy "}!„,„ két-két kompo-
nenséből képezett szorzatok középértéke eltűnik, a komponensek négyzetének 
középértéke pedig £ P„„,l2-et ad, ahol P az elektromos momentum abszolútértéke. 
Kapjuk tehát: 
1 6 ^ V 
^ nm 3//2 nml * V/ 
Röviden megbeszéljük a valószínűségfüggvény e kifejezését. 
Mindenekelőtt látható,hogy közelítésünkben a valószínűség P„m|2-tel, azaz 
mA-n esetén az Einstein-féle sugárzáselmélet b„m együtthatóival arányos, mely 
utóbbiak a sugárzási térben bekövetkező abszorpciós és indukált emissziós folya-
matoknak felelnek meg (nem pedig a spontán emisszió anm = П 3 — bnm valószí-
nűségeivel!) [13]. 
A rugalmas reflexió valószínűsége />n„|2-tel arányos; e mennyiségnek az opti-
kában nincs szerepe. A P„m mátrix átlós elemei általában eltűnnek [14]; kivételt 
az a néhány eset képez, amelyben lineáris Stark-effektus lép fel (mint a hidrogén 
atom esetében). Pauli közölte velem, hogy neki sikerült levezetnie a kvadrupól-
és magasabb momentumok eltűnését is az alkáli a tomok s termjeire, valamint 
a nemesgázok és az alkáli földfemek normálállapotára; ez az eredmény az atomok 
hatását képviselő erőtér gömbszimmetriájának egzakt megfogalmazását fejezi ki. 
Közelítésünk nem elégséges tehát a rugalmas reflexió kiszámításához; ehhez a kö-
zelítésben egy lépéssel tovább kell menni. Ezt a későbbiekben meg kívánjuk tenni, 
hogy lehetőséget nyerjünk elméletünk ellenőrzésére, felhasználva azt a nagy ész-
lelési anyagot a nem gerjesztett gázokban haladó elektronok szabad úthosszára 
vonatkozóan, amelyet Lenarcl és mások gyűjtöttek össze. Pontos számítások nélkül 
is belátható, hogy ekkor a valószínűséget />„m-ban negyedrendű tagok határozzák 
meg. Ezek a tagok természetesen sokkal kisebbek mint \Pnm\2- Ennek alapján meg-
érthetjük, hogy az atomok normális hatáskeresztmetszete lassú elektronokra (я = 0) 
sokkal kisebb (a „gázkinetikai" értékkel egyenlő nagyságrendű), mint gerjesztésre 
képes, gyors elektronokra [15]. 
A valószínűség függését az iránytól (5) szerint az A2 függvény határozza meg. 
Ez nyilvánvalóan elhajlási jelenségnek felel meg. 
Ezt a következtetést de Broglie elméletéből kb. egy évvel ezelőtt W. Elsasser [16] 
vonta le. A hullámfelfogást komolyan véve arra a következtetésre jutott, hogy lassú 
elektronoknak atomokon olyan eltérítést kell szenvedniök, hogy eloszlásuk az üt-
közés után egy kicsiny golyón elhajló fény intenzitáseloszlásának feleljen meg [17]. 
Kapcsolatba hozta ezzel Ramsauernek az elektronok szabad úthosszára vonatkozó 
megfigyeléseit [18], valamint Davissen és Kunsman [19] kísérleteit egy platinalemezen 
reflektált elektronok szögeloszlására vonatkozóan. E megfontolás helyességét 
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időközben igazolták Dymond [20] kísérletei, ki közvetlenül megfigyelte a reflektált 
elektronok interferenciamaximumainak felléptét héliumban. Képletünk össze-
hasonlítását az észlelési anyaggal a későbbiekben fogjuk elvégezni. 
9. §. Befejező megjegyzések. Az előző megfontolások alapján annak a vélemé-
nyemnek szeretnék kifejezést adni, hogy a kvantummechanika nem csak a stacio-
nárius állapotok, hanem az átmeneti folyamatok problémájának megfogalmazását 
és megoldását is lehetővé teszi. Úgy látszik, hogy a Schrödinger-féle megfogalmazás 
képes a legkönnyebben e tényekről számot adni; ezenkívül lehetővé teszi, hogy 
megőrizzük megszokott felfogásunkat a térről és az időről, hol az események tel-
jesen normálisan játszódnak le. A javasolt elmélet ezzel szemben nem felel meg 
az egyes események kauzális meghatározottságával szemben támasztott követel-
ményeknek. Ezt az indeterminizmust különösen hangsúlyoztam előzetes közlemé-
nyemben, miután számomra úgy látszik, hogy az a kísérletező gyakorlatával a leg-
jobb egyezésben van. Természetesen bárki számára, aki ebbe nem kíván belenyugodni, 
nyitva áll a lehetőség, hogy feltegye: léteznek további, az elméletbe még be nem 
vezetett paraméterek, melyek az egyes eseményeket determinálják. A klasszikus 
mechanikában ezek a mozgás „fázisai", pl. a részecske adott pillanathoz tartozó 
koordinátái. Jelenleg valószínűtlennek látszik, hogy az ezen fázisoknak megfelelő 
mennyiségeket természetes módon be lehessen vezetni az új elméletbe; Frenkel 
azonban közölte velem, hogy ez talán mégis lehetséges. Akárhogy is legyen azonban, 
ez a lehetőség mit sem változtat az ütközési folyamatok praktikus indeterminiz-
musán, hiszen a fázisokat nem tudjuk megadni; különben is így ugyanazokhoz 
a képletekhez kell jutnunk, mint az itt javasolt „fázismentes" elméletben. 
Szeretném hinni, hogy a fénykvantumok mozgástörvényei teljesen hasonló 
módon tárgyalhatók [21]. Itt azonban mindjárt az alapprobléma, a szabad kisugárzás 
esetében nem időben periodikus, hanem lecsengő folyamattal állunk szemben; 
a Schrödinger-féle ф mennyiség és az elektromágneses tér csatolt hullámegyenletei 
számára nem peremértékfeladattal, hanem kezdeti-érték-feladattal állunk szemben. 
E csatolás törvényeinek felkutatása kétségkívül a legsürgetőbb problémák egyike; 
úgy tudom, e kérdésen több helyütt dolgoznak [22]. Ha majd ezek a törvények 
meg lesznek fogalmazva, talán lehetséges lesz megalkotni az állapotok élettartamá-
nak, a sugárzási folyamatok átmeneti valószínűségeinek, a vonalszélességnek és 
a csillapításnak racionális elméletét. 
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A P O T E N C I Á L S Z Ó R Á S A L A P F E L A D A T A * 
DOLINSZKY TAMÁS 
MTA Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
A kvantummechanika megalkotásának első éveiben az érdeklődés előterében 
a kötött állapotok vizsgálata állott. Mivel a kvantummechanikai rendszereknek 
általában végesszámú kötött állapotuk van, az ilymódon szerezhető információ 
csak korlátozott felvilágosítást nyújthat a rendszeren belül uralkodó törvényekről. 
Ezért tolódott át a kutatások súlypontja a szórási állapotok kísérleti vizsgálatára. 
Szórási kísérletek segítségével kötött állapotokkal egyáltalán nem rendelkező rend-
szerek elemei között ható kölcsönhatásról is nyerhetők adatok, így pl. a p—p, p — n 
kölcsönhatásra vonatkozóan. Ha viszont van a rendszernek kötött állapota, szó-
ratással olyan paraméterek is nyerhetők, amelyekről a rendszer diszkrét állapotainak 
vizsgálata nem mondhat semmit. így pl. a hidrogénatom nívószerkezetéből nem 
tudunk következtetni a proton elektromágneses alakfaktorára, míg a proton-elektron 
szóráskísérletekből — igen. 
Az anyag viselkedését legpontosabban a kvantumtérelmélet formalizmusa 
keretében tudjuk ma leírni. A térelmélet értelmében az anyag legkisebb részének 
is végtelen nagy szabadsági foka van és ez konkrét problémákra való alkalmazása 
során leküzdhetetlen matematikai nehézségeket idéz elő. Szerencsére, ez a helyzet 
hasonló ahhoz, mint ami előáll a klasszikus mechanikában a kontinuumok tárgya-
lása esetében. Amint az eldobott gumilabda mozgását nagy vonásokban jó közelí-
téssel adja meg a merev testek mechanikája, úgy redukálódik — bizonyos feltételek 
mellett — a végtelen szabadsági-fokú rendszer közelítő kvantumelmélete néhány 
szabadsági fokra. Az a tapasztalat, hogy kölcsönható részrendszerek relatív moz-
gási energiájának F — 0 csökkentése során a probléma egyre jobb közelítéssel te-
kinthető két tömegpont egy v(r1 — r2, , л2) potenciállal leírható kvantummecha-
nikai mozgásának. Ez utóbbi viszont matematikailag ekvivalens egy 3 + 1 szabad-
sági fokú részecskének egy fix, egyrészecske-potenciálon való nem-relativisztikus 
(rugalmas) szóródásával. Ez a jelenség az ún. potenciálszórás, amely aránylag 
egyszerűen tárgyalható. A potenciálszórás addig jelent jó közelítést a valóságos 
folyamat leírásában, amíg, az F bombázó energia alacsony értéke miatt, a kölcsön-
hatás után lehetséges részrendszerek még nem jöhetnek létre gerjesztett állapotban; 
ilyenkor a valóságban is csak rugalmas szórás léphet fel. A bombázó energia növe-
lésével egyre újabb csatornák nyílnak, egyre több szabadsági fok gerjesztődik, de 
a potenciálszórás elmélete nagy vonásokban, közelítőleg még itt is megőrzi használ-
hatóságát. Hasonlóan ahhoz, ahogy a tömegpont vagy merev testek mechanikájának 
törvényei nagyjából eligazítanak a deformálható testek mozgásának leírásánál. 
* Marx Györgynek a III. Magyar Elméleti Fizikai Nyári Iskolán tartott előadása alapján. 
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A szórásprobléma a klasszikus mechanikában 
Tekintsünk az m-tömegű anyagi pont szóródását a V(r) potenciállal leírt, a tér 
egy korlátos tartományában ható, eró'téren (lásd 1. ábrát). A mozgást az r = r(7), 
p=p(7) = mr(7) formában az 
mi = — grad V(T) 
differenciálegyenlet írja le a 7 = 0 időponthoz tartozó r(0) = r, p(0) = p határfeltételek 
segítségével. Az r(7) görbének az időparaméter t = ± °°-re extrapolált értékei 
1. ábra. A klasszikus mozgás a véges hatótávolságú szórótér elérése előtt és elhagyása után 
— szabadmozgás. A kezdő- és végállapot e két szabadmozgás folytatása az egész térre. 
mellett — a kölcsönhatási térrész korlátossága miatt, a feltételesen periodikus 
mozgások kizárása esetén — egyenes aszimptotái vannak. Az r(?) állapot aszimpto-
tikája nagy [7| időkre: 
г(7)~г ; + ф p,7, í^-OO 
Az adott r(7) fizikai állapothoz kölcsönösen egyértelműen tartozik a 7 = 0-beli 
(r, p) vektorpár. Utolsó két egyenletünkkel ugyanezen fizikai állapothoz újabb két 
vektorpárt, az (r;, p,) és ( r f , p^j-t rendeltük hozzá. Ezek segítségével definiálhatjuk az 
r;(r) = r, + —p,7 minden 7-re, 
Tf(t) = Гу + —py7 minden 7-re, 
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szabadállapotokat. Heisenberg terminológiáját használva, az r ; ( 0 szabadállapotot 
az r(t) fizikai állapot „kezdőállapotának", az rf(t) szabadállapotot az r(t) fizikai 
állapot „végállapotának" nevezzük. 
A fizikai állapotot, a kezdő állapotot és a végállapotot egyértelműen meghatá-
rozza a három mozgást a í = 0 időpontban leíró három vektorpár: rendre az (r, p), 
az fa, p,), ill. az (17, p r). Adott V(r) kölcsönhatás esetén, a vektorpárok bármelyike 
egyértelműen meghatározza a másik kettőt. Ha történetesen F(r) = 0 volna, azaz 
nem lenne szórótér, úgy 
(ri.Pí) = (r .p) = ( r / ; p ) 
lenne. A V(r) szórópotenciál jelenlétében a 3 vektorpár különbözik egymástól. 
Az (r;, pj), az (r, p) és az (17, pr) vektorpárok, illetőleg az általuk reprezentált kezdő, 
fizikai, és végállapot kapcsolatát a következő sémával definiált S', Q+, ß_ ope-
rátorokkal írhatjuk le: 
Oh, Pi)--(«•/> P/) 
ß + \ / п -
(r,p) 
Az aszimptotatétel 
A klasszikus fizikában, mint láttuk, véges hatótávolságú erőtér esetén minden 
(r, p) fizikai szórásállapothoz egyértelműen tartozik egy fa, p;) szabad kezdő- és 
egy 07 , pc) szabad végállapot. Megfordítva, minden szabad kezdőállapothoz (vég-
állapothoz) megadhatjuk a hozzájuk tartozó fizikai szórás-állapotot. 
E tételek kvantummechanikai megfelelője az ún. aszimptotatétel. Eszerint a 
Coulomb-potenciálnál gyorsabban eltűnő potenciál esetén az állapotegyenlet minden 
olyan négyzetesen-integrálható t/i(r, t) megoldásához, amely ortogonális a probléma 
kötött állapotainak Ж
л
 terére, található a szabadmozgás állapotegyenletének olyan 
két </>j(r, t) és (Pj(r, t) megoldása, amelyekhez а ф(т, t) állapotfüggvény nagy negatív 
ill. pozitív időpontokra erősen konvergál. Azaz, a 
1 ot 
h = -J^A + v=h0+v-, 
/•1 + £F(r) —0, £ > 0 ; 
J > ( r , f ) J 3 r < « > ; 
feltételekből, ahol Ж a Hi lber t - té r , .^ az exponenciálisan lecsengő kötött állapotok 
által kifeszített altér, következik olyan <р((г, /) és <pf(r, t) függvények létezése, ame-
1 
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lyekre fennállnak az 
es 
\ф(т, 0 -Ф ; ( г ,0 | =>0 , ha t-*- oo, 
\ф(г, 0 - Ф / ( г , 0 | = > 0 , ha 
— — oo, 
o o 
egyenletek. Az aszimptotatétel igazolására csak egy következő előadásban kerül 
majd sor, itt csak szemléletessé tesszük jelentését a következő észrevétellel. Míg 
a kötött állapotok alterének elemei exponenciális lecsengésük miatt minden idő-
pontban a szórócentrum közelében koncentrált valószínűségi eloszlásra vezetnek, 
addig a kontinuum-altérben definiált szórási állapotfüggvény eloszlásának súly-
pontja nagy \t\ időpontokra minden határon túl eltávolodik, előbb-utóbb kikerül 
a gyorsan lecsengő erőtér hatása alól és szabad hullámcsomagként folytatja moz-
gását. 
Az aszimptotatételekben szereplő „erős-konvergencia" tipikusan Hilbert-
térbeli fogalom. A függvénytér egy t paraméter szerint rendezett elemeinek soroza-
tának az erős (=>•) és gyenge (-») konvergenciáját a következőképp definiáljuk: 
ahol ф a Hilbert-tér egy tetszőleges eleme és || || a norma jele. Operátor-sorozatok 
erős és gyenge konvergenciája fogalmát a függvénysorozatok konvergenciájára 
vezetjük vissza: 
Ut=rU, ha Ut\j/ =>1/ф, 
U, - U, ha и,ф - иф, 
ahol ф a Hilbert-tér bármely fix eleme. 
A (pfг, t) kezdőállapot, а ф{г, t) fizikai állapot és a <pf(r, t) végállapot mind-
egyike egyértelműen jellemezhető í = 0-beli epfr), i//(r), (pf(r) alakjukkal, amelyeket 
egyenletek, mint a megfelelő állapotegyenletek megoldásai, egyértelműen definiálnak. 
Az aszimptotatétel értelmében 
Ф,=>Ф, ha lim | |Ф , -Ф | | = 0 ; 
Ф,^Ф, ha lim(i//, Ф — Ф,) = 0, 
A Moller-féle hullámoperátorok 
epfr, t) = e-Mo'epfr), 
Ф(г, t) = е~'"'ф(г), 
<pf(r, t) = e~iHot(Pf(j) 
|e_i í"t//(r) —е_Шо,ф,(г)| =»• 0, ha - oo; 
\е-ш,ф(т) — е~ш°'(р
г
(т)\ => 0, ha 
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2. ábra. A kvantummechanikai mozgás. 
a) A térben jól-koncentrált („egyszerű") ç>, (r, t) kezdőállapot szabadmozgás esetén a / = 0-kor 
alig szélesedik ki: |>,(г)]. A K(r) szórótér hatására a <p,(r, t) kezdőállapotból kifejlődő v(r, t) fizikai 
állapot f=0-ra jelentősen szétfolyik: h//(r)]. 
b) A térben jól-koncentrált <pj(r,t) („egyszerű") végállapot / = 0 - k o r kevéssé, a ip,(r, t)-t 
generáló i//(r, t) fizikai állapot ugyancsak / = 0-kor térbelileg lényegesen kiterjedt. 
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Az ún. változásoperátornak, 
U(t) = eiH,e~iH<" 
bevezetésével az aszimptotatétel ekvivalens a 
| ^ ( г ) - £ / ( О ф ; ( г ) Н 0 , ha 
—C/(í)<Pr(r)[=>0, ha + ~ 
egyenletpárral, hiszen H hermitikus, exp ( + i H t ) unitér; unitér operátor a skalár 
szorzatot és a normát s vele az erős konvergenciát invariánsan hagyja. Utolsó 
egyenletpárunk alternative az 
U(t)<pf(r)%(T), 
alakba írható. 
Értelmezzük mármost az ß _ , Moller-féle hullámoperátorokat (1945) 
a következő módon. Adott és összetartozó <pj, ф és tpf állapotok esetén legyen 
(2. ábra) 
й_<р
г
(г) = ф(г). 
Ezek szerint 
U(t)cpf(T)=>Q_cpf(x). 
Mivel a <p,(r) és a </>y(r) függvények sokasága külön-külön is kifeszítik a Hilbert-
teret, ezért az operátorok erős konvergenciájának fent bevezetett definíciója alapján 
írhatjuk : 
U(t)=>Q+, ha f - - o o , 
U(t)=>Q_, ha í - + o o . 
Az aszimptotatétel éppen a hullámoperátorok egzisztenciáját mondja ki. 
A hullámoperátorok tulajdonságai 
Az Q 
+ és £2_ operátorok — értelmezésük szerint — a kezdő, ill. végállapotok 
sokaságát a belőlük kifejlődő ill. őket generáló fizikai állapotok sokaságába viszik át. 
Mivel a (p, és (pf állapotok az egész -teret, а ф állapotok annak csak 348c alterét 
feszítik ki, mind az Q+, mind Í2_ a teljes Hilbert-teret annak kontinuum-alterére 
képezik le : 
£2 + 348 = 348
 c . 
Eszerint a hullámoperátorok nem unitérek. Mégis, £2+ és Í2_ rendelkeznek az 
unitér operátorok egyik tulajdonságával, a skalár szorzat invarianciájával, az ún. 
izometriával. A hullámoperátorok izometriája öröklődik az U(t) unitér operáto-
roktól, amelyek sorozata /—4-°°-ге erősen konvergál £2+-hoz. Nevezetesen, az 
U(t) = е'н,е~'н" 
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változásoperátor a H és Hg Hamilton-operátorok hermiticitása révén unitér. Eszerint 
(U(t)q>, U(t)(p') = (cp, q>'). 
Másrészt kimutatható, hogy a 
m=>to, i(t)=>4o 
feltételek mellett általánosan fennáll skalár szorzatuk sorozatára 
lim (£(?), /7(0) = (ío> »/«)• 
t->± ~ 
Ennek a segédtételnek felhasználásával most már látható az izometria: 
(Q±cp, Q±cp') = (cp, cp'). 
Eszerint 
Q i Q ± = 1, 
de az unitér operátorok másik jellemzője nem teljesül: 
fi+fij 7Í 1, 
amint azonnal kimutatjuk. 
Unitaritás és izometria a függvénytérben 
A nem-unitér izometria fogalmának megvilágítása céljából tekintsük először 
az unitér operátor fogalmát. 
Tekintsük az A és В nem kommutáló operátorok |a), ill. \b) sajátfüggvényeinek 
egy-egy teljes, ortonormált rendszerét, | | a ) | ill. §|ú>|-t. Minden elemére fennáll 
А\а) = а\а), B\b)=b\b). 
Tekintsük most a két, egymástól szükségképpen különböző bázisrendszert egy-
másba transzformáló U operátort, amelynek definíciója legyen 
Wi) = U\bt). 
Innen az U operátor projekciós előállítása 
u = 2wi)(b\, v+= 2\ь,)(а1\. 
i l 
Az U operátor mátrixelemei a \b) bázisrendszeren: 
Innen 
k > = 2 IЬ,)(Ь,\а{) = 2 Un \b,). 
i i 
Az U operátor unitér, hiszen 
U+U = 2 2 \bl){al\aj)(bJ\ = 2 IWil = 1; 
I j I 
um = 2 2 \^j){bi\bi)(ai\ = 2h><«l = i . 
I j i 
Az unitaritás felhasználásával az |a) bázison képzett mátrixelemre fennáll : 
(а1\и\аф=(и~ 4\at)=(b, \at)=(b, \ U\bt). 
Az U operátor mátrixelemei eszerint a két bázison megegyeznek. 
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Az unitaritás fogalmától különbözik az izometria fogalma: а Ж Hilbert-tér 
mértéktartó leképezése egy valódi alterére. Más szóval, az izometria egy teljes bázis-
rendszer mértéktartó leképezése bázisfüggvények egy nem-teljes rendszerére. 
Az I izometrikus operátorra fennáll: 
(cp, i]/)=(I(p, /i/O 
minden cp és minden ф mellett. Innen azonnal következik: 
1*1= 1. 
Ugyanakkor 
II*+1, 
hiszen az 
II* =1, 
(II* - 1 ) 7 = 0 
egyenletből az 
/ / + - 1 = 0 
összefüggés csak az IЖ altérben következik. 
A geometriában véges egyenesszakaszt nem képezhetünk le mértéktartóan egy ré-
szére ; a végtelen féltengelyt azonban egy végtelen részintervallumára — igen. Ennek 
analógiájaképpen, a függvényterek esetében sem lehet egy végesdimenziójú Hilbert-
teret mértéktartóan leképezni egy valódi alterére; végtelen dimenziójú teret már 
igen. Tekintsük e célból a végtelen dimenziójú függvényteret kifeszítő két bázis-
rendszert, | |a„)| és | |è„)|-et. Adjuk meg az r pozitív egész számot, akkor az 
k)> k ) > •••, k>, ••• 
1 4 ) , | 4 > , . . . , | 4 ) , | 4 + i ) , l 4 + 2 > , • • • , l 4 + „ > . • • • 
v v 
1 tpz> xp 1-ур ур 
l —• í j t — jc
 k íji — jv 2 
sémával megadtuk a végtelen-dimenziós Ж-térnek az 1Ж =Ж
г
 alterére való lekép-
zését. A leképzést létesítő / operátor és adjungáltja az ismert módon felírható: 
7 = i i w < 4 i+ = 2 k><4+„!-
4>ÁSÍI4 i ' - - n = 1 /1=1 
Innen az unitaritás szempontjából döntő szorzatoperátorok: 
I*I= 22k)(4+A+n,X«J = Z k ) k l = h 
n m n 
de már 
n* = 2 2 k+»)kk> <4+j = 214+лх4+п1 = 
n m n 
Eszerint az II* szorzat az 1Ж — Ж2 valódi altérbe vetítő projekciós operátort adja 
meg, ami nem az azonosság. 
Azt a kérdést, hogy az Q + , Í2_ hullámoperátorok csupán izometrikusak, 
vagy esetleg unitérek is, csak az aszimptotatétel megfordítása útján válaszolhatjuk 
meg. 
A P O T E N C I Á L S Z Ó R Á S A L A P F E L A D A T A 493 
Az aszimptotatétel megfordítása 
Bebizonyítható, hogy a kölcsönhatásmentes Я„ operátor minden négyzetesen 
integrálható <p(t) megoldásához tartozik а Я operátor egy olyan ф
ш
((р) és egy olyan 
ФашФР) négyzetesen integrálható megoldása, amelyekkel a <p(t) függvény a t — — 
ill. í-^h-oo időkre az erős konvergencia értelmében aszimptotikusan megegyezik; 
ezek а ф-,
п
((р), ф
оа
((<Р) megoldások ortogonálisak a Я-probléma kötött állapotaira. 
A > - 0, t' = T 
< 
ГЛ / V > = 0, t' = T+t 
3. ábra. A szórási hullámcsomag nagy negatív időpontokban az átfedés hiánya miatt ortogonális 
kötött állapotokra. Ez az ortogonalitás állapotegyenlet szerkezete folytán az átfedés idejére 
is átöröklődik 
Szemléletessé tehető a tétel második állítása, ha meggondoljuk, hogy а ф(т, t ) 
hullámcsomag bármely nagy negatív, de véges időpontban, igen jó közelítéssel, 
ortogonális az exponenciálisan lecsengő kötött állapotokra (lásd a 3. ábrát), és 
ez az ortogonalitás a 
ф(r, T+t) = е-'"'ф(т, T) = 
= e-'* у) ac флг) = 
С 
= 2 e~lSxtac фс(т) (c = index ^f c-ben) 
с 
időbeli viselkedés miatt végig megmarad. Eszerint, hiába „jön be" a hullámcsomag 
a szórócentrum térségébe, itt is ortogonális lesz a kötött állapotok alterére. 
Korábban igazoltuk az Q ± operátorok izometriáját. Később láttuk, hogy 
II* = P(j+Tf), azaz az izometrikus operátorok akkor és csak akkor unitérek is egy-
úttal, ha a Hilbert-teret önmagára képezik le. Éppen most mondottuk ki, hogy az 
Q+ a Hilbert-teret a Я-probléma Ж c = Ж — Ж й kontinuum-alterébe viszik át. Ha 
a Я-rendszernek van kötött állapota, akkor а Ж c altér valódi altér, és az ß + , Í2_ 
nem unitérek. Ha a rendszernek nincs kötött állapota, akkor az Í2± operátorok 
nemcsak izometrikusak, de unitérek is. Szélsőséges példa a végtelen sok kötött 
állapot kivételes jelensége: a proton-elektron kölcsönhatás. Ebben az esetben a 
kölcsönhatásmentes állapotok az elektron-proton relatív szabad mozgásának 
síkhullámai; a rendszer kötött állapotait a hidrogén-atom nívói; az elektron-proton 
szórási állapotfüggvény a hidrogén-atom kötött állapotaira ortogonális altérbe 
esik. Ilyenkor természetesen a Í2± operátorok nem unitérek. 
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A hullámoperátorok ,,csererelációi" 
Az U(t)=>Q+ (f — — következtében minden véges időpontra azonosan 
igaz a következő egyenlet: 
e*8x ß (>—'Нот — (>íhz Цщ [ex8t = 
t= ~ 
= lim [ é " ( ' + O r W . + 0 ] = 
f + r=~ 
= lim U(t) = 
t= — 
= ß - , 
függetlenül t értékétől. Ezért a т-szerinti differenciálás a i = 0 időben 
i(HQ_ — Q_H0) = 0 
eredményt ad. Hasonló reláció vezethető le í2 + -ra is; összefoglalva: 
HQ±=Q±Hg, 
azaz, a Moller-operátort a Hamilton-operátorral felcserélve, utóbbiból eltűnik 
a kölcsönhatás. Ez igen fontos tulajdonságuk a hullámoperátoroknak. 
A szórásoperátor 
Tekintsünk egy f</»„| teljes ortonormált függvényrendszert a Hilbert-térben. 
Kimutatjuk, hogy a |i//„| = ß+i<p„f függvényrendszer a J f c -ben szintén teljes és 
ortonormált. Az ortonormáltság közvetlen következménye az ß+ izometriájának. 
A teljesség igazolása a kontinuum-altérbe vetítő Р(Ж
С
) operátornak az Í2+ hullám-
operátorral való kapcsolatából adódik a következőképpen: A f<p„| rendszer teljes-
sége miatt a Hilbert-tér bármely ф elemére fennáll: 
охф = (p = 2 an<pn-
n 
Másrészt az ß + ß j = Р(Ж
С
) segítségével 
Р(ж
с
)ф = 2 ß ± <Pn = 2<*пФп; 
n n 
azaz tetszőleges függvény kontinuum-altérbeli vetülete kifejthető а \ф
п
\ bázison. 
A (p függvényhez mint kezdőállapothoz tartozó fizikai állapotot i/rin(<p)-vel, 
a <p-hez mint végállapothoz tartozó fizikai állapotot i/<ou,(<p)-vel jelölve, előző tételünk 
alapján kimondhatjuk, hogy a 
1Фы(<РпЯ és a fiAou,(</»„)! 
függvényrendszerek mindegyike ortonormált és а Ж c altérben teljes. A teljesség 
és az ortonormalitás következménye az, hogy a 
Фом(<Рп) = ß -<Pn 
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definíciós egyenletek alapján a hullámoperátorok előállítása a következő: 
ß + = 2 \Фт(<Рп))(<Рп\, 
n 
ß - = 2 \ Ф 0 ^ я > п ) ) Ы -
n 
A fenti teljességi tételünkből következik az is, hogy a 
llAinC9«), ФЛ és a l'/'outC<Pn\ ФЛ 
bázisrendszerek mindegyike most már az egész Hilbert-térben külön-külön teljes 
rendszer lesz. 
А Ж c altérben értelmezett fi//in(<p„)| és 1Фои,(<р„)1 két teljes ortonormált függ-
vényrendszer az altéren belül értelmez egy transzformációs S operátort, amely 
szükségképpen unitér. Az S operátor neve szórásoperátor, definíciója а Жc al-
térben : 
Ф\Л<Рп) = Еф
ои1((рп). 
A szórásoperátor projekciós előállítása így 
S = 2\Фы(<Р
п
))(Ф
ои
гШ 
n 
lesz, amelyet összehasonlíthatunk a hullámoperátorok 
ß + = 2\ФЛ<Рп))Ы 
n 
ß - = 2 \фо»а<рп)){<рп\ 
n 
előállításával (lásd a 4. ábrát). 
A szórásoperátor fogalmát Wheeler (1937) és Heisenberg (1943) vezették be 
a fizikába. 
Fizikai jelentése jobban kidomborodik, ha megvizsgáljuk az egyelőre definíció-
képpen S^-vel jelölt 
S,nn =(Фош((Рт)\Фт(<Рп)) 
mátrixelem értelmezését. |5mn |2, definíciója értelmében megadja, hogy a cpn kezdő-
állapotból kifejlődő фКфп) fizikai állapotban milyen valószínűséggel van jelen 
a cpm végállapotra vezető фом(<рт) fizikai állapot. (Lásd a 2. ábrát). Ez azonban 
pontosan egyenlő annak a valószínűségével, hogy a rendszer a <p„ kezdőállapotból 
a kölcsönhatás eredményeképp éppen a <pm végállapotba jut. 
Mi a kapcsolata az Smn mátrixelemnek a mérésekkel? A fizikában elvégzett 
szóráskísérleteink detektorai olyan műszerek, amelyek meghatározott egyszerű 
szabadállapotokra meghatározott módon szólalnak meg. Segítségükkel a fizikai 
állapot a detektor felállításának helyén az egyszerű szabadállapotok szuperpozíciója-
ként analizálható. A szórócentrumtól aránylag igen nagy távolságban elhelyezett detek-
t o r a fizikai hullámcsomagot a t = 0-beli kölcsönhatás után aránylag igen nagy pozitív 
időpontban analizálja. így mérésünk igen jó közelítéssel a végállapotot bontja fel 
az egyszerű szabadállapotok szuperpozíciójára. Ez azt jelenti, hogy a mérés éppen 
az |Sm„[2 értékeket szolgáltatja. 
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Most bebizonyítjuk, hogy az Smn elemekből felépített mátrix az S szórásoperá-
tort reprezentálja akár a \ф1П(<рф)Ь akár a ftAoutOPn)\ bázison. Ugyanis 
•Sm n =<<Aou. (<Pm)l«Ain(9> n )> = 
= (sain(<pmmin(q>r,)) 
Н Ы У М Ф М ) 
= фоиг(((рт)\е\ф
ош
((р
л
у). 
A bizonyításnál felhasználtuk S unitaritását. Az S szórásoperátor kapcsolatát az 
fi+ hullámoperátorokkal egyszerű kimutatni: 
Smn = (Фоиг(<РпМт(<Рп)) = ("Aout(<Pm) i ß + <Pn) = 
= ( Ф о м ( . ( Р т ) \ ® + l<Aou.(<Pn)>-
Innen azonnal kapjuk a nevezetes összefüggést: 
S = f i + f i i . 
Az S és az fi± operátorok kapcsolatából új szemszögből láthatjuk ő unitaritását 
а Ж
с
 altérben: 
S+S = fí_üt fi+ fii = Í U f i i = Р(ЖС), 
SS+ = fi+ fii fi_ fii = fi+ fi+ = P(JÍ"C). 
Ezek szerint az 5 operátor értelmezési tartományán, а Ж c altéren belül, ahol 
Р(Ж
С
)= 1, unitér. 
Az S' szórásoperátor 
Míg S operátor két fizikai állapotsokaság között létesített kapcsolatot, a most 
definiálandó S' a kezdő és végállapotok teljes rendszerét köti össze. Alakítsuk át 
e célból az ismert Smn mátrixelemet. 
Smn = < l A o u t O í » J № i n O P B ) > = < ß - <Cm i ß + <Ри> = 
= <ф J fii ß+ |<p„) = <> J S'\<P„), 
ahol 
5 ' = fiífi+ 
definiálja az S' szórásoperátort. S' ezek szerint bármely kezdőállapotot átvisz 
a belőle kifejlődő végállapotba —• és így azonos a perturbációszámításos gyakorlat-
ban elterjedt szórásoperátor-fogalommal. S" az egész Hilbert-térben értelmezve 
van, és itt unitér, mert 
S'+S' = fi+fi_fiífi+ = fi+(l -Р(Жа))й+ = 1, 
S'S'+ = fiifi+fijfi_ = fii(l -Р(жл))£2- = 1. 
I 
Itt felhasználtuk, hogy az fi± operátorok а Ж--teret а Жс altérbe viszik át ; így 
Р(Ж
а
)£2± = 0 . 
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Végül kimutatjuk azt a meglepő csererelációt, hogy míg az S operátor a 
teljes Hamilton operátorral kommutál, addig az S' operátor a kölcsönhatásmentes 
Hamilton-operátorral 
HS = HQ
 + Q± = Q+ H,Qt = Q+(Q.H0)+ = й + ( Я й _ ) + = SH, 
H0S' = H0QtQ+ = ( £ _ Я 0 ) + А + = (Я£2_)+ ß + = QtHQ+ = 
= Í2Í Í2+ Я 0 = S'H,. 
Összehasonlítva a hullámoperátorokat és a szórásoperátorokat, mondhatjuk: 
(lásd a 4. és 5. ábrát) 
fin ( f ) fou,(í>) 
S : 
dl. i2_ 4 V 
Y 
л 
4. ábra. Az adott <p szabad állapothoz 
egyszer mint kezdő-, egyszer mint vég-
állapothoz két különböző jellegű fizikai 
állapot, 4/in(q>) és (í/„ut(?>) tartozik. 
5. ábra. Adott у fizikai állapot 
kapcsolata a hozzátartozó <pt (i//) 
kezdő- és 'Рг(у) végállapottal. 
Az Q+ ill. Q_ operátorok a (p„ kezdő ill. végállapotokat viszik át a belőlük 
kifejlődő ф1П((р„), ill. őket generáló фои,(<р„) fizikai állapotokba. Q± az egész 
Ж--térben értelmezve vannak, J f - b a n izometrikusak és ^f r -ben uniterek. Az S 
operátor a (pn végállapotot generáló фои1((р„) fizikai állapotot viszi át az ugyanezen 
<p„-ből, mint kezdőállapotból kifejlődő ф
т
((р„) fizikai állapotba. Csak а Ж
с
 altérben 
van értelmezve és itt unitér. Az S' operátor a cpn kezdőállapotot viszi át a belőle 
kifejlődő végállapotba; az egész Ж-térben értelmezve van és Ж-ban unitér, ő'-nek 
egy in- és egy out-állapot között képzett mátrixeleme megegyezik ő"-nek a megfelelő 
kezdő és végállapotok közötti mátrixelemével; modulusuk négyzete megadja, hogy a 
(p„ kezdőállapotból kifejlődő végállapotban milyen valószínűséggel található meg 
a (pm egyszerű végállapot. 
Az S' szórásoperátor előállítása idő-integrál formájában 
Az alábbiakban levezetjük az S' egy integrálelőállítását, amely inkább elvi 
jelentősége, mint gyakorlati használhatósága miatt érdekes. E célból definiáljuk 
a kétváltozós U(t, t0) operátort az 
U(t, t0) = U+(t)U(t0) 
egyenlettel, ahol U(t) a már ismert egyváltozós változásoperátor: 
U(t)=eiH'e~iH°'. 
Eszerint 
U(t, í„) = e-»1'
е
-.Яо«-<о)
е
+Шою. 
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Nyilvánvalóan fennáll a következő határfeltétel: 
U(t0, t0) = 1. 
Az új operátor számára levezethető egy integrálegyenlet. Időderiválás út ján kapjuk 
a definíciós egyenletekből: 
л 
U(t, t0) = еш<>ЧН0е-м-^ е-'и01°-е-ш«ЧНе-шь-'°1 = 
= - ieWo,(H— H0)e~iHot U{t, /0) = - iV(t) U(t, t0), 
ahol bevezettük a 
V(t) = e'"°' Ve-"1»' 
jelölést. 
A keresett integrálegyenlet a fenti kezdőfeltétel figyelembevételével 
r 
E/(í,í0) = 1 -I / V(t') U(t', f ) d f . 
to 
Megoldása nyilvánvalóan iterációs módszerrel közelíthető meg: 
U(t, f ) = lim U f t , f ) , 
и— OO 
ahol 
i 
U n + f t , t0) = 1 - i J Vit') Un it', t0) dt' ; 
<0 
t t tl 
i t , t 0 ) = \ - i j V i f ) df + ( - if I / V i f ) V i f ) df d f + . . . = 
to to ío 
t tl tr-1 
= 2 i - i f f f - S vbr) • • • Vih) V i f ) df d f . . . df = 
' to to to 
t 
= Г exp [ ( - / ) S Vit j dt']. 
to 
Itt T a Dyson-féle időrendező operátor. 
Az U it, t f ) operátor ismeretében közvetlenül nyerhetők volnának az eddig 
bevezetett szóráselméleti operátorok, hiszen 
£/(0,í) = £ 7 ( 0 , £7(0, - ~ ) = 0 + , 
U f, 0) = £7+(/), £7 0) = Qt, 
U{ °o, — oo) = í /+(oo)£/(-oo) = ß i ß + = 5 ' . 
Az £/(í, f ) integrálegyenleteknek segítségével integrálegyenletet kaphatunk a hullám-
operátorok számára is. A definíciós egyenlet és a cserereláció egybevetéséből: 
U(t, - « ) = £/+(í)fi+ = e+iH°' e~iH' Q+ = e+iH»' fí+ e~ •'"<»'. 
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Másrészt U(t, t0) egyik fenti előállítása alapján 
> 
U(t, -~>) = 1 - Í J V(tjU(t', -<~)dt\ 
A két utolsó egyenlet összevetéséből 
r 
e
iH
"'Q+ e-1"«' = 1 - í J e'^'Ve-1""'' e+iH«t ' £2+ e-11*''' dt'. 
Egyszerű transzformálás után kapjuk: 
t 
Q+ = 1-/ J e - iH„( t -n VQ+ dt' 
A t' — t = T új integrációs változó bevezetése után 
о 
Q+ = 1 - í J е~ш°х VQ+eiH°Tdz. 
Ez az egyszerű szerkezetű integrálegyenlet az Q + meghatározására gyakorlatilag 
azért nem használható fel, mert az exp ( ± iH0т) operátor szimbolikus írásmódja 
mögött kezelhetetlen, végtelen operátorhatványsor rejlik. Hasonlóan inkább elvi 
érdekességű a szórásoperátornak a fentiek alapján történő előállítása : 
S' = t/(Eoo, - o o ) = lim [eiH°'Q+ e" iH»']. 
A stacionér tárgyalás bevezetése 
Az átmeneti valószínűségek számításához ismernünk kell az S' operátort, 
vagy közvetlenül annak Smn mátrixelemeit. Az S' kiszámítása az előző módszerrel 
reménytelennek látszik. Az Snm mátrixelem esetében azonban a végtelen operátor-
hatványsor problémája elesik, hiszen 
Smn=(q>m\S'\<pn) 
értelmében az exponenciális operátor a 
állapotegyenlet q>„ megoldására hat; nevezetesen 
e±iH0t — e dt (pn 
eredménnyel. Az operátor így az integrál alól eltüntethető. Mégsem jelent megoldást 
ez a módszer sem, mert hullámcsomag esetén dcpjdt helyfüggése bonyolult és az 
Smn integrál nem számítható. Ha pedig <p„-en energiasajátfüggvényt értenénk, az 
nem volna négyzetesen integrálható, nem tartoznék a ^f-térhez és eddigi meggondolá-
saink nem volnának rá érvényesek, hiszen eddig olyan hullámcsomagokkal dolgoz-
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tunk, amelyek korlátos t időpontban a tér véges tartományára korlátozódó normált 
állapotfüggvények voltak. 
Nincs-e áthidaló megoldás? Az energiasajátfüggvények bevezetését fizikai 
és matematikai szempontból még egyszer kritika alá vesszük. Kísérleti berendezéseink 
valóban hullámcsomaggal reprezentált bombázó részeket állítanak elő, de ezek 
a hullámcsomagok mégis közelítőleg jól definiált impulzussal rendelkeznek, és a 
hullámcsomag térbeli kiterjedése sok-sok nagyságrenddel nagyobb az atom (atom-
mag) méreteinél. Tapasztalat az is, hogy a kísérletek eredménye nem függ a hullám-
csomag alakjától; ha az impulzusszórás kicsi, azaz Ap<c(p) és így a Ax helyhatáro-
zatlanság elég nagy. Ezért beszélünk mindig síkhullámról, mint a relatív mozgás 
állapotáról szóráskísérletekben. Ezek alkalmasan „normált" állapotfüggvénye 
koordinátareprezentációban 
értelmében egyik változóban sem korlátos. Hasonló viselkedést mutatnak a H tel-
jes Hamilton-operátor Ж c-be eső sajátfüggvényei is. Az energiasajátfüggények 
sem normálhatóak, nem tekinthetők fizikai állapotfüggvényeknek és rájuk az aszimp-
totatétel és egyéb eredményeink nem vihetők át minden további nélkül. Az energia-
sajátfüggvények függvénytani szempontból a függvényfogalom egyik általánosí-
tásának, ún. disztribúciónak tekintendők. Az eljárásunk elve a továbbiakban az 
lesz, hogy stacionér felfogásban, azaz energiasajátfüggvényekkel, mint disztribúciók-
kal számolunk a disztribúcióelmélet törvényei szerint. Fizikai értelme a képleteknek 
ekkor még nincs. A végső eredményt úgy kapjuk, hogy egy, a hullámcsomag fel-
építését jellemző c(p') spektrálfüggvénnyel szorzunk és energiára vagy impulzusra 
integrálunk; ezzel normálható függvényekre, azaz fizikai állapotfüggvényekre 
vonatkozó megállapításokra jutunk a 
A továbbiak folyamán több disztribúcióelméleti összefüggésre is szükségünk 
lesz; ezek levezetését most megadjuk. 
Az első a komplex függvénytan határértéktétele; a fizikában való első alkal-
mazása Dirac (1947) nevéhez fűződik és szimbolikusan így írható fel: 
impulzusreprezentációban 
</V(P) = <5(P-P')-
Az impulzussajátfüggvények nem-normálhatóak, hiszen normájuk 
(<Pnl<7V)=<S(p-p') 
és 
hullámcsomag felépítése által megszabott módon. 
Disztribúcióelméleti segédtételek 
z[ie 
p 
T iuô (z), E ^ + 0 . 
z 
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Itt P a főértékképzés operátora. Az operátoregyenlet értelmet egy / (z ) függvénnyel 
való szorzás és a z = (— intervallumban való integrálás útján nyer. Leve-
zetése a Cauchy-formulán alapszik és a következő gondolatmenettel adható meg. 
6. ábra. Integrációs kontúrok a disztribúciós segédtételek levezetéséhez. 
Legyen / ( z ) analitikus függvény a z = z „ pont e-sugarú környezetében. (Lásd a 6. 
ábrát). A Cauchy-formula és a ó-disztribúció értelmezésének segítségével az / (z 0 ) 
értéket megkaphatjuk az / (z ) függvény értékkészletéből z = z0 körül. Nevezetesen 
/ (z 0) = / / ( z ) ó ( z - z 0 ) t / z = ^ ^ = 
'S e 
f-n 
1 
2л/ z —z„ 
Ismét áttérhetünk a egyenes-menti integrálásra, hiszen / (z ) analitikus és a nevező-
ben jelöljük az integrandus megváltozását. 
/ ( z 0 ) = Iim — g= +o Ял/ ni J 
1 1 
z — z„ — /'e z — z0 + /e 
/ ( z ) dz = 
= lim J_ f 2fe/(*)<fe 
e = + 0 2 n i J (Z — Z 0 i)2 + e2 
Eszerint mellékeredményként megkaptuk a ó-disztribúció egy előállítását: 
ó ( z - z 0 ) = h m l ( z _ ^ ) 2 + g 2 . 
Vezessük most be a következő jelöléseket: 
ó ± ( z - z 0 ) = T 1 lim 1 27t/'£=+o (z — z 0 )± ie ' 
ó(z) = ó + ( z ) + ó_(z). 
2 Fizikai Folyóirat XI V/6 
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Eszerint, azonos átalakítás után kapjuk: 
ô , (z) = — J - . i j m — L _ = lim Á / eio>(z+'«) dco, 2ni
 e=+0 z+is c=+02n J 
<5_(z) = + - 1 - l i m 1 . = Hm -L- / eic°(z-'E) dw, 
c= +o 2л J 2яг £ = + 0 Z- /E 
ahonnan 
+ ~ 
<5(z) = T J
 ei<°z-*Mdco, £ > 0 , 
a ű-disztribúció egyik integrálelőállítása. 
A disztribúciós egyenletekben az £ — 0 határátmenet közvetlen elvégzése hatá-
rozatlan kifejezésekre vezetne. Az e-mennyiséget tartalmazó disztribúciókkal úgy 
dolgozunk, hogy először véges £ > 0 érték mellett számolunk: azaz megszorozzuk 
a disztribúciót a feladat szerinti szorzójával és integrálunk. Véges £=-0 mellett ezek 
a műveletek matematikailag egyértelműek, de fizikai jelentése a kapott eredménynek 
nincs. Fizikailag értelmes végeredményt az integrálás után elvégzett e ^ - 0 határ-
átmenettel kapunk. Ebben a stádiumban a határátmenet már matematikailag is 
egyértelmű eredményre vezet. 
A bebizonyítandó határértéktételünkben szereplő másik kifejezést, a 
, [ m ± s h J [ + f 
J Z - Z 0
 £ = 0 [ J J 
f(z)dz 
Z — Zn 
zo + c 
integrál-főértéket is disztribúciós alakban állítjuk elő: 
, f 4[/V f_i í+i Ллж. 
J z-z0 £ = 0 2 J J 2 J 2 J \ z-z0 
A Cauchy-formula felhasználásával tudunk tovább ju tn i : 
я 
f f ( z ) dz f ire''f dtp ...
 ч 
J t 4 t = / ( - o ) J = г/Кд), 
9% о 
0 
f f(z)dz ,, , [ire* dtp . 
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így a főértékre nézve kapjuk az új S integrációs út bevezetésével: 
p } f(z)dz = 1 Г f j z ) d z | 1 Г f j z ) dz £>0 J Z Zq 2 J z-z„ + i£ 2 J Z Zg JE ' 
<s 9 
A ú-disztribúció és a főértékoperátor összevethető kifejezései: 
ó(z-z0) = <5+(z-z0) + <5_(z-z0) = -x—.-—„ , . +;1 2ni z — z0 + ÍE 2ni z — z0 — ÍE 
1 P . . .
 s . 1 1 1 1 
= — 0 + (z — Z0) + ô_ (z — Z0) = _ , . +; 2 Л z — z0 " 2ni z — z„ + ÍE 2 ni Z — Z0 — ÍE 
Az innen kapott 
С Л Ч -г-
 1 1
 i p 1 
egyenletpár már azonos a bevezetendő szimbolikus operátoregyenlettel, amelyet 
most nem-disztribúciós alakban is felírunk: 
£=+0 J Z-Zg±l£ J Z - Z g 
A másik disztribúcióelméleti tétel-párunk, amelyre szükségünk lesz: 
ei(0t 
lim lim г- = 0, 
£=+0R= + - W + IE 
çiœt 
lim lim г- = <5(со). 
£= +0 (= - ~ TO + IE 
Maga a tétel is igen meglepő, hiszen a két kifejezés abszolút értéke minden véges 
í-re megegyezik egymással. Látható, hogy a fellépő oszcilláció miatt, közönséges 
értelemben vett határértéke t ± °°-re egyik kifejezésnek sincs, sem véges, sem 
infinitezimális e mellett. 
A levezetéshez segítségül vesszük a következő definíciót: 
l img(í) = lim IS Г e-"'gitjdt' 1. f-»o» £= +o r J J 
Ez a reláció, mint alább igazoljuk, egyszerű azonosságot jelent, ha az egyenlet 
bal oldalán álló határérték létezik. Az előállítás jelentősége abban áll, hogy értelmet 
ad a baloldali határértéknek abban az esetben is, ha a git) függvény vagy korlátos 
a végtelenben, de nincs határértéke, pl. oszcillál, vagy legfeljebb exponenciálisan 
divergál. Más szóval, a jobboldali kifejezés reprodukálja a g(t) függvény határ-
értékét, ha az létezik, és definiálja, ha az nem létezik. Bizonyítása: parciális integ-
2' 
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rálássál kapjuk a jobboldalra vonatkozóan : 
e j e~ag(t)dt = [e-«g(t)]
 0~ + J e~"g'(t) dt = g ( 0 ) + J e—g'(t)dt, 
u n 
minden véges e-ra. Ha most speciálisan az £—0 határesetet nézzük, úgy 
l im [e fe-»g(t)dt] = g(0)-g(0) + g(oo) = g(co), 
£-0 „ 
ha a g(t — °°) határérték létezik. Utolsó egyenletünk baloldala azonban e határ-
érték lététől függetlenül, az exponenciálisan levágó szelídító'faktor hatására, egy-
értelmű. Ezt a számot fogjuk érteni ezután a lim g(t) határértéken. Ez az eljárás 
pl. az eikr (k +0) kifejezés r — °° határértékéül zérust definiál, mert 
l im eikr = l im [e f eikr e~cr dr\ = 0. 
(•„oo £ = 0
 0 
A végtelenbeli határérték fenti definíciója mellett igazolhatjuk tételeinket: 
) g-iwt 
lim lim 
£ = 0 í= ~ 2ni CO + ÍE 
lim —— 
£=0 2ni со -j-W g-Í(<D-Í£)t gjf — 
= lim—A—„ = ó(w). 2 П,
 = 0О
г
 + Е1 
Ezzel szemben: 
lim lim 
£ = 0 1= ~ 
eia>l 
— e 
2ni со + iE 
Hasonló eljárással további relációkat kaphatunk: 
.m •„ / ei(m4U)' dt = 0. 
= 0 2ni CO + IE 
о 
] g-loit 
lim lim - — - 0, 
£ = 0 i = ~ 2л/ со—IE 
I g + iœt 
l im l im ——; — = ö(co), 
£ = 0 r = ~ 2л/ CO —IE 
ha а / —oo határértéket a fenti integrállal definiáljuk. A levezetett összefüggések 
lehetővé teszik, hogy a disztribúciókkal (síkhullámokkal) úgy számoljunk, mint 
a Hilbert-tér elemeivel, a négyzetesen integrálható függvényekkel (hullámcsomagok-
kal) számolunk. A fenti egyenlőségek alkalmazásakor a disztribúciók e-t tartalmazó 
kifejezésekbe mennek át. Véges e>0-val számolva a felírt kifejezések matematikailag 
léteznek. De reális fizikai értelmet csak ezt követően, a hullámcsomagot jellemző 
spektrálfüggvénnyel való szorzás, energiaintegrálás és ezt követően e— 0 határ-
átmenet útján kapunk.- •• : 
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A tranzitoperátor 
Eddigi fogalmainkat most disztribúciókra vonatkozóan újra felírjuk. így az 
in- és out-állapotokat a |p) síkhullám kezdő- ill. végállapotból így kapjuk: (1. a 2. 
ábrát) 
|p i n>=ß+ |p>, 
|Pout)= í 2-IP>. 
ahol 
<rip> = 
Kimutatjuk, a hullámoperátorokkal a síkhullámból generált in- és out-állapotok 
most is sajátfüggvényei a Hamilton-operátornak. Ugyanis 
tfjpin> = HQ+ |p> = ß + / / 0 | p ) = ß + |pin), 
amivel állításunkat igazoltuk és sajátérték gyanánt Е=рг\2т-с\ kaptunk. 
További ismert mennyiségek, a hullámoperátor és a szórásoperátor mátrix-
elemei most mind disztribúciók lesznek. így az fí+ operátor mátrixeleme impulzus-
ill. koordinátareprezentációban 
(p |ß+|p')=:<p!p;n) 
és 
<r |ß+ |p') = <r|pin>. 
A szórási mátrixelem disztribúciók között képezve 
síp - p')=<p% jPin>=<P;„ 15|Pin>=<p- ! s ' |p>. 
Az itt szereplő függvények mind disztribúciók, de dolgozhatunk velük annak tuda-
tában, hogy megfelelő spektrálfiiggvénnyel szorozva és integrálva, hullámcsomagok 
leírására jutunk, fizikai és egyértelmű matematikai jelentéssel. 
Definiáljuk a T tranzitoperátort. Potenciálszórás esetében legyen 
r = K ß T . 
A tranzitoperátorban szereplő Q+ operátor egy disztribúcióelméleti e~" szelídítő-
faktor beépítésével így í rha tó : 
ß + = l - i j e+iH«tVQ+e-iH',e-adt. 
Ezt hullámcsomagokra alkalmazva e > 0 , e = 0 esetén egyaránt matematikailag 
létező kifejezéseket nyerünk. Síkhullámokra alkalmazva £=-0 esetén adódik egy-
értelmű kifejezés, mert ekkor disztribúciókkal állunk szemben. Mivel tudjuk, 
hogy síkhullámokból hullámcsomagokat felépítve egyértelmű eredményt kell kap-
nunk, ez a „megszelídítés" az egyértelműséget nem ronthat ja el. A mátrixelem 
képzésénél a Hu hermiticitását és |p), |p') sajátfüggvény-jellegét figyelembe véve 
5 0 6 DOLINSZK Y T . 
kapjuk: 
о 
(p'l ß + |p) = < p ' | p ) - i f eiE''(p'l VQ+ p ) e i E t e ~ a d t = 
VF F
 E'-E-ie 
E'-E-ie 
Egyenletünk összekapcsolja az ß + és а Г operátorok mátrixelemeit. Hasonló 
jellegű kapcsolatot létesíthetünk az S és Г operátorok mátrixelemei között: 
S = £ / ( + o o , — o o ) ; 
(p'| S jp) = lim eiE'' (p'( Q+ Ip)e~ i E t = 
r-»oo 
pi (£' — E)t 
= <5(p' — p) — (p'| T\p) iim 
. E'-E+ic ' 
<p'| S jp) = <5(p' - p) - 2ni (p'| T ]p> è(E-E'). 
Eszerint a tranzitoperátor értéke az energiahéjon meghatározza a szórásoperátort. 
A Lippmann—Schwinger egyenlet 
Kapcsolatot akarunk létesíteni integrálegyenlet formájában a !p) és a |pin) 
disztribúciók között, azaz a beeső síkhullám és a belőle kifejlődő fizikai állapot-
függvény között . A kapcsolat természetesen az Í2+ operátor levezetett reprezentá-
cióján alapszik. így 
(r|Pin> = ( í j Í2+ |p> = / < r | k > ( k | Q+ |p>í/ak, 
ahol egy k-térbeli teljes függvényrendszert építettünk be a 
2 | k > < k | = l 
azonosság alapján. Az Q+ és a £ operátorok mátrixelemeinek kapcsolata értelmében 
<к|Г|р> 
<r|Pi„> = J <r|k> <k|p>-- d:i к Ek-Ep-ie 
= <r I p) - í ( r I k> 1 (к I г') (r'l r l p ) d 3 k rfV, 
J E k - t p — ie 
ahol most egy r-térbeli teljességi összefüggést vezettünk be: J |r)(r|í/3r = 1. Most 
definiáljuk a szabadmozgás kifutójellegű Green-függvényét, mint egy operátor 
koordinátareprezentációját : 
< г | П Ю = / ( r 7 | k ) £ _ ^ _ . e ( k | r ' ) ^ k . 
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Segítségével a |pin) állapot a koordinátatérben 
<r|pin> = < r | p > - / < r | 9% I r 'Xr ' l T\V)dW. 
Most már csak a T operátor mátrixelemét kell kifejezni a V kölcsönhatási operátor 
segítségével a T=VQ+ reláció révén: 
<г'| Г|р> = <r'| VQ+ |p> = / < r ' | V |r") (r"| |p ) í / 3 r" 
= / < r ' | V |r") (r" ] p in) d3r" = 
= f V(r') ő (r' — r") (r" I p i n ) dsi" = 
= F(r ' )<r ' | P i n >. 
Hullámfüggvény-jelöléssel a síkhullámból kifejlődő állapot integrálegyenlete 
•Api„(r) = Фр(г) + / П (r, r', £ ) У(т')фАг') d3 r ' . 
Ez a Lippmann—Schwinger-egyenlet (1950). Kiszámíthatjuk a szabadmozgás Green-
függvényének explicit alakját is: 
/ e - i k r ' J gikr 
(2л)3/г p2 fc2 . (2л)3/2 t / 3 k = 
2m 2m 
2m í e'kfr-r') d3 Y 
(2л)3/2 J p2 — k2 — 2mis 
Ismert eljárás szerint ebből megkaphatjuk a szabadmozgás Green-függvényének 
végleges kifejezését: 
m e
ip
 '
r_ri 
Bevezetve a Green-függvény explicit alakját, a dinamika integrálegyenletének vég-
leges alakját nyerjük : 
<i 
m l'e'pl'-r'l |Pin) = < r | p > - ^ J y Z r T F < r > i n > í / V . 
A szabad Green-függvény explicit alakjából a hullámfüggvény aszimptotikáját 
vezethetjük le abban az esetben, ha a kölcsönhatás véges hatótávolságú. Ekkor 
r — r'<str mellett 
p\r — r'J = p[r2 — r'2 — 2rr' cos (rr')]1/2 = 
= pr , rr 1 r + -
— p'r', ahol p' = y r 
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a szórócentrumtól az r megfigyelési pont felé mutató, p nagyságú impulzusvektor, 
tehát a szórt és detektált részecske impulzusa. Az in-állapot aszimptotikája nagy 
távolságban, koordinátareprezentációban 
1 m íe'pr 
vagy bevezetve a T operátor impulzusreprezentációját: 
1 eipr 
<Г 1 " (2W^ e í P r ~ 4 П * т r < p / | T | P > ' 
A teljes hullámkép eszerint a beeső síkhullámból és olyan szórt hullámból áll, 
amely aszimptotikusan, legalábbis véges hatótávolságú erőcentrumon való szóródás 
esetén, tiszta kifutó gömbhullám. A szórt hullámban az eiprjr gömbhullám /(0) 
együtthatóját a H probléma szórási amplitúdójának nevezzük; ez arányos a T 
tranzitoperátor impulzus-reprezentációbeli mátrixelemével 
Д0) = — 4л2/»(р'|Т|р). 
A hullámfüggvény aszimptotikája a szórási amplitúdóval kifejezve 
< r 1
 i ^ f i y eipr +m e y • 
A <r(0) differenciális hatáskeresztmetszet, definíciója szerint, adott szórócentrumra 
vonatkozóan a centrumra illeszkedő egységnyi térszögbe szórt részek számának 
aránya az egységnyi felületen át beeső részekéhez. A hullámfüggvény aszimptotikus 
alakjából a fluxusok hányadosa meghatározható; az eredmény 
ff(Ö) = |/(0)|2=16»h»2|<p'|r[p>|2. 
A tranzitoperátor explicit kifejezése 
A Lippmann—Schwinger egyenlet 
|Pin>=|P>+nT|p i n> 
koordinátareprezentációban 
^Pi„(r) = Фр« + JV+(r, T',p)V(r')il/PlJr')d3i'. 
A S°+(t, r ' , p) szabad Green-függvényt tekintsük most egy operátor magjának és 
keressük ezt az operátort. A Green-függvény ekkor az operátor koordináta-repre-
zentációbeli mátrixeleme : 
( r i n i o = A r | k > - p (k\r')d*k. 
J
 e - — + íe 
2 m 
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A szabad Green-operátor impulzusreprezentációban tehát 
<5 ( k - k ' ) 
<kj <d\ |k'> = 1a 
e — ^ + is 
2 m 
Megegyezésben maradunk a fenti mátrixelemekkel, ha a szabad Green-operátor 
gyanánt a 
e- i 
operátort tekintjük, hiszen ennek magfüggvénye 
visszaadja a Green-függvényt. Az új felfogásban a Lippmann—Schwinger egyenlet 
alakú. 
A Lippmann—Schwinger-egyenlet formális megoldása 
A hullámoperátorokra vonatkozó integrálegyenletet a Lippmann—Schwinger-
egyenletből |pin) = fl+p_ behelyettesítéssel azonnal megkapjuk: 
Megoldása í2+-ra iterációval adódik 
(2+ = z с п vt-
n = 0 
Innen a tranzitoperátor explicit kifejezés: 
T = VQ+ = V 2 OH vy. 
и —О 
A tranzitoperátor kielégíti a következő integrálegyenletet: 
t=v+v I t . E — H„ + ie 
Impulzusreprezentációban, jobb oldalon a T= VQ+, |k in) = Q+ |k) azonosság 
figyelembevételével : 
(p'l tIp) = (p'l v|p) + í d*k 
J E - f +iz 
2m 
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A T-re vonatkozó integrálegyenletet megoldhatjuk, ha a Lippmann—Schwinger-
egyenletet a szabad Green-operátor inverzével balról megszorozzuk : 
(E - H0 + ie)|pin> = {E - H0 + ü)|p> + F|pin>. 
Átrendezés után 
(E-H + is) jpin> = (E— H + is) jp> + Fjp). 
Most balról szorzunk a //-probléma kifutójellegű Green-operátorával, a teljes 
Green-operátorral : 
|p i n>=|p) + ^ + F |p> , 
ahol a teljes kifutó Green-operátor 
1 
E—H A is 
Az Q+ és a £ operátorok explicit kifejezése a V potenciállal eszerint (Chew és Gold-
berger, 1952) 
Í2+ = 1 + r. I . V, E — H f t s 
T =v+ V ! . V. 
E—H + is 
A hullámoperátor, ill. a tranzitoperátor ezen eló'állítását nevezzük a Lippmann— 
Schwinger-egyenlet formális megoldásának. 
A SZÓRÁSI AMPLITÚDÓ 
ANALITIKUS TULAJDONSÁGAI 
A NEMRELATIVISZTIKUS POTENCIÁLSZÓRÁS 
ELMÉLETÉBEN* 
NYÍRI JÚLIA 
MTA Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
Az erős kölcsönhatások elméletében mind a mai napig nem ismerünk pontos 
számítási módszert. Ezért, hogy a kölcsönhatás jellegéről valamilyen információt 
kapjunk, célravezetőnek tűnik a szórási amplitúdó tulajdonságainak vizsgálata 
általános feltételek mellett. 
Jelen előadásban csak a nemrelativisztikus potenciálszórás esetére szorítkozunk. 
1. A szórási amplitúdót meghatározó Fredholm-sor 
Khuri vizsgálta a szórási amplitúdó analitikus tulajdonságait а к impulzus 
függvényében [1]. A továbbiakban az ő tárgyalásmódját fogjuk követni. 
Tekintsük a Schrödinger-egyenletet a következő alakban: 
[У2 + к2-ХУ(г)]ф(г) = 0 (1) 
azaz 
[V2 + /с2] ф(г) = XV (г) t/r (7) 
ahol h=c = 2M=\, tehát k2 = E, а X paramétert pedig a V(r) potenciál kis távol-
ságokon való viselkedése határozza meg. 
Vezessük be a továbbiakban az x = r , |*| =r jelöléseket. Megmutatható, hogy 
az (1) megoldása lesz a következő integrálegyenlet: 
ф(х) = ф0(х) + Х J G0(x,y)VW(y)dy 
ahol ф0(х) és G0(x, y) a szabad Schrödinger-egyenlet megoldása, illetve Green-
függvénye: 
(V2 + k2) ф0(х) = 0 
(V2 + k2)G0(x,y) = ô(Z-y) 
A határfeltételek megadása nélkül a megoldás nem egyértelmű. Megköveteljük, 
hogy nagy |*| esetén 
gik\x\ 
ф(х)~е'к* + - p j - f ( k , t) 
alakú legyen a megoldás. Itt f ( k , т) a szórási amplitúdó, x2 = (k—k')2 = 2k2(l — cos в) 
* Frenkel Andornak a III. Magyar Elméleti Fizikai Nyári Iskolán tartott előadása alapján. 
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a hármas impulzus-átadás, és adott к érték mellett 
Válasszuk a lehetséges Green-függvények közül a következó'ket : 
1 gik\x - y \ 
G0(x, y) =-—-
4 n \x—y\ 
ф0(х) = eik* 
Az integrálegyenlet így felírható a következő' alakban: 
ф(1) = k x + ).f K(X у)ф(у) dy (2) 
ahol 
V(v)eik\-X - у I 
= r w ( 3 ) 
A (2) integrálegyenlet megoldása az (1) eredeti Schrödinger-egyenletnek is meg-
oldása lesz, és ha V(y) megfelelő, úgy valóban a kívánt alakot kapjuk |xj — esetére. 
Látható, hogy ф(х) — е'кх=ф]к,х) ismeretében a szórási amplitúdó egyszerűen 
előállítható : 
f{k, T) = lim [\x\e~A*\фЛк,х)] (4) 
А ф(х)-те felírt integrálegyenletet kell tehát vizsgálni ahhoz, hogy információkat 
nyerjünk a szórási amplitúdóra vonatkozóan. A Fredholm-típusú integrálegyenle-
tekre vonatkozó Appendix eredményeit azonban itt nem alkalmazhatjuk változta-
tás nélkül, mivel a (3) mag tulajdonságai eltérnek az ott megköveteltektől az alábbiak-
ban : 
1. a probléma háromdimenziós; 
2. a mag tartalmaz paramétereket is (k, és a potenciálban esetleg szereplő 
paraméterek) ; 
3. a K(x, y) mag nem korlátos (az x =y pontban szinguláris), az integrálási 
tartomány végtelen; 
4. a szóban forgó integrálegyenlet magja komplex. 
Lényeges nehézséget a 3. pontban jelzett különbség okoz. Egyszeri iterálás azonban 
már sokat javíthat a mag tulajdonságain. Az iterált egyenlet a következő lesz: 
vagy 
ф(х) = eik*+k J K(x,y)eikpdy + k2Jf K(x, z)KÇz, у)ф(у) dz dy 
ф(х) = F (к, x) + A2 JK2(x, у)ф ( у) dy, (5) 
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ahol 
es 
F(k,x) = [K(x,y)eikydy 
K f x , y) = J K(x, z)K(z, y)dz 
Az (5) megoldása formálisan felírható a következő alakban: 
,у) 
i t t 
F(k,y)dy 
Л (Я2, k; x, у) = K2(X, y) + Z Jdx1...fdxn ő(">(k;x,y, xx, ..., x„) 
A (A2, k) = l + ^ - L j p l j" dx^.f,dx„ Z)(n) (k;xx, ... x„), 
(6) 
£<"> és D(n) pedig a Fredholm-determinánsok: 
4 п ) ( & ; х , y, x 1 ; ... x„) 
К f x , у) К f x , х
х
) ... К f x , х„) 
К2(хх, у) К2(хх, хх) . . . К2(хх, х„) 
d(n){k\xx, ... х„) = 
Jost és Pais megmutatták [2], hogy ha 
Kfx„, y) K f x „, Xj)... Kfx„, x„) 
K f x x , Xj) ... K f x i , x„) 
Efx„, xf ... Kfx„,x„) 
V{r) s m' es / r\Vir)\ dr Ш Áf-
ákkor az iterált egyenletre alkalmazhatók a Fredholm-módszerek tetszőleges fizikai 
k esetében, tehát akkor, ha k valós, és teljesül а кш^т feltétel. A számításokból 
kitűnik, hogy ha X valós, úgy a megoldásban (6) Л (Я2, k)-nak nincs zérushelye 
valós k + O-ra. A homogén egyenlet megoldásait valós csatolási állandó esetén 
tehát komplex impulzusértéknél kell keresni. 
Egyszerűen kifejezhető a szórási amplitúdó (4) az integrálegyenlet megoldása 
segítségével : 
ФЛк, x) = xjK(x,y)e<*?dy + X2f A ( f £ X k ] y ) F(k,y)dy (7) 
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Innen megkaphatjuk az amplitúdót a következő alakban: 
f ( k , t ) = - j ^ J d y - L j e ~ i T T N 2 ( z , y ) e i k f d z d y -
- 4 Ц е " T 7 N ^ ^ # - 4 M / ' Г 7 W M е Г к 7 * 'У-
À5 f Ns(z, y) 
ahol 
N2(z,y) = V(z)KÇz,y), 
N3Çz,y)= V(z)K2(z, y), 
Nt(z, y) = V(z) f K(z, xfi)Aß2, к; xx,y) 
A5(Í, t ) = V(z) f K(z, 
Xj) A (Â2, k;xx, x,) Я(х2 , >j dxx dx2  
Vezessük be a továbbiakban a következő új változókat: 
тс = у (к + к') г = у- z 
е = к-к' я = 1 ( у + 5) 
akkor felírhatjuk a szórási amplitúdót az alábbi módon: 
Itt 
es 
л j = 2 , 3 , 4 , 5 ; я = -py 
V(x) = J e!~yV(y)dy. 
(8) 
/(*, r) = - ± V ( x )
 + G2(k, x) + G3(k, ^ Й Н Ш ) (9) 
Г / » - l A ' A ; G i „ - i J , . 
Gj(k,x) = -— / <? ( 4 > Nj R - - r , R + —r\e"R dr dR 
Gj(k, t ) nem függ а т és я irányoktól. Könnyű belátni, hogy G fik, т) = Gj( — k, x). 
Fizikai tartományban, tehát esetében valamennyi Gj létezik és egyenletesen 
konvergál a potenciálok egy meglehetősen széles osztályában, nevezetesen, ha 
Jr\V(r)\dr és Jr2\V(r)\dr véges. A továbbiakban mi azonban komplex impulzus-
0 0 
értékekkel kívánunk foglalkozni az I m f c ^ O félsíkon. Ehhez nemfizikai esetre 
( | k ] < i T ) is definiálnunk kell a szórási amplitúdót. 
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2. G ДА, т), А (Я2, A) analitikus tulajdonságai. 
Összefüggés a kötött állapotokkal 
Terjesszük ki tehát a Gf k, т) értelmezési tartományát a A-sík felső térfelére. 
Bizonyítható, hogy ha a potenciálra teljesül a következő három feltétel: 
\V(r)I ^ ~ (10) 
j r\V(r)\ dr ä M < o o (11) 
0 
Je"r2\V(r)\ dr s L < ° ° (12) 
0 
akkor valós т értékre + a esetben az lm к > 0 térfélen a G/A, т) függvények ana-
litikusak A-ban és egyenletesen korlátosak. Megmutatható továbbá, hogy I m A s O 
tartományban |A|—°° esetben £>(A2, А; V, y) 0. Vizsgáljuk most a A(À2, A) tulaj-
donságait. Kiterjesztve a komplex A-síkra: 
zl(A2, A) = 1 + 2 ^ p r ~ f d x 1 ... I d x „ Z)("'(A; 3Elf ... x„) (13) 
ahol 
K2(xj, Xj) ... K2(xx, x„) 
D w ( k \ X x , ... xB)„ = 
A 2 (x„,x 1 ) ... K2(xn,x„) 
(14) 
A sor minden tagjáról információt kaphatunk a magok ismeretében. K2 analitikus 
I m A ^ O esetre, és ezért az Hadamard-lemma értelmében a D(n)(k;xl,...xn) is 
analitikus és egyenletesen korlátos. A A (A2, A) függvényre felírt sor abszolút és 
egyenletesen konvergál, ha I m A s O , így zl(A2, A) is analitikus függvény. Látható 
tehát, hogy a szórási amplitúdó a felső félsíkon mindenütt analitikus, kivéve a 
A (A2, A) esetleges zérushelyeit, ahol az /(А, т)-пак pólusa van. A A (A2, A) A függ-
vényében a A — ±A„ helyen válik zérussá, ahol A„ a homogén egyenlet sajátértéke. 
ф„(к, x) = A„ JK(x, у)ф,,(к, y) dy (15) 
Rögzítsük a továbbiakban A-t. Tudjuk, hogy ha A(À2, A) = 0, a homogén egyen-
letnek megoldása van. Láttuk, hogy valós A + 0 esetén a A (A2, A) csak komplex 
A-értékekre válhat zérussá. A továbbiakban megmutatjuk, hogy ha A valós, úgy 
az lm A + 0 térfélen csak az imaginárius tengelyen lehet megoldása a homogén 
egyenletnek. 
A Schrödinger-egyenlet felhasználásával felírhatjuk az alábbi összefüggést: 
i div (ф* grad ф„ - ф„ grad ф*) = 1(ф*Аф
п
-ф
п
Аф*) = 
= i [ф* (— А2) ф
п
 + ф„ к2* ф*] = г(к*2 — к2)ф* ф„ 
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Integrálva egy nagy V térfogatra, a következőket kapjuk: 
' ( f w v i - i v f ö i í = i ( K 2 - K ) J y„\2dx. 
v 
Innen, figyelembe véve, hogy nagy |x|-ekre 
— gifcn I * I 
ф
п
(к„,х) щ-/„(к
п
, т), (16) 
az alábbi kifejezést nyerjük: 
+ J\f„(k„, x)\2dü = i(k*2-k2) JIikn\2dx, 
v 
és, ha ImAr„^0, Rek„ + 0, úgy 
f \fn(kn,x)\2 dQ = 2 l m kJ\фп\2 dx 
v 
vagyis ellentmondáshoz jutottunk. Egyetlen lehetőségként marad tehát: 
k* +k„= 0, azaz kn = i lm k„, 
ami azt jelenti, hogy a A(X2, k) függvénynek valós X mellett valóban csak a képzetes 
Ai-tengelyen lehet zérushelye. 
Ebben az esetben 
g - l m kn I x j 
Фп(к„Л) = щ fÁK,x), (17) 
ami egy exponenciálisan lecsengő, normálható állapot, tehát a részecske a szóró-
centrum közelében marad. E„ = k2 = — lmk\<0, ebből is látszik, hogy a A(X2,k) 
zérushelyeihez kötött állapotok tartoznak. J r\V(r)\ dr s M < °° esetében a kötött 
0 
állapotok száma véges. Könnyű belátni hogy az a legkisebb csatolási állandó, amely-
nél kötött állapot létrejöhet, egyúttal a Born-sor konvergenciasugarának felső 
határa is. Ha létezik egy kisenergiájú kötött állapot fizikai csatolási állandóval, 
úgy általában a Born-sor nem, vagy csak nagyon kis tartományon belül konvergál. 
3. Diszperziós összefüggések 
írjuk át a (9) kifejezést a következőképpen: 
Láttuk, hogy g(k,x) az lm A > 0 térfélen analitikus, eltekintve az imaginárius ten-
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k 3 
к 
• k z 
B ' 
• 
ki 
В 
e 
e 
в 
V 
1. ábra 2. ábra 
gelyen elhelyezkedő pólusoktól (1. ábra). 
Térjünk át a k2 = E síkra úgy, hogy a 
pozitív Á'-tengely felső partját képezzük le a 
pozitív £-tengely felső partjára (2. ábra). 
Mint ismeretes, ilyen leképezés esetén az 
£-síkot fel kell vágni. 
Legyen a továbbiakban Ф(Е, z)=g(k, т). 
А Ф(Е,т) függvény analitikus lesz mindenütt 
az energiasíkon, kivéve a vágást a pozitív, 
és a pólusokat a negatív valós tengely men-
tén. Leihasználva a Cauchy-képletet és integ-
rálva С körül (3. ábra), a következő kifeje-
zést nyerjük : 
с 
ahol Rj(т) а Ф(Е', r) residuuma a lehetséges Ej kötött állapot helyén. 
A nagy kör járulékát az integrálásban el lehet hanyagolni és így az alábbi 
diszperziós összefüggést kapjuk: 
0 
Itt E0 = 0, Ro(J a residuum az E = 0 pontban. 
Felírhatjuk a diszperziós relációkat magára a szórási amplitúdóra is. L e g y e n f ( k , r)= 
= M(E, t), akkor 
0 
3 F i z i k a i Fo lyó i ra t XIV/6 
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A diszperziós összefüggés esetén érvényes, tehát т = 0 mellett az a = 0 is 
megengedett, ami egy nagyon széles potenciálosztályt jelent. А 0 < £ < £ т 2 nem-
fizikai tartományban az f(k, x) szórási amplitúdó a parciális hullámsor segítségével 
értelmezhető, amelyről megmutatható, hogy т < а esetben konvergens. 
Д М ) = i (21) 
ahol 
a . 
A szórási amplitúdót Pfcos 0) szerint sorbafejtve megállapíthatjuk, hogy milyen 
/ impulzusmomentum értékhez tartozik kötött állapot. 
Megjegyezzük még, hogy a fizikai energiasíkon természetesen csak a kötött 
állapotoknak megfelelő pólusokat tudtuk ábrázolni. A második Riemann-levélen 
további lényeges tulajdonságokat jellemző pólusok szerepelhetnek, nevezetesen 
a rezonancia-pólusok. 
4. A szórási amplitúdó analitikus tulajdonságai 
a x függvényében 
A diszperziós összefüggésben az integrálás alsó határa 0, x viszont általában 
zérusnál nagyobb. így megjelennek a kifejezésben olyan M(E', x) értékek, amelyek 
nem felelnek meg fizikai amplitúdóknak. Ezeket az értékeket megkísérelhetjük 
megkapni az amplitúdó x szerinti analitikus folytatása segítségével. 
Blankenbecler, Goldberger és mások [3] vizsgálták a szórási amplitúdó ana-
litikus tulajdonságait т-ban. Feltételezték, hogy a potenciál felírható a Yukawa-
potenciálok szuperpozíciójaként : 
/ ie dpiт(р) — 
V(r) = I dpa(p)— 0, 
és (feltéve, hogy >пШа) továbbra is érvényben vannak a (10), (11) és (12) feltételek, 
amelyekből következik, hogy 
o(p)-+ 0 , h a p—°° 
és ff(/l) - 0 , ha p —0. 
p 
A a(p) általában korlátos, de tartalmazhat ú-jellegü szingularitásokat, így fel-
írhatjuk a következő alakban: 
o(p) = ô(p-m0) + e(p), 
ahol 
Q(p) = 0, ha p<m0. 
Vezessük be a következő jelöléseket: 
x2 = 2k2(\ — cos 0) = - t , 
Ak2 = 4E = s. 
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Ha a szórási amplitúdó analitikus tulajdonságait vizsgáljuk, kényelmes leválasztani 
a Born-sor első tagját: 
f è & = - i m = - i j e ^ V(x) dx = - 1 J dp ^ = 
1 
4л = m ) 
(22) 
Innen látszik, hogy fB(t) analitikus a teljes t síkon, kivéve egy, az m2-nél kezdődő 
vágást a pozitív valós tengelyen, és esetleges pólusokat (ha a potenciál ú-függvényeket 
is tartalmaz). Megjegyezzük, hogy a fizikai t mindig ^ 0 . 
Ha a Born-sor jól konvergálna, megelégedhetnénk az első tag vizsgálatával. 
Mivel ez azonban általában nincs így, a továbbiakban a teljes szórási amplitúdó 
tulajdonságait fogjuk vizsgálni a cos 0, illetve /-síkon A 2 S0, azaz s è O esetre. 
Tekintsük az amplitúdóra vonatkozó Lippmann—Schwinger-egyenletet: 
/ Й , kd =fB(kr,k,)-J(2л)» A ^ - A 2 - ! 7 ^ ' ^ ( 2 3 ) 
— - krk-
ahol V a potenciál Fourier-transzformáltia, т = Af — A; és cos 0 = _ i • • f
 \kf\\ki\ 
Az integrálegyenlet magja 
k ( k f k i ) = ^ A a j J g ; 
a A csatolási állandó a «(/íj-ben szerepel. Az egyenlet megoldása a következő: 
dp Ä(kj,p; к) 
f ( k f , k i ) = / в ( А / , А , (2л)2 Л (А) ~/в(р,кд (24) 
На a potenciálok kielégítik a tett feltételeket, úgy а d (A)-ra és À(kf,p;k)-vd fel-
írható sorok egyenletesen konvergálnak [2]. Л(А) nem függ a kt és kf irányoktól, 
így nem befolyásolja f ( k f , A,) viselkedését a cos 0-síkon. Â(kf, p; A) a á(x, y; A) 
Fourier-transzformáltja : 
1 1 dp-, 
— X 
X 
ahol 
(2л)3"«! p2-k2- íe J i i i Pf - k 2 - íe ' 
(25) 
V(kf,p) V(kf,px) ... ?(£/,£„) 
0 
3' 
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A determináns kifejtése után a sor általános tagja a következő alakot nyeri: 
— X 
IE 
( 2 6 ) 
X f l " Á k ) l B Vik^pßVCPxiPÖ ... ? ( f t - i , Â ) 
p к lo 
Itt / ^ n , az Fl"\k) pedig a fennmaradt (p, + i , p í + 2> • ••/?„) impulzusokra való integ-
rálás eredményeképpen kapott függvény. 
Felhasználva a 
с (g) dg 
P2 + (Pi-Pj)2 
összefüggést, látjuk, hogy Ä["\kf,p; k) az f =f—fB kifejezésbe a következő járu-
lékot adja: 
f' 00 (g k\ - 1 Fin){k) Г ту a (g;) dgi dp, a ( g ,
 + 2) dgi+2 
J , , kg -
 ( 2 „ y i d ( / c ) j n 2 [ p 2 _ k 2 _ щ 2k2 
X f dQ1... dQl+1[A1-krß1\-1[k2-p1-ßA-1... [Al + 2-pl+1-ki]-1 
(27) 
ahol k, és p} — egységvektorok, és 
Д М ^
 ( 1 < y < / + 2 )  
2PJ-IPJ 
= g\+k2+p\ 
2 kPl 
; _ Ж 2 + Ж 2 + Я  1+2
 " 
A továbbiakban integrálni kell a szögváltozókra. 
= / Л2 Ч ч — Ч г = 4 n dg -„-
j " ti-pip4-pp2 j q-p 
1 
1-Р1Р2 K(n) 
10 
Itt 
9o = t1T2 + ( T 2 - D 1 / 2 ( t I - l ) 1 / 2 , 
X(x) = [(т
х
 t2 - x)2 - (xf - 1)(т1 - 1 )]1/2 
Az integrálást többször megismételve, a következő eredmény adódik: 
<р\п)(п, k) f ' f H k , cosö) = / dt] 
-f t] — cos 0 
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és könnyű megmutatni, hogy 
^ 1 + 
2 m2 
Rögzített к értéknél a Fredholm-sor minden 
egyes t ag ja analitikus a teljes cos 0 síkban, 
kivéve egy vágást a pozitív valós tengelyen 
lm2 . ri 
cos 0 = 1 + , 2 -tői °°-ig (4. ábra). A vágás a 
/С 
fizikai tartományon kívül van, ha m + 0. 
Az ffin)-eket tartalmazó sorról bizonyítható, 
hogy abszolút és egyenletesen konvergens. 
Végeredményben : 
f ' ( k f , k i ) = J dq <Р(Ч, к) . 
ri — cos 0 ' 
COS 9 
-1 
4. ábra 
, 2m2 , 
i/„ S 1 + — S 1 
к
2 
analitikus függvény a felvágott cos 0 síkban. Bizonyítható az amplitúdóra kapott 
eredmény annak komplex konjugáltjára, tehát külön a valós és képzetes részre is. 
Megállapíthatjuk továbbá, hogy f a k2 = s és / = 2.v(l — cos 0) függvényében 
analitikus a /-síkon egy, a — oo-től—4 m2-ig terjedő vágást kivéve. 
5. A Mandelstam-reprezentáció 
Láttuk, hogy a diszperziós összefüggések bizonyíthatók valós / ^4m 2 - r e . 
A továbbiakban megmutatjuk, hogy érvényességük kiterjeszthető a teljes komplex 
/-síkra. 
Induljunk ki az egyszeres diszperziós relációkból: 
n s A ) = f B ( t ) + 2 ^ - + - f d s ' ^ 4 - I m s ^ O (28) 
J Sj—S 71J S —S —IE 
о 
Mivel .v' ± 0 esetben I m / ( s ' , /) analitikus, felírhatjuk a következő összefüggést: 
I m f ( s ' , t ) = - [ d t ' ^ b Ç . ф')^4т2 (29) 
л J t —t 
<o(s') 
Ez igaz akkor , ha teljesül az 
lm f { s ' , / ) — 0 | / | - o o ( 3 0 ) 
feltétel. Ha nem, akkor levonásokat kell alkalmazni és (29) a következőképpen 
módosul: 
I m / ( + , z ) = Ç j d f ^ ^ ^ s j (29a) 
ío(s') 
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Felhasználva a (29) összefüggést, a következő' dupla diszperziós relációt kapjuk: 
0 (o(s') 
Ez az úgynevezett Mandelstam-reprezentáció. Potenciálszórás esetében а о (s, t) 
meghatározható, hiszen felírhatunk rá egy megoldható integrálegyenletet. 
Előfordulhat, hogy a potenciálhoz kicserélődési tagok is járulnak: 
V(x) = V f x ) + V f x ) = V f x ) + Vfx)Px, (32) 
ahol Px a felcserélési operátor. Ebben az esetben 
f = f e + f o 
és 
f e 4 t) = fe (t)+~ f ds' Imfk(S''P 
Л J S —S — IS 
о (33) 
fois, и) = / о Д ( ц ) + - / ' ds' Ï m / ^ ' ' U ) 
Л J S —S— IE 
о 
ahol az alábbi változók szerepelnek: 
и = — (kf + к у = — 2A2(1 +cos 0) 
t = - ( k f - k . f = — 2k\\ - cos в) 
s = 4k2 
s + t + u = 0. 
Felhasználva a kapott kifejezéseket, a következő diszperziós összefüggést kapjuk: 
/ 4 7, и) d s ' j d f
 + 
0 lm- (34) 
+ Ф / ds' / du' , , —r + esetleges levonások 7-ben és w-ban. 
л-J J ( s ' - s ) ( u - u ) 
0 4m2 
A kötött állapotokba beleértjük V0 járulékát is. Я f t ) arányos 7 olyan legmagasabb 
hatványával, amely az Sj kötött állapothoz tartozik, tehát pl. f(s, t, u)~ |/|' |7| 
esetén, ha 1-е s kötött állapot van. Ezért nyilvánvaló, hogy ilyenkor levonásra van 
szükség. 
Ha nincsenek kötött állapotok, akkor remélhetjük, hogy teljesül a (30) feltétel, 
tehát nem kell levonást alkalmaznunk. 
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6. Az uniteritási feltétel 
Mint már említettük, a q (5, t) meghatározható egy integrálegyenletből, amelyet 
az uniteritási feltételből nyerünk. Lássuk tehát először a nevezett feltételt: 
SS+ =1 
S - l = i T , 
innen 
SS+ = ( i T + l ) ( - i T + l ) = 1 + i(T— T+) + TT+ = 1 
i(T-T+) = TT+. 
Felírhatjuk a következőket: 
i(kf I T — T+ I k t ) = f dkt (kf I T \k')(k'\ T+ \kt) 
iU(kf, ki)—f*(ki, kf)] = f d k ' f ( k f , k')f*(k\ kf 
akkor 
- 2 Im/( í , 0 = f*(s, Ikf - k'\)f(s, \k' - Ц) (35) 
Térjünk vissza a Mandelstam-reprezentációra: 
о 0 
ahol 
0 
Ha a (36) kifejezést behelyettesítjük (35)-be, az alábbi integrálegyenletet kapjuk 
g(s, í)-re: 
e(s, 0 = f dpi o-(hi) / dp2a(p2)K(s, t; p\, p2)-
- 2 p f ^ f / d p 2 a(p2)K(s, t; h , pt)+ (37) 
0 0 
f d s y f d f Ы f d t , S(^h)Q(s2,t2) 
J л J n J Л J Л [ 5
х
- 5 + г £ ] [ 5 2 - 5 - / е ] ' 1' 2/ 
1 о о 
я
 0 [i - g - - ^ - {1652 ± 4s(h + r2) + G t2y<2 
0 0 0 
ahol 
K(s,f,tx, t2) = (38) [5 { t - (t\2+ti'2)2} {t - ( i p - 4'2)2} - th h f ß 
Az integrálegyenlet nemlineáris, ennek ellenére megoldható a X növekvő hatványai 
szerinti szukcesszív approximációval. A g súlyfüggvény tehát meghatározható. 
Ismeretében az f(s, t) szórási amplitúdó megalkotására a (36) képlet szolgál. 
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Appendix 
Néhány megjegyzés az integrálegyenletek elméletéből. A 
ip (x) = f ( x ) + X f K(x, fi) cp (0 dí (Al) 
típusú egyenletet Fredholm-féle integrálegyenletnek nevezzük. Itt cp(x) a keresett 
függvény, / (x) , K{x, fi) a probléma adott függvényei. K(x, £)-t az integrálegyenlet 
magjának nevezzük. Azt kívánjuk meg, hogy a megoldás az [a, b] zárt intervallum-
ban legyen értelmezve. 
Megemlítjük, hogy további megállapításaink olyan K(x, fi) magokra biztosan 
érvényesek, amelyek eleget tesznek a következő feltételnek: K(x, fi) folytonos 
mindkét változójában az a S x = ő; ű S ( á i ) zárt négyzetben. Ekkor az 
j f ( f i ) K ( x , fi)dx 
függvény folytonos az [a, b] intervallumban. 
Volterra megmutatta, hogy (Al) megoldását úgy is megkaphatjuk, hogy az 
integrálegyenletet egy lineáris egyenletrendszer határeseteként tekintjük. 
Ha az [a, b] intervallumot n egyenlő részre osztjuk, akkor a 
<P(x) = f ( x ) + XŐ 2 K(x, xq)(p(xq) 
9 = 1 
(A2) 
egyenlet, amelyben 6 = xq — és x0 = a, xn=b, az (Al ) integrálegyenlethez tart 
a felosztás finomításakor. Az (A2) egyenletet felírva az osztáspontokra (x = xp; 
p = 1,2, ... rí) 
f ( x p ) = -XÔ 2 K(xp, xq)<p(xq) + cp(xp) 
9 = 1 
(A3) 
egy n egyenletből álló lineáris inhomogén rendszert kapunk <p(x?)-ra, amelynek 
megoldhatósági feltétele, hogy determinánsa ne tűnjék el: 
Dn(X) = 
1 — XöK(xx, Xj) — XöK(xx, x 2 ) . . . — XdK(x1, x„) 
— XdK(x2,xf) 1 — XôK(x2, x2) ... — XôK(x2,x„) 
•XôK(x„, Xj) ...l-XŐK(xn,xn) 
* 0 
Ha Dn(X)-t sorbafejtjük X szerint, akkor írhatjuk: 
n m , ,c y7*- , f K(xp,xp) K(xp,xq) 
(A4) 
;.3<з3 i 
p . 9, г = 1 
К(х
р
, х
р
) К(х
р
, x,) К(х
р
, X,) 
K(xq,xp) K(xq, xq) K(xq,xr) 
K(xr, xp) K(xr, xq) K(xr, x r) 
+ . 
A S Z Ó R Á S I AMPLITÚDÓ A N A L I T I K U S T U L A J D O N S Á G AI 5 2 5 
ha ô —0, akkor 
А,(А) -Я(А) = 1 - Я + 
b b 
4 / / 
(A5) 
та,« dHi d í 2 
D„(xfl, xv)-vel jelölve a A(x v , xp)-t tartalmazó taghoz tartozó aldeterminánst, (A3)' 
megoldása a következő: 
„/-„ л _ /(*i)Aixß, хх)+^х2)Рп(хр, х 2 )+ ... +/(xH)Z>„(x„, хп)  
•SHfaJ-
 D Á X ) " 
Könnyen belátható, hogy а £>„(х
д
, xp) aldetermináns limesze maga £>(A), ha <5—0. 
Dn(xp, xv) /.; + v-re a következő alakú : 
A.(fa , , *») - A<5 |лГ(х
р
, x„) — Xô 2 
l p = I 
amelyről ф £).(x„, xv) limesze leolvasható: 
о 
K(x„,xv) К(хц,х„) 
K(xp, xv) K(xp, x.) + 
jD„(xp, xv) — D (x p , xv, A) = 
о 
i 
K(x„,xv) K(xp,b) 
K(b,xv) ЩиЫ 
= AK(x„, x v ) - A 2 
Látszik, hogy a felosztás finomításakor az (A6) formula a 
(A7) 
(A8) 
(A9) 
képletbe megy át. 
A továbbiakban az (A9) kifejezéshez két megjegyzést kell fűzni. Vegyük észre, 
hogy a megoldás fenti megalkotása inkább szemléletes, és egyáltalán nem precíz 
eljárással történt. Bebizonyítható azonban, hogy (A9) valóban az (Al) egyenlet 
megoldása. Másik megjegyzésünk D(X) és D(x, t, А) (A5) és (A8) alatti kifejezéseit 
érinti, amelyek A hatványai szerint haladó sorok. Ezen sorok konvergenciájáról 
nem szóltunk, azonban a K(x, £) magra tett feltevések mellett a szereplő sorok való-
ban konvergensek [4] tetszőleges A értékre, sőt D(x, Ç, A) az a + x + ú; я + j; + ú 
zárt négyzetben egyenletesen konvergens. 
Vizsgáljuk meg az (A l ) egyenletnek megfelelő homogén egyenlet megoldásának 
feltételét. 
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A homogén egyenlet a következő: 
ь 
< p ( x ) = x f K ( x , 0 ( p ( O d t (А 10) 
а 
Látható, hogy az (A9) képlet azonosan eltűnő (//-függvényt ad, ha / (x) = 0, és csu-
pán akkor nem lehet (p-röl (A9) alapján bármit is mondani, ha D(X) = 0. Vizsgáljuk 
tehát az (A10) egyenletet, ha £>(A) = 0. Azon X értékeket, amelyekre ez teljesül, 
sajátértékeknek nevezzük. Legyen A0 egy ilyen sajátérték, és multiplicitása legyen 
t n , ami azt jelenti, hogy az (A5) sorfejtést (X — A„) hatványai szerint átrendezve, 
az első el nem tünő tag w-edfokú. Ugyanilyen átrendezést végrehajtva a D ( x , t , A)-t 
meghatározó (A8) egyenletben, a kapott sor szerinti multiplicitását jelöljük /-lel 
(/ =0). Az (A5) kifejezésekből világos, hogy 
1у 
I Dix,x,X)dx = -Xd-^> dX 
A két oldal multiplicitását összehasonlítva látható, hogy/ = //; — 1. Másrészt (Al) 
és (A9) összehasonlítása a következő összefüggést adja: 
h h j D(x, t, X)fit) dt = XD (X) f Kix, t)(pit) dt 
a a 
Ha a jobb oldalon szereplő (pit) helyébe (A9) bal oldalát írjuk, és az egyenlet át-
rendezése után a szereplő kettős integrálban az integrációs változókat felcseréljük, 
akkor látható, hogy 
h h 
J [Dix, t, X)-XD{X)K{x, t ) - X f Dig, t, X)Kix, /?) dp] f i t ) dt = 0 
a a 
Ezen utóbbi egyenletnek tetszőleges f i t ) inhomogenitás függvény mellett fenn kell 
állnia, ami azt jelenti, hogy 
h 
Dix, t, X) = XDiX)Kix, t) + x f DU, t, X)Kix, q) dt, 
a 
A multiplicitásokról tett megjegyzésünk értelmében a g(x, t ) = / f függ-
(X — Xü) 
vény nem tűnik el, ha X - * X 0 , míg ugyanekkora , eltűnik, ami azt jelenti, hogy 
(A — Xg) 
six, t) = X0J'xix, n)gU, t)dr,, 
azaz g i x , t ) tetszőleges t érték mellett nem azonosan zérus megoldása az (A10) 
inhomogén egyenletnek a X = X0 sajátérték mellett. 
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Megjegyezzük még, hogy ha akkor (Al)-nek vagy nincs megoldása, 
vagy végtelen sok van. Ha a mag valós és szimmetrikus, azaz 
кос, í)=m,x), 
akkor (Al) még rendelkezhetik nem triviális megoldással, de ez csak akkor lehet-
séges, ha 
ь 
f Ax)<pH(x)dx = 0, 
a 
ahol (pH(x) a homogén egyenlet megoldása. 
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A KÜSZÖBJELENSÉGEK* 
KÖVESY ZSUZSA 
Központi Fizikai Kutató Intézet 
Bevezetés 
Küszöbjelenségek néven foglaljuk össze a hatáskeresztmetszetek energia-
függésének viselkedését azon energiatartományban, ahol valamely eddig zárt reakció-
csatorna energetikailag lehetségessé válik. Két — összefüggő — jelenségkört külön-
böztetünk meg: 
1. A küszöbviselkedés vizsgálata válaszol arra a kérdésre, hogyan változik 
egy adott reakció hatáskeresztmetszete az energia függvényében a küszöbenergia 
környékén. 
2. A kereszthatás egy zárt csatorna megnyílásának következményeit vizsgálja 
valamely más, egyidejűleg végbemenő reakció hatáskeresztmetszetében. Pontosab-
ban: legyen a{a^-a', E) az a —a' reakció hatáskeresztmetszete az E teljes energia 
függvényében és váljon energetikailag lehetségessé az a—b rekació az E=Qb ener-
giánál. Kereszthatásnak azt a változást nevezzük, amely а а(а—а',Е) menetében 
következik be a Qb energia környékén annak hatására, hogy az a—b átmenet meg-
engedetté vált. A kereszthatás vizsgálatához szükséges a küszöbviselkedés ismerete. 
A következőkben a hatáskeresztmetszetek energiafüggésének a küszöbenergiák 
környezetében fellépő specifikumait két módszerrel elemezzük. Egyrészt bemutat-
juk a Wigner-féle [1] R-matrix elméletes tárgyalásmódot, másrészt kitérünk Baznak [2] 
a kereszthatás leírására alkalmas módszerére, amely az S-matrix unitaritásán alapul; 
ez utóbbi kevésbé általános. Már itt megjegyezzük, hogy az R-matrix formalizmus 
alkalmassága ezen jelenségkör leírására természetes következménye annak, hogy 
a hatáskeresztmetszetek különleges viselkedését a küszöbenergiák környezetében 
a Schrödinger-egyenlet megoldásának „külső"-magon kívüli része szabja meg. 
Az R-matrix elmélet az S-matrixot éppen a külső hullámfüggvényeken és az R-mat-
rixon keresztül fejezi ki, ahol az R-matrix tartalmazza a„magon belüli információkat". 
A hatáskeresztmetszetben megjelenő R-matrix elem energiafüggését viszont a küszöb 
környéki kis energiatartományban általában konstansnak tekinthetjük. Minthogy 
az R-matrix formalizmust alkalmazzuk, csak olyan reakciókat vizsgálunk, amelyek-
nél a kezdeti és végállapotban egyaránt két részecske van, azaz feltesszük, hogy azok 
a reakciócsatornák, amelyekben három, vagy több részecske jelenik meg, zártak. 
I. Az S matrix kifejezése a külső hullámfüggvényekkel 
Bevezetésként röviden utalunk azokra a fogalmakra és képletekre, amelyeket 
az R-matrix elméletből a továbbiakban felhasználunk. (L. : részletesen [3]). 
Legyen cp a Schrödinger-egyenlet megoldása olyan határfeltételekkel, hogy 
a küszöb feletti energiákra /-s —°°-nél (p legyen periodikus, a küszöb alatti energiákra 
* Hraskó Péternek a III. Magyar Elméleti Fizikai Nyári Iskolán tartott előadása alapján. 
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pedig exponenciálisan csökkenő. (Itt s a csatornaindexet, rs az s csatornában a ré-
szecskék relatív távolságát jelöli). A Vsl és Dsl mennyiségeket a következő össze-
függésekkel értelmezzük : 
< P = 2 V s l ^ s l \ r , = a, (1) 
\ „ 2 Ms . 
V = 2 j Dsl
 й
 - Vsi (2) 
ahol / a pályamomentum, q>' a <p deriváltja rs szerint, i/»sí a hullámfüggvény 
azon része, amely nem tartalmazza a relatív távolságot, és feltesszük, hogy a mag 
sugarát (a), bármely reakció-csatorna esetén azonosnak választhatjuk. [3]-ban lát-
tuk, hogy 
у л = 2rsi,fvds.v, (3) 
ahol 
r si, s'l' 2 
Я 
У Я, si ' У Я, s'y 
е,-е 
(4) 
Az £ a reakció-matrix, amely valós és szimmetrikus. 
A továbbiakban kifejezzük az S-matrixot az R-matrixon keresztül. Jelöljük 
a Schrödinger-egyenletet sl csatornára vonatkozó megoldásának kifutó hullámot 
tartalmazó részét Osi-lel, befutó hullámot tartalmazó részét Oj;-al energetikailag 
megengedett csatornára. Jelöljük szintén 0,,-lel az energetikailag zárt csatornában 
érvényes exponenciálisan csökkenő hullámfüggvényt. A küszöbenergia alatt exponen-
ciálisan csökkenő, a küszöb felett pedig kifutó periodikus hullámfüggvények valóban 
egy függvényként kezelhetők. Ugyanis, £ = e>0-ra a Schrödinger-egyenlet kifutó 
hullámot tartalmazó része: 0 ~ е х р [/Ar]=exp [ír/2me/fe]. Ha O-t analitikusan 
folytatjuk a komplex £-síkon és a felső félsíkon haladva egy félkörön áttérünk 
(+e)-ról (—e)-ra, akkor exp [/Ar]—exp [/rj/2m|e| exp ( i n ) j h ] =exp [—г/2/и|б|/й], 
vagyis exponenciálisan csökkenő függvényre jutunk. Más szóval: а А — /|A| helyet-
tesítés a pozitív energiájú kifutó hullámból (reakció) negatív energiájú exponenciálisan 
csökkenő (kötött állapot) függésre vezet [4]. 
Legyen 
<P = 2 l<*st Osi + ßsi O f t ] ( 5 ) 
si 
a Schrödinger-egyenlet megoldása (l)-nél megadott határfeltétellel. Energetikailag 
tiltott x-nél ßsl = 0, mert ilyen csatornára a megoldás valós. Definíció szerint 
Vsl = aslOsl+ßsiO$, (6) 
minthogy 
¥ — 2 ФА+, o'sl + ßsl о*/) 
si (2) alapján a 
Ds, = üsi О + ßsl o f ) , (7) 
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ahol Ms a redukált tömeg az s csatornában. Vezessük be a következő mennyiséget: 
(6)-ba beírva (8)-at 
q
* h о; , ( 8 ) 
vsi = [asi qsi 0'sl + ßsl ей О*,']. (9) 
Vsl és Dsl között az R-matrix teremt kapcsolatot. (7)-t és (9)-t (3)-ba beírva nyerjük, 
hogy 
4 f + ßslqf,Otj] = Z ü i . s v I , [ ^ v O Ü . + ß e v O f ü . (10) 
jvls s'/' ms 
Az egyszerűbb írásmód kedvéért vezessünk be matrixokat és vektorokat a követ-
kező definíciók segítségével: 
a = sl, 
maa=^-o'aôaa,, (11) 
(я)аа' = я a baa', 
(*) а = és (ß)a = ßa. 
(11) felhasználásával а (10) egyenlet 
q0'q. + q*0'*ß = R[0'x + 0*'ß] (12) 
alakra hozható, vagy átrendezve 
(q-R)0'<x = -(q*-R)0*'ß, 
majd 
a = -0'-\q-R)-\q*-R)0*'B. 
Az S-matrixot az 
a = - S B (14) 
egyenlőség definiálja. (13)-t és (14)-t összehasonlítva az S-matrix kifejezését kapjuk: 
S = 0'-\q-R)-1(q*-R)0'*. (15) 
A hatáskeresztmetszetet spinnélküli részecskék reakciójára a 
a i a ^ b ) = Z ^ K ^ b ) = S 2 Z ( 2 l + l ) \ S a h - S t t \ \ (16a) 
i ka i=o 
általános polarizálatlan esetre a 
a f a ^ b ) =
 k l J s + 1 } Z (27+1) |1 - S ^ b I f , (16b) 
a{a-~b) = z°j(a-*b) j 
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kifejezés adja meg. (16) azonban csak akkor helyes, ha az S-matrix a csatorna-
indexekben unitér. Megmutatjuk, hogy az unitaritás teljesülése függ az Osl hullám-
függvények normálásától. Képezzük az (5) hullámfüggvénnyel a teljes radiális áram-
sűrűséget 
J = 2 isi = 2 [ k ! 2 : k , l 2 vs - \ßüi \ o f f i vs) = 
= 2 [ к Л к , 1 Ч - 1 / У 8 1 к , ! Ч ] = о , 
si 
azaz 
2 к , 1 2 ! к , 1 Ч 2\ßs,\*\osl\*vs 
si si 
ahol vs az 5 csatornában a relatív sebesség. Ha 
d 
U 7 ' 
ahol d energia független konstans, akkor a (17) összefüggés 
2 k!2 = 21 ßs,\2 
o s l I 
(17) 
(18) 
(19) 
alakú lesz. A (19) viszont éppen az unitaritási feltétel. Látható, hogy ahhoz, hogy 
a (14)-ben definiált S unitér legyen (ami szükséges ahhoz, hogy a hatáskereszt-
metszetet (16a., b.) segítségével számíthassuk) kötelező Os normálását (18) alakúra 
választani. 
Az S-matrix (15) kifejezésének célszerű alakját kaphatjuk a következő össze-
függések felhasználásával: 
es 
(q-R)-1(q*-R) = (q-R)-1(q*-q + q - R ) = (q-R)~\q*-q) + \. 
(q* - q)d, si = q*i-qsi = 
2 Ms Of, o A 
h oh O'sl. 
(20) 
(21) 
-
 й
 - [о;, o'sl - osl of,'] |0,[12. 
Minthogy energetikailag megengedett csatornára 
.
 л
 2iM , 2iM, 1 
Of, Osi - Osl Oft = h (aramsuruseg) = — ^ — ^ 
a (21) összefüggést 
qj ~qsi = ' 
2M s  
h 
Щ
 < 2 2 ) 
. i . 
alakúra hozhatjuk. (15)-be beírva (20)-at és az rs=a helyen vett (22)-t, az S-matrix-
nak a küszöbjelenségek vizsgálata szempontjából legalkalmasabb alakját nyerjük: 
S = O'^O'*--^ 0'-\R^q)-10'~í. 
ina) (23) 
a k ü s z ö b j e l e n s é g e k 5 3 3 
II. A küszöbviselkedés 
Mielőtt a részletes diszkusszióhoz hozzákezdünk, vezessük be a Wigner-féle 
szóhasználatot: 
A küszöbenergia alatt megengedett részecskéket régi részecskéknek (régi csa-
tornának) vagy p részecskének ( p csatornának) nevezzük. A küszöbenergia alatt 
nem megengedett részecskéket új részecskéknek (új csatornának) vagy n részecs-
kéknek (« csatornának) nevezzük. Vizsgálhatunk « — p vagy p-*n típusú reakciót. 
Pl.: a magfizikai gyakorlatból jól ismert n + a-*T+d reakció kb. 14 MeV tömeg-
középponti energiánál kezdődik, tehát egy endoterm, //—и típusú reakció. A meg-
fordítottja: d+ T—a + n zérus energián kezdődik, amikor az a + n 14 MeV energiával 
rendelkezik a tömegközépponti rendszerben, tehát egzoterm, « — p típusú reakció. 
A hatáskeresztmetszet küszöbkörnyéki vizsgálata mindig azt jelenti, hogy az n 
(új) típusú részecskék nagyon kis energiával rendelkeznek. 
Foglalkozzunk először a reakciókkal, tehát az « — p, ill. р—л típusú átmene-
tekkel. Ehhez az S-matrix nem diagonális elemeit kell kiszámítani. A (23) képlettel 
megadott S-matrix kifejezés első tagja zérus járulékot ad (diagonális), míg a máso-
dik tagban mindig lesz egy //-típusú és egy «-típusú О ' - 1 . Ha az energiát a küszöb-
energia környékén változtatjuk, akkor a //-típusú O ' - 1 gyakorlatilag konstansnak 
tekinthető — nincs semmiféle szinguláris változása. Ha még az ( F — q)'1 is konstans, 
akkor a hatáskeresztmetszet viselkedését egyedül az «-típusú 0'~x határozza meg. 
Az {R—q)~x akkor tekinthető konstansnak, ha a küszöbenergia környéki energia-
tartományban mind az R mind a q matrix elemei közel konstansok. Ezt q-ról alkal-
manként belátjuk, Raa. pedig nem függ érzékenyen az energiától, ha a Q távol van 
az 4 - t ó l , azaz valamelyik rezonancia energiától. A küszöbenergia és a rezonancia 
energia véletlen egybeesése előfordulhat, ekkor F-ben az adott ex-hoz tar tozó 
tagot explicite ki kell írni. Ezt az esetet azonban mint tárgyalható, de ritkán elő-
forduló véletlen komplikációt figyelmen kívül hagyjuk. A hatáskeresztmetszet 
számításához az « típusú 0'~x függvényekre lesz szükségünk kna<s: 1-nél. Vizsgá-
latainkat semleges és töltött részecskékkel lejátszódó reakcióra terjesztjük ki, majd 
utalunk azokra a speciális viszonyokra, ahol az R-matrix formalizmus háromré-
szecskés reakcióknál is alkalmazható. 
(1) Folyamatok semleges részecskékkel 
A küszöbenergia környezetét a kna<cl összefüggéssel definiáljuk, ezért az 
0„, hullámfüggvények sorfejtett alakját használhatjuk. Ezek / = 0-ra 
(24a) 
(24b) 
ebből (8) felhasználásával 
(25) 
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és / > O-ra 
о = 
o„. = 
mn 
hk„ 
m„ 
tik„ 
(2 / -1) ! ! 1 
Ai я' (2/)!! " 
„ (2/— 1)!!
 1Ч I 
ebből 
2m„а im „а 
(2/)!! " 
(knaf 
+ 0(akn)1+i, ( 2 6 a ) 
+ 0(яА„) гЧ (26b) 
Ä ( / + l ) A (/ + 1 )2 (21— 1)! 
(25)-t és (27)-t összefoglalva : 
9ni = 4*1 + V; AL 
ha / = 0 
+ 0(А„я) 21 + 1 
ahol 
С; 2/, ha / > 0 
és qnl és у, energiafüggetlen. 
Világos, hogy legalacsonyabb rendben 
S P vagy 
Oiz 
<AL+*. 
A hatáskeresztmetszet (16a) kifejezésébe (29)-t beírva kapjuk, hogy 
(27) 
(28) 
(29) 
<r ( í )(и-p) = (21+1) IV^'I2~ A2'"1. 
(30a) 
(30b) 
Az и—p típusú feladatra klasszikus példa a lassú neutron befogás. Ez a folya-
mat mindig / = 0-nál történik, tehát (30b)-t / = 0-nálvéve kapjuk, hogy <т(0)(и— 
~l / r„ . Ez a jól ismert l/v törvény. A lassú neutron-befogási hatáskeresztmetszetet 
a Hughes táblázat [5] szerint 225 izotópra mérték meg és összesen hat esetben talál-
tak észrevehető eltérést az 1/u törvénytől. Ezeknél az izotópoknál az R = kernst, 
feltevés rossz, a küszöbenergia véletlenül nagyon közel van egy ex rezonancia 
nívóhoz. 
Röviden vizsgáljuk meg az n—n típusú folyamat — rugalmas szórás — hatás-
keresztmetszetét. Az S-matrix (23) kifejezéséből látható, hogy az s„„ matrix elembe 
(23)-ból az első tag 1 járulékot ad, ezért 
<r(,) (л — и) = -p-11 — 1 
к\ 
i 
' kt. (31) 
A (31) azt a jól ismert eredményt adja, hogy с(0)(и— n, E = 0) = konstans = 4тш2. 
A KÜSZÖBJELENSÉGEK 5 3 5 
(2) Folyamatok töltött részecskékkel 
A gondolatmenet ebben az esetben is ugyanaz, mint amit semleges részecskék-
nél alkalmaztunk, azonban az Osl hullámfüggvények lényegesen bonyolultabbak [6]. 
Minthogy a módszer azonos, de a számítás matematikailag bonyolult, csak a vég-
eredményeket közöljük az I. táblázatban: 
I. TÁBLÁZAT 
Reakció típus Taszító elektromos kölcsönhatás Vonzó elektromos kölcsönhatás 
p - n 
endoerg <r~exp j 
— 2n Mn Z„ i Z„2 e2" 
g ^ konstans 
h J 
n-p 
exoerg 
1 2лМ„ Zni Z„2 e2 ' 1 
kl 1 h*kn J kl 
Megjegyezzük, hogy a qsl első közelítésben töltött részeknél is konstans. 
(3) Három részecskére vezető reakciók 
Néhány szóban kitérünk azokra a reakciókra, amelyek annak ellenére, hogy 
három részecskére vezetnek (pl.: (n, 2n)) az R-matrix formalizmussal tárgyalhatók. 
Az R-matrix elmélet elvileg alkalmatlan a kettőnél több részecskére vezető reakciók 
vizsgálatára, ugyanis ezeknél a rövid hatótávolságú kölcsönhatás nem korlátozódik 
a konfigurációs tér egy zárt kis tartományára. Létezik azonban két olyan határ-
eset, ahol ez a nehézség nem lép fel, éspedig ha a kilépő két részecske a csatorna-
tartományban nem hat kölcsön, vagy ha a kilépő részecskék közül kettő nagyon 
erősen kölcsönhat (kvázirészecske). 
Az előbbi eset valósul meg (n->-2rí) reakciónál, ha a két neutron függetlenül 
párolog el [7]. Az R-matrix elmélet alkalmazható és lényegében az előzőekhez 
hasonló gondolatmenettel azt kapjuk, hogy ( /=0- ra korlátozódva) 
si?~-J—J К (32) 
u
nio un20 
ahol kni és k„2 a végállapotbeli két részecskének a harmadikra vonatkozó relatív 
impulzusa. (n-*2n reakciónál nehéz magon a kni és k„2 a kilépő neutronok hullám-
száma.) Ennek megfelelően Eni + E„2 = Ep-Q és 
Ep-Q Ep — Q 
/ knihnidEn~ J ((Ep -Q- EJEntf'2 dEni ~ (Ep - Q)\ (33) 
о 0 
(Itt Q a második neutron kötési energiája). 
A másik határesetnél, amikor is a kilépő részek közül kettő erősen kölcsönhat [8], 
legyen a kvázirészecske kötési energiája w, kis pozitív érték, nívószélessége г-'< w. 
Ekkor a gerjesztési függvény £
р
<к W-nél (Ep - 0 2 - t e l arányos, Ep = W-nél viszont 
éles rezonanciát mutat. 
4* 
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Megemlítjük, hogy szintén három részecskére vezet az atomok elektronnal 
történő ionizációja. A Coulomb kölcsönhatás miatt a feladat igen bonyolult és csak 
a legutóbbi időben oldották meg [9], és a hatáskeresztmetszetre a 
<r~(Ep-Q)*; a = 1,125 
eredményt kapták. 
III. Kereszthatás 
A) Wigner-féle tárgyalás 
Tegyük fel, hogy (1) csak két csatornán keresztül mehet végbe a reakció, és-
pedig a rugalmas szórási- (p-) és a küszöbcsatornán (n), (2) a részecskék nem töltöttek 
és nincs spinjük. Ezek a feltevések a hatáskeresztmetszet számítását nagymértékben 
egyszerűsítik anélkül, hogy az általános eset bármely lényeges jellemzőjét eltün-
tetnék. 
A a(p-p) hatáskeresztmetszet menetét vizsgáljuk azon energia környezeté-
ben, ahol az új csatorna megnyílik. A ail)(p — p) ~ |1 — .Spp|2 hatáskeresztmetszet 
az n csatornára jellemző kn hullámszámot a q mennyiségen keresztül tartalmazza, 
minthogy az ő j+ben az (R — q) matrix inverzének hasonló indexű eleme szerepel. 
Az (R — q) /-ben kvázidiagonális, minden blokk adott l-hez tartozik. Egy ilyen 
blokk inverzét jelöljük X(,)-lel. Figyelembe véve az (1) feltevést 
(F — q)i = 
és ebből 
r'pp я pi fpn 
rh'p uni ~ q,ii 
D, { - R f n R]/, — qp,) 
ahol 
A = (R'pl - qpl) (R'Jí - q„í) - R'A- (34b) 
(23)-ba (34)-et beírva kapjuk, hogy 
_ _'pl Mp 
ahol 
o*;_ 4 
O'pt h2 a2 O'p, 
e(') — _7pl ' prin (351a) 
r\> i2 „2 n i pp' 
= — ( R ^ - q J . (35b) 
u
 p 
A küszöbenergia közelében 9ní-en kívül minden konstansnak tekinthető. Meg-
jegyezzük, hogy az eddig tárgyalt közelítésben qnl nem függött k„-tői, ezért a kereszt-
hatás csak a következő közelítésben jelenik meg. Helyettesítsük be q„, (28) kifeje-
zését (35b)-be és jelöljük ezentúl a különböző mennyiségek küszöbenergiánál fel-
vett értékét felülvonással. így kapjuk, hogy a 
nil) 2 
X<<> = (36) 
(35a)-ba behelyettesítve (36)-t nyerjük 
4 M - v R(l)2 
ow _ ö(l) •• ii . л«р i.l (~,н\ 
ti2 a2 0'pf Щ " K ' 
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vagy a k„ e lőt t á l ló kons tanso t e,-lel jelölve 
S % = + (38) 
A (38) k i fe jezésbe kL„ nem a hu l l ámfüggvény normálás i t ényező jén keresz tül 
j u t o t t , h a n e m az exponensbő l szá rmaz ik . (A qn, ké t hu l l ámfüggvény h á n y a d o s a , 
ezér t nem függ a normálás tó l ) . Ezér t fe lhasználva az t , hogy a k ü s z ö b alá kn-*i\kn\ 
helyettesítéssel j u t u n k : 
(£,\k„\2, h a £ p > ß 
=
 h a Ep^Q. ( 3 9 ) 
A (39) kifejezést a (16a)-ba beírva a ha táskeresz tmetsze t re azt k a p j u k , hogy 
o«>(p-~p) = EW(p^p) + <xl(V\ËP-Q\)L- (40) 
A k ü s z ö b a la t t és felett á l t a l ában k ü l ö n b ö z ő a, é rvényes . 
A k ö v e t k e z ő k b e n a r ra k e r e s ü n k választ, h o g y <r(p — p) energ iafüggése mi lyen 
jellegzetes képe t m u t a t , miközben Ep<Q-ról Ep>Q-ra vá l t oz t a t j uk az energiá t . 
E h h e z első l épéskén t számí tsuk ki a ha táskeresz tmetsze t Ep szer int i der ivál t já t a 
Q energiánál . H a / = 0, a k k o r L= 1 és 
l de„ )q±o 
= ( + v a g y — )°o. (41) 
A derivált végte len , de kétoldal i ha tá ré r t éke e g y a r á n t lehet a z o n o s és k ü l ö n b ö z ő . 
H a / > 0 , a k k o r a cr((pfp) der ivál t ja zé rus . Min thogy a a— 2 f f < " > a(da/dEp) a k ü s z ö b -
energ iáná l végtelen, ha az / = 0 i m p u l z u s m o m e n t u m o t a p a r i t á s m e g m a r a d á s n e m 
t i l t j a meg. T e g y ü k fel, hogy az / = 0 nem ti l tott , e k k o r a teljes p — p ha táskeresz t -
metsze tben az / = 0-s „ a n o m á l i s " t a g dominál . M e g m u t a t j u k , h o g y Ep = Q + 0 - n á l 
a derivált csak ( — d e Ep = Q — 0 -ná l ( + ) és ( —) végtelen is lehet . Ehhez (38) 
a l a p j á n í r juk fel SjßJ-t: 
•S<°p> == S<°> + e 0 k „ , (42) 
aho l e0 komplex kons t ans . A z Sj,"' l ineáris f ü g g v é n y e k„-nek, ezér t az Sj,"1 k ü s z ö b 
k ö r n y é k i vá l tozása a komplex s íkon — miközben Ep > 0 - r ó l Ep < Q-ra térünk á t — 
o lyan , min t az 1. á b r á n fe l ra jzol t kn menete. A z e0-al tö r ténő s z o r z á s következ-
t ében , a komplex s íkon az or igo k ö r ü l forgatás t kell végezni, m a j d a z S ^ k o m p l e x 
s z á m hozzáadása m i a t t az o r igóból megfelelően el kel l tolni az e0k„ p o n t o k a t . A m e g -
fe le lő eltolás az t je lent i , hogy tel jesí teni kell Ep^Q-ra az | 5 5 , р , | 2 = 1 és Ep>Q-ra 
az I S « ! 2 « : 1 fe l té te leket , amelyek az S-matr ix un i t a r i t á sá t fe jez ik ki ese tünkre , 
a m i k o r a f o l y a m a t csak két c s a t o r n á n keresztül t ö r t é n h e t . U g y a n e z e k a fel tételek 
suga l l j ák — az e0 p o n t o s é r t ékének m e g h a t á r o z á s a nélkül , hogy^az e0-val való el-
f o r g a t á s csak a 2. á b r á n l á tha tó e redményre veze the t . A Re Sp°J és az Im S « 
előjeléről á l t a l á b a n n e m t u d u n k semmi t , ezért a z Spp> hozzáadása négyféle e r ed -
m é n y r e vezethet . A z e redményt a 2. áb ra m u t a t j a , a h o l szaggatot t vonal la l r a j zo l -
t u k be az (1 — ö^p ' j -a t Ep > Q-ra. A ruga lmas szórás ha táskeresz tmetsze te 11 — S'fJ |2-el 
a r á n y o s ; a 2. á b r á b ó l látszik, hogy ennek é r t é k e m i n d a négy ese tben nő , h a 
538 k ö v e s y z s . 
A KÜSZÖB JELENSÉGE К 5 3 9 
Ep-~Q+ 0. (41)-ből pedig t u d j u k , hogy a derivál t végtelen, ha Ep fe lü l ről ta r t g - h o z . 
Ep < g - n á l Ep csökkenésével a ha táskeresz tmetsze t c s ö k k e n , ha l m S'fj > 0 és nő , h a 
l m < 0 . V é g e r e d m é n y b e n a ha táskeresz tmetsze t a 3. á b r á n fe l ra jzo l t kétféle a n o -
má l i á t m u t a t h a t j a , hacsak / = 0 megengede t t és c s ak k é t c s a t o r n a v a n . 
3. ábra 
У(Р 
(За) t í pusú a n o m á l i á t „ c u s p " - n a k , a (3b) t í pusú t „ r o u n d e d s t e p " - n e k nevezik. 
Meg jegyezzük , hogy a je lenség meggyőző kísérleti k i m u t a t á s a h iányz ik [10, 11]. 
B) Baz tárgyalása 
Baz [2] az t vet te észre, h o g y h a i smer tnek f o g a d j u k el a ha táskeresz tmetsze t 
m e n e t é t a k ü s z ö b c s a t o r n á b a n , a k k o r a keresz tha tás m á s c s a t o r n á r a egyedül az 
S - m a t r i x un i t a r i t á s á r a v o n a t k o z ó fel tételből s z á m o l h a t ó . I t t is egy n c sa to rna h a -
t á s á t vizsgál juk a ruga lmas szórás ha táskeresz tmetsze té re és ismét c s ak két csa to r -
n á n keresztül t ö r t é n h e t a r eakc ió . 
A z S -ma t r ix uni ta r i tás t Ep>Q-ná\ az 
I4°>|2 + |S<°>|2 = 1 
v a g y 
egyenlőség fejezi ki . 
(43)-ból 
m = i - у в д 2 , 
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ebből az 
0(0) _ 0(0) I 1 _ J_ I C(0)|2 I 
>-> nn — »nn I « K'nn I' (44) 
A z m a t r i x e lem energiafüggését a k ü s z ö b környékén a (29) képlet a d j a . Neve-
zetesen / = 0 - ra 
| 4 ° P T = (45) 
(45)-t (44)-be í rva nye r jük , hogy 
E < g - r a á t t é rve 
C(0) _ 3(0) 
J
n n nn 
(46) 
(47) 
Meg jegyezzük , hogy a t á rgya l t n a g y s á g r e n d b e n (a Yep-Q-nál m a g a s a b b r e n d ű 
t a g o k a t e lhagy tuk ) 4 < g - n á l | | я = 1. (46), (47)-ből k i indu lva m i n d e n előzőleg 
tá rgyal t e r e d m é n y ü n k m e g k a p h a t ó . K ö v e s s ü k a z o n b a n a Baz-féle, a f en t i ek tő l 
némileg k ü l ö n b ö z ő u ta t . Számí tsuk ki a z fpp(0, Ep) szórási ampl i túdó t 
2ikp , 
fpp(9, Ep) = -V 2 (21+ 1) ( S g - 1 ) 4 ( c o s 0) = 
l m -
(48) 
4 ik, 
ßYEp-Qe*»\ h a EP>Q 
aho l Sfj'J = e2iio. Vezessük b e még a k ö v e t k e z ő jelölést 
Ш = \fpp(0)\ e" мв) 
A d i f ferenciál is ha táske resz tmet sze t : 
= I /
Р Р
( в , 4 ) 1 2 = | / P P ( 0 ) | 2 -dQ 
\ippmytep-q\ 
i s in (2Ó0 — a), h a 4 > g , 
1 c o s (2<50 - a), h a Ep < Q. 
(49) 
(49)-ből l á t h a t ó , hogy a differenciál is ha t á ske re sz tme t sze t k ü s z ö b k ö r n y é k i viselke-
dése (mene te ) é rzékenyen f ü g g at tól , h o g y a (2<5„ — a) mi lyen értéket vehet fe l . A négy 
k ü l ö n b ö z ő esetet а I I . t á b l á z a t o n f o g l a l t u k össze [cü = 2ó 0 —a]. 
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II. TABLAZAT 
л 
0 < c o < — 
2 
л 
<0X71 
2 
Зл 
Л < СО<  
2 
Зл 
<со< 2л 
2 
À 
I 
1 
Л 
t 
\^^^ 
« G 
а
 [
р 
г 6> в Ер 
ь) С) 4) 
A 9 szögre k i in tegrá lva csak az (a) és (b) t í pusú viselkedés m a r a d meg. V a l ó b a n : 
cr(p-p,Ep) = ö(p-p,Ep)-
ß V.r. ai Í i j í s i n ( 2 ő 0 - a ) | 
2 k. Y\ep-q\J \jPPm f cos (2<5„ — a) dQ. 
Fog la lkozzunk egyelőre az (50)-ben szereplő in tegrá l k iszámításával . 
- I m 
Re . 
~
lm\ s<°p>* 
Rel 2ik 
cos (2ö„ — a) 
- / ^ (2/ + í ) ( S ^ - 1 ) Л (cos 0) 
p J i 
Im 
[ i - s T ' 
- I m j [ s ^ - i l 
Re 2ikp Rel 2ikp 
~ R e ( J p p ) • 
(51) fe lhaszná lásáva l az (50) ha táskeresz tmetsze t é r t éke : 
a(p-p,Ep) = 
УЩр — ö l I m / p p > ha £ p > ß 
_/ 2kn | £ p - 0 ! R e / < ° > , ha £ p < 0 . 
(50) 
(51) 
(52) 
A z lm/ ( p )> = [ ( 1 — cos <50)/2A:p] > 0 , ezért a ha táske resz tme t sze t Ep>g-nál c s a k 
csökkenő lehet , a m i k o r E p n ő ; míg a R e / ) $ = sin öJ2kp m ind pozi t ív , mind nega t í v 
ér téket fe lvehet , így a ha táskeresz tmetsze t Ep < 0 - n á l egyaránt növekedhe t és c s ö k -
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kenhet . T e h á t a II . t á b l á z a t b a n közöl t l ehe tőségek közül a szórási szögre t ö r t é n ő 
integrálás u t á n csak az (a) és (b) lehetőség m a r a d t meg. Vizsgál juk meg m o s t a 
tárgyal t eset n é h á n y rea l i sz t ikusabb v á l t o z a t á t : 
(1) A sp inek szerepe [2]. 
Legyen ké t c sa to rna , éspedig a 
p: a + a0; cc+a0— oc-m0, 
n: Bs+n; a + A0 — Bs+n-
A z Aq m a g spin je zérus, a Bs magé s. A p c s a t o r n á b a n l egyen C o u l o m b k ö l c s ö n -
ha t á s is. Ez u t ó b b i n e m befo lyáso l ja eddigi e r edménye ink érvényességét, m e r t a 
„kr i t ikus f ü g g é s " mind ig On-bői származik , ez pedig m o s t sem C o u l o m b h u l l á m -
függvény. A z , hogy a v é g m a g spinje nem zé rus , a r ra vezet, h o g y a pari tás m e g m a r a -
dás n e m t i l t ha t j a meg az /„ = 0 lehetőséget. A teljes i m p u l z u s m o m e n t u m /„ = 0-ná l 
J=S±i = lp. 
A két lehe tőség közül a p á r o s valósul meg, h a Bs és A0 p a r i t á s a azonos és a p á r a t -
lan ha k ü l ö n b ö z ő . A differenciál is ha táskeresz tmetsze t re a f en t b e m u t a t o t t ú t o n 
a köve tkező t k a p j u k a küszöbenerg ia k ö r n y e z e t é b e n : 
d o ( p - p , £ p ) 
dQ 
, ísin(2<5, — a ) ; 
k o n s t a n s + Y\ÈP — ß | • ( c o s 0) j c o s _ a ) -
s i n ( 2 < 5 í p - a ) ; E„>Q, 
e ^ q . 
(53) 
M i n t h o g y a £ í p ( c o s 90°) X 0, h a lp = páros és £ / p ( cos 90°) = 0 , h a lp = p á r a t l a n A0 és 
Bs relat ív p a r i t á s a m e g á l l a p í t h a t ó abból , h o g y 0 = 9O°-nál e l tűnik-e az a n o m á l i s 
viselkedés. 
(2) C o u l o m b taszí tás . 
Tegyük m o s t fel, hogy az n c s a t o r n á b a n a v é g á l l a p o t b a n C o u l o m b k ö l c s ö n h a t á s 
van, éspedig taszí tás . N p—p ha táskeresz tmetsze t a n o m á l i s viselkedését — m i n t 
l á t tuk — az h a t á r o z z a meg, hogy hogyan f ü g g az |5„
р
|2 a A„-től. Lá t tuk , hogy a m i k o r 
C o u l o m b - e r ő n e m volt az | ő n p | 2 A„-nel l i neá r i san vál tozot t . T ö l t é s esetén ez a r á n y o s 
lesz exp ( — (pozit ív konstans)/A„)-nel. A z e x p ( — (poz. konst.)/A„) m i n d e n ha t -
ványná l g y o r s a b b a n ta r t z é r u s h o z kn— 0 -ná l , ezért v á r h a t ó , hogy az n c s a t o r n a 
megje lenése n e m h a t a p c sa to rná ra . A p o n t o s számí tás t célszerű a W i g n e r - f é l e 
módszer re l végezni a q m e g h a t á r o z á s a a l a p j á n , és az a v á r t e redményre vezet . 
A C o u l o m b tasz í tás kval i ta t ív vizsgálata a z o n b a n a lka lmat a d a r r a , hogy m e g m u t a s s u k 
a Baz -módsze r kor lá ta i t . Baz g o n d o l a t m e n e t e c sak a k k o r a l k a l m a z h a t ó , h a Ep = Q-
nál regulár is elágazási p o n t van , lényegesen szinguláris e lágazás i p o n t o k n á l n e m . 
Jelen p é l d á n k n á l az e lágazási p o n t lényeges szingular i tás . K o r á b b a n | 5 p p | 2 = l —ak„ 
volt és e b b ő l négyze tgyökö t v o n v a k a p t u k , h o g y 
i r C ' 2! 
1 í 31 
2 ' 
+ 
Ы 
-c 2 (54) 
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de m á r a négyzetes tagokat is elhanyagoltuk. Ezt azért tehettük, mert nemcsak 
EP>Q-nál, hanem Ep < Q-nál is e lhanyagolhat tuk a négyzetes és magasabb rendű 
— a 
t agoka t . Ekkor ugyanis kn átmegy /[Ar„[-be. Most |(S,J>P|* = 1 —сеБГ és négyzetgyö-
köt vonva 
3 1 1 
\sPP\ = i-2 H ü . 2 1! ce + • 2! + . (55) 
En > 0 - n á l (amikor k„ valós) a sor tag ja i csökkenők, de a k„ -*i\k„ | helyettesítés u tán 
azonos nagyságrendűek. A Wigner tárgyalásnál erre a kritikus gyökvonásra nincs 
szükség. 
(3) Coulomb vonzás . 
Elemi rész fizikai alkalmazásnál előfordulhat o lyan eset, amikor az n csatorna 
végállapotbeli részecskéi között C o u l o m b vonzás van. Ekkor — mint előbb lát tuk — 
I S J 2 konstans és a Baz-féle gondolatmenet nem alkalmazható, hiszen lényeges 
szingularitás van. Első' pillanatra úgy tűnik, hogy itt az unitar i tásnak feltétlenül 
meg kell sérülnie. Megmuta tha tó [12] az R-matrix elmélet alapján számolva a fel-
ada to t , hogy Ep<Q-nál 
' - " • ( Т Ё Г Ц , 
1 - r c t G M 
(56) 
ahol \kn \ = jr YlMn{Q—Ep), ß komplex konstans és I m ß>~0. (56)-ból látszik, hogy 
\Spp\2 = 1, ha Ep<Q. Spp-1 folytassuk analitikusan az Ep>Q t a r tományra . A k k o r 
ik„ = - i j \''2Mn (Ep - Q) , 
ctg 
\ K \ 
m . , 
- c t g — - í c t g h 
kn k. M -
le k" +0(exp(-4n/kl 
ezért + 0-nál a c tg (л/\к
п
\) — —i és 
<? 1 + i ß  pp
 l+iß* 
vagy 
(57) mia t t az | 5 \2 kn 
I^pI2 -
l + \ß\2-2lmß 
1. 
1 + \ß\2 + 21m ß 
+ O-nál lehet véges. Végeredményben 
konstans, ha E„ -
л 
(57) 
ß + O, 
kl 
1 - -
1 ~ ß ctg 
l - ß * ctg 
л 
Ш 
q2.íöq ha (58) 
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A z (58) kifejezés Ep < Q-nál s zabá lyos rezonancia szerkezetet m u t a t . A r ezonanc iák 
ö t t v a n n a k , ahol a R e / ? = tg [л/|А„|]. Megeml í t jük , hogy ez a helyzet a r u g a l m a s 
y - szó rás ha táskeresz tmetsze tében a f o t o e l e k t r o m o s effektus k ü s z ö b e n e r g i á j á n a k 
6 (fotóeffektus) d (rugalmas К száras 
EL 
4. ábra 
környeze tében [13]. N o h a eddig y-sugárzást n e m tá rgya l tunk , eléggé nyi lvánvaló , 
h o g y amenny iben a y -kvan tum n e m a k ü s z ö b c s a t o r n á b a n van , m e g g o n d o l á s a i n k 
a l k a l m a z h a t ó k . A 4. á b r a m u t a t j a a ha táskeresz tmetszete t . Ezt az effektust k í sé r -
let i leg még nem figyelték meg. 
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A NUKLEON-ALAKFAKTOROK 
HUSZÁR MIKLÓS 
MTA Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
1. A Rosenbluth-formula 
A n u k l e o n o k szerkezetének t a n u l m á n y o z á s á b a n igen h a t é k o n y kísérleti m ó d -
szert szolgá l ta t a nagyenerg iá jú e lek t ronok n u k l e o n o k o n va ló szórása . Azt f o g j u k 
megvizsgálni , hogy a differenciál is szórási ha táskeresz tmetsze t mi lyen n u k l e o n o k r a 
v o n a t k o z ó i n f o r m á c i ó k a t fog la l m a g á b a n . 
T e k i n t s ü k az e l e k t r o n - p r o t o n szórás 
f o l y a m a t á t . A p r o t o n az e l ek t ronna l az 
e l ek t romágneses tér A"(x) v ek to rpo t en -
ciál ján keresz tü l hat kö lcsön , a kölcsön-
hatás i H a m i l t o n - o p e r á t o r : * 
H(x) = (jfHx)+A(x))A"(x), 
aho l 7 « és 7 « az e l ek t ron - , illetve a 
p r o t o n á r a m o t jelöli . Ezzel az S - o p e r á t o r : 
£ _ jre~ifh(x)d*x 
A b e n n ü n k e t é rdek lő f o l y a m a t o t legala-
c s o n y a b b r e n d b e n az 1. á b r a mu ta t j a . 
Ennek megfe le l az S - o p e r á t o r kifej tésének 
S(2) = - i f d * x d'y7« (x)Dc(x-y) J*pXy) 
t ag ja , aho l a Dc p r o p a g á t o r t a 
I Г р-Ш(х-у) 
integrál def in iá l ja [1]. S m má t r ixe l eme h a t á r o z o t t impulzusú k e z d ő és végá l l apo tok 
közö t t 
(P*, pf|S<2> I P \ f ) = ~ Jd'qJ d*x(p'\tf\x)e~** I X 
(1) 
x f d ' x (Pf\j"(p>(x) e'"x |P'> 
Tételezzük fel ideiglenesen, h o g y mind a p r o t o n , mind az e l e k t r o n á r a m ефу"ф 
1. ábra. Az Sm mátrixelem Feynman-diag-
ramja. p az elektron, P a proton impulzusa. 
Az i és / indexek rendre a kezdő és végálla-
potra vonatkoznak 
* A következő metrikát használjuk: — gll = — g22= — g"= +1. 
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alakú. A p r o t o n á r a m mát r ixe lemére e k k o r 
/ Кх(Р'и"Ю(х)е*х\Р1) = 2ne V u ) ( P f ) y" V(~> (.Pl)ő(Pf - PL + q) n) \efei 
adód ik , a h o l M a p r o t o n tömege , Ex és E{ pedig a k e z d ő és v é g á l l a p o t b a n vett 
energiája , V{±) a D i r ac - sp ino rok . H a s o n l ó az e l e k t r o n á r a m kifejezése is. E n n e k 
segítségével k i számí tha t juk a „ D i r a c - s z ó r á s " differenciális ha t á ske re sz tme t sze t é t : 
da 
\ d Q ) D i r a c 
da 
dq N . S. 
ahol 
0 
da 
dü 
e 
4 C0S
 2 
N. s. 4 £ o 2 ^ 4 0 
2 sin
4
 1 + — ' 2 
0 ' 
, , Sin"
 л  
m 2 
Eg a bejövő' e lek t ron ene rg iá j a , 0 a szórási szög. (Az N . S. i n d e x a sp in -né lkü l inek 
vett p r o t o n t ó l szá rmazó szó rás keresz tmetsze té re utal). 
Ez a f o r m u l a nem í r j a le helyesen a t apasz ta l a to t . E n n e k oka e l só ' sorban az, 
hogy a p r o t o n az eró's k ö l c s ö n h a t á s b a n is rész t vesz és igy m e z o n o k b ó l á l l ó f e lhő 
veszi k ö r ü l , mely szintén k ö l c s ö n h a t á s b a l é p az e l ek t romágneses térrel. T ö b b e k 
közö t t ez a r r a vezet, hogy a p r o t o n a Dirac-egyenle t által le í r t e/2 M m á g n e s e s m o -
m e n t u m o n felül anomál i s mágneses m o m e n t u m m a l r ende lkez ik . Ezeket a z effek-
tusoka t e lvben úgy v e h e t n é n k figyelembe, h o g y az 1. á b r á n l á tha tó p r o t o n - v e r t e x 
helyett a m e z o n o k t ó l e r e d ő j á r u l é k o t is t e k i n t e t b e vesszük, a z a z a k ö v e t k e z ő grá -
foka t kel lene összegezni: 
2. ábra. A proton erős kölcsönhatását leíró folyamatok diagramja 
Ahelyet t a z o n b a n , hogy ezen f o l y a m a t o k részleteivel f o g l a l k o z n á n k , m e g l e h e t ő s e n 
á l ta lános fe l tevésekből m e g k o n s t r u á l j u k a (2) alatti p r o t o n á r a m m á t r i x e l e m é n e k 
lehető l egá l t a l ánosabb a l a k j á t . Ebben ké t ismeret len f ü g g v é n y (a f o r m f a k t o r o k ) 
fog m a r a d n i , melynek segítségével a ha táskeresz tmetsze t k i f e j ezhe tő és k í sé r le t i l eg 
k imérhe tő . Egyes konk ré t mode l l ekbő l s z á m í t o t t f o r m f a k t o r o k pedig a t a p a s z t a -
lat tal összeve the tők . 
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A szó rá s fo lyama t t á r g y a l á s á n á l eleve fe l té te lezzük, h o g y 
a) a k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k a helyes, 
b) a t ö b b f o t o n kicserélésével j á ró k ö l c s ö n h a t á s e l h a n y a g o l h a t ó , 
c) a p r o t o n és e l ek t ron köz t i minden d i rek t (például gyenge) k ö l c s ö n h a t á s 
e lhanyago lha tó . 
Ezek f e n n á l l á s a esetén (1) t o v á b b r a is é r v é n y b e n marad . A f e n t i feltevések j o g o s -
ságára v i s sza t é rünk . Ezen b e l ü l a p r o t o n á r a m r ó l a köve tkező fel tevéseket t e s s z ü k : 
1. Loren tz -kova r i áns , 
2. T é r t ü k r ö z é s k o r r e n d e s vek to rkén t v ise lkedik , 
3. I d ő t ü k r ö z é s k o r he lyesen t r a n s z f o r m á l ó d i k és h e r m i t i k u s . 
j" x - függésé t a köve tkező a l a k b a í r h a t j u k : (a p indexet e l h a g y j u k ) 
j"(x) = eiP* jß(0)e~iP* 
aho l P a n é g y e s i m p u l z u s o p e r á t o r . Ezzel: 
(Pf\j"(x) \Pj = ë<.pf-pi)x j"(0) 14) 
Ezt az á r a m mát r ixe lembe beveze tve k a p j u k : 
/
- - m — - -
dix{Pf\j>l{x)\Pv) = ( 2 л ) e VM{Pf)Oß V1-\Pi)ő(Pf-Pi + q) (3) 
y ef 
aho l О" v a l a m i l y e n 4 x 4 - e s m á t r i x , mégpedig o lyan , hogy VOß V vek to rkén t t r ansz -
f o r m á l ó d j é k . ( A z előtte á l l ó f a k t o r o k bevezetése konvenc iósze rű , (2)-vel v a l ó 
k o r r e s p o n d e n c i a meg ta r t á sá ra szolgál). 
A 4 x 4 - e s mátr ixok t e r é b e n teljes r endsze r t a lkot a k ö v e t k e z ő 16 m á t r i x : 
1, y", <z"v = j (у yv - yv y"), у6, у* у5 
О"-1 ezek sze r in t fog juk k i fe j t en i . A tett 2. fe l tevés é r t e lmében y5 és yßy5 e lhagy-
ha tó , mer t ezek spinorok k ö z é fogva p s z e u d o - m e n n y i s é g e k k é n t t r a n s z f o r m á l ó d -
nak . így ezt k a p j u k : 
O" = a" + b"v yv + c"vn ave (4) 
aho l az aß, bßV, cßve e g y ü t t h a t ó k a P' és Pf impu lzusok tó l m á r csak i nva r i ánsan 
függhe tnek . Bevezetve 
p f + p i = p, Pf—P1 = q 
vál tozókat és figyelembe véve , hogy ( 4 ) 2 = ( P ' ) 2 = M 2 l á t h a t ó , hogy az egyet len 
függet len i n v a r i á n s mennyiség q2. Mivel az e g y ü t t h a t ó k m e g a l k o t á s á r a rendelkezé-
sünkre áll k é t vek to r Pß és qv t o v á b b á m a g a a met r ikus t enzo r g"v, ezek így í r h a t ó k 
a" = + 
7>"v = Pi gpv + P2 P" P " + P3 Pp qv + Pi q" Pv + qp <7V (5) 
c^o = v1gßVqB + v2gßVPe + ... 
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ahol A, g és v csak q2 f üggvénye . (A ki n e m írt t agok ér te lemszerűen a d ó d n a k . ) 
(5)-t v i ssza í rva (4)-be, m a j d ezt (3) szerint s p i n o r o k közé f o g v a 011 á l t a l ános a l ak j á t 
kap juk . K ö n n y ű belátni a z o n b a n , hogy a z így a d ó d ó t a g o k a Dirac-egyenle t fenn-
állása m i a t t egymástól n e m függet lenek. E g y példán b e m u t a t j u k , hogy l ehe t az (5)-
ből a d ó d ó t a g o k a t egymás ra visszavetni. K< + ) és kie légí t ik a Dirac-egyenle te t , 
ezért p é l d á u l 
V(+>(Pf)qi'Pv yv V(-)(?') = qRV^ fPfiPl+P'1) V(~\Pj = 
= 29" MVi+)(Pf)V<--)(Pi) 
így a /t4-gyel a rányos tag A2-vel arányos t a g b a olvasztható, s.í . t . A lehetséges r eduk -
ciók elvégzésével végül a k ö v e t k e z ő a l a k r a j u t u n k : 
F ( + ' О" К = F ( + ' (q2)у" + - iF2(q2)oMqQ + F3(q2)q" V(~> (6) 
ahol x a p r o t o n anomális m o m e n t u m a , ( a m i t csak kényelmi szempon tbó l veze t t ünk 
e 
be), azaz gprotoa = ( 1 +x) — . 
K i m u t a t j u k , hogy az i dő tük rözés i nva r i anc i ábó l és a he rmi t ikusságbó l F3(q2) = 0 
adódik . L e g y e n T az i d ő t ü k r ö z é s o p e r á t o r a , akko r az á r a m definíció s ze r i n t így 
t r a n s z f o r m á l ó d i k : 
7 ) ' " (0 )7 ' - 1 = g""7" (0) (/i-re n incs összegezés) (7) 
Bogo l jubov [1] konvenc ió já t használva a k e l t ő és e l tün te tő o p e r á t o r o k így t ransz-
f o r m á l ó d n a k : 
T a A i A T - 1 = - q e ^ a A i - p ) (8) 
ahol cp a p / \p \ egységvektor az imutszögét j e l en t i , r = ± 1 a helici tás o p e r á t o r saját-
értéke, // egységnyi abszo lú t é r t ékü szám. Fe lhaszná lva , h o g y T ant iuni tér , j" pedig 
a feltevés szer in t hermi t ikus , í r h a t j u k : [2] 
(Т(Р\ r ' ) | 77"(0) Ip l , r f ) = (Pr, rf\j"(0) I P l , r<). 
Másrészt (7) és (8) szerint a ba l oldal így a l a k í t h a t ó 
(T(P\ rj\ Tj"(0)T-1T\Pf, r f ) = g>l>l(T(P\ r') 17" (0) T IP r , r f ) = 
= guu
 ei(ri<p,-rfvp(_pi^ r.\jp(0) \ - P f , r f ) 
Végül t e h á t az alábbi összefüggésre j u t u n k : 
(Pf, rf\j"(0) \P>, r') = g" ei(ri vi~4<if)jp\ n I / (0) I-Pf r f ) 
Ez u tóbbi egyenlet a f o r m f a k t o r o k r a az F1 = F*, F2 = F2, F3 = 0 feltételeket r ó j a ki.* 
* Felmerülhet, hogy az elektron-proton szórásban az időtükrözés invariancia esetleges sé-
rülését ellenőrizni lehet egy nemeltűnö F3 alakfaktorból számított hatáskeresztmetszetnek a kí-
sérletekkel való összevetésével. Erre azonban nincs lehetőség, mert F3 eltűnése az árammegma-
radásból is következik. 
A levezetés fenti módja azért célszerűbb, mert így egyszersmint Fi és Fi valóssága is kiadódik. 
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(6) f e lhaszná lásáva l t e h á t végül a (3) a la t t i á r a m : 
/ M d ' x i f w x ) |P«> - v ^ ( p f ) |/r i ( í ? 2) r + i _ i f % { t f ) a w q \ x (9) 
/ j és / j - t r endre D i r a c - illetve Paul i - fé le f o r m f a k t o r n a k nevezzük. T ö b b okbó l 
cé l sze rűnek m u t a t k o z o t t ezek helyett a GE e l ek t romos és GM mágneses f o r m f a k t o r 
bevezetése a k ö v e t k e z ő def inícióval : 
GE(q*) = Ffiq2)- y.Ffiq2) 
(10) 
és GM(q2) = Fx(q2) + xF2(q2) 
Fe lhaszná lva az á r a m (9) alat t i a l ak já t , a z ő ( 2 ) má t r i xe l embő l az á tm en e t i va lósz ínűség 
k i s z á m í t h a t ó és végül a R o s e n b l u t h r ó l elnevezett s zó rá s ha táskeresz tmetsze té re 
j u t u n k : 
Л _ [ d o ] Gl + z G l 
( i / ß j a " U ß J N . s . I 1 + т + 2 т & л ^ 2 
a h o l 
(И) 
4 M 2 
A m e n n y i b e n p r o t o n helyett n e u t r o n t veszünk a f en t i g o n d o l a t m e n e t p o n t o s a n 
e l i sméte lhe tő . A p r o t o n r a és n e u t r o n r a v o n a t k o z ó f o r m f a k t o r o k a t és mágneses 
m o m e n t u m o k a t p és n indexszel k ü l ö n b ö z t e t j ü k meg. 
A f o r m f a k t o r o k q2 = 0 helyen fe lve t t értékei k ö n n y e n m e g k a p h a t o k . Fe l í r juk 
ugyan i s az á r a m mát r ixe lemet a r r a a z esetre, a m i k o r a D i r a c - s p i n o r o k anomál i s 
m á g n e s e s m o m e n t u m o t is figyelembe v e v ő egyenletet elégítenek ki , ( ld . [3] 248. 
o lda l ) . E k k o r a (9) a la t t i má t r ixe l emmel azonos sze rkeze tű kifejezést k a p u n k , csak 
í j és F2 helyet t k o n s t a n s o k ál lnak. ( P r o t o n n á l E j és E 2 helyett 1, n e u t r o n n á l E j 
he lye t t 0 és F2 helyet t 1.) M e g k ö v e t e l j ü k , hogy / j és F2 a q2 = 0 he lyen ezen ál lan-
d ó k k a l legyenek egyenlők . Az így k a p o t t n o r m á l á s GE és G M -mel fe l í rva : 
G E ] ( 0 ) = 0 G < f ( ( j ) = 1 
0) = « - 1,91 Gg>(0) = 1 + x p « 2,79. 
M é g meg jegyezzük , hogy szokás a z izoskalár és i zovek to r f o r m f a k t o r o k a t be-
veze tn i a 
G<s> = J (G("> + G(">), G(V> = J (G(P) - G(N)) 
def in íc ióval . Ezek r e n d r e a (9)-nek megfe le lő i z o t ó p t é r b e n felírt n u k l e o n á r a m izo-
ska lá r és izovektor részei mellett ál ló f o r m f a k t o r o k . 
T é r j ü n k ki röv iden GE és GM szemléletes jelentésére. Nemre la t iv i sz t ikus k v a n t u m -
m e c h a n i k á b a n a f o r m f a k t o r a térbel i g(r) töl téseloszlás Fou r i e r - t r ansz fo rmá l t j a . 
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Je len esetben a z o n b a n n e m ilyen egyszerű a helyzet . Sachs és t á r s a i n a k sikerült 
k i m u t a t n i [4], hogy a b b a n a r e n d s z e r b e n , aho l q° = 0 kis i m p u l z u s á t a d á s r a kor lá -
t o z ó d v a GE F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a a n u k l e o n tö l téssűrűségével egyenlő . H a s o n l ó 
e r e d m é n y a d ó d o t t a n u k l e o n m á g n e s e s - m o m e n t u m eloszlására i lyen ér te lemben 
j e l l e m z ő GM mágneses f o r m f a k t o r r a . * 
N a g y q2-re a z o n b a n az e l j á rás elvi k o r l á t o k m i a t t n e m v ihe tő keresztül . A szó-
r á s f o l y a m a t a a l a t t ugyanis a n u k l e o n b a n részben rela t iviszt ikus k inemat ika i , de 
f ő l e g d inamika i vá l tozások m e n n e k végbe. Tel jesen i l luzór ikus lenne ezek ha tásá t 
v a l a m i k é p p á t l ago lva egy effekt ív tö l téssűrűséget bevezetni . E r r e a z o n b a n lénye-
g é b e n n ncs is szükség, mivel m a g u k a f o r m f a k t o r o k t a r t a l m a z z á k a n u k l e o n o k r a 
v o n a t k o z ó szükséges i n f o r m á c i ó k a t . 
2. Kísérleti igazolás 
T é r j ü n k vissza röv iden a k i i n d u l á s k o r tet t a), b), c) fe l tevésekhez. A z e lekt ron-
s z ó r á s t a n u l m á n y o z á s á n á l k o m o l y a n fe lmerü lhe t a kétely a k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k a 
érvényességét i l le tően. Ti. a fent i s zó rá s fo lyama t helyes le í rására n u k l e o n - f o r m -
f a k t o r o k a t veze t tünk be és k i zá ró l ag ezeket t e t t ük felelőssé a p o n t s z e r ű nuk leon 
e se t ében s z á m o l h a t ó ha táske resz tme t sze t tő l való el térésér t . L á t h a t ó , hogy ebben 
a k é p b e n a f o r m f a k t o r k izáró lag a n u k l e o n sa já t sága és függet len a t tó l , hogy elekt-
r o n t , vagy pé ldáu l m ü o n t s z ó r a t u n k - e . A kísérletek a l te rna t ív in t e rp re tác ió ja le-
h e t n e esetleg, h o g y igen nagy i m p u l z u s á t a d á s ese tén a k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k a 
é rvényé t veszti és az e lek t ron-ver texe t is m ó d o s í t a n i kell a k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i -
k á v a l ellentétes m ó d o n . Ebbő l a cé lból szóra t t ak m ü o n o k a t p r o t o n o n a C E R N - b e n 
( ld. [5] 68. old.) és vetet ték össze az a z o n o s q2 é r t ékné l m é r t e lek t ronszórás i ada-
t o k k a l . A mérés az t m u t a t t a , h o g y q2^ 1 (GeV/c)2 impu lzusá t adás ig** az e lekt ron 
és a müonver t ex n e m kü lönböz ik egymás tó l . A k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k á v a l ellen-
t é t b e n álló viselkedést t apasz ta l t a z o n b a n B lumen tha l és m á s o k , de ezek a mérések 
n e m eléggé e l lenőrzö t tek . [5] 
A R o s e n b l u t h - f o r m u l a ka rak t e r i s z t i kus sa já t sága , h o g y (ch) R l (da ) N . s . tg2 -nek 
l ineár i s függvénye . ( H a q2 é r t éké t lerögzí t jük, ezt m e g v a l ó s í t h a t j u k k ü l ö n b ö z ő 
b e j ö v ő e lek t ronenerg iáva l és szórás i szöggel, így e k k o r GE és GM kons t ansok ) . 
A k á r az egy fo tonos közelí tés n e m áll, a k á r d i rekt k ö l c s ö n h a t á s lép fel az e lek t ron 
és p r o t o n közö t t a Rosenb lu th -egyenes tő l eltérés kell, h o g y m u t a t k o z z é k . A mérések 
szer in t q2 = 4 5 / ~ 2 impu lzusá t adás ig ilyen deviáció n e m észlelhető. A mellékelt 
á b r a pé ldaként q2 = 3 0 / " 2 esetén m u t a t j a a mérés i p o n t o k a t . Részletes analízis 
[5]-ben M e y e r — B e r k h o u t c ikkében t a l á lha tó . 
Megjegyezzük a z o n b a n , h o g y 25f~ 2Oq2zl 3 5 / " 2 e se tén 90°-nál k i s e b b szögekre 
n e m tö r tén t kísérleti vizsgálat , t o v á b b á g2 = 4 0 / - 2 és <72 = 4 5 / _ 2 - n é l a minimál i s 
szög 120° volt . Ez t azér t é rdemes emlí teni , mer t F l a m m stb. (lásd [7]) egy közbenső 
* Ez csak a ge és gm formfaktorokra igaz, fx és F2-re nem. Ez az egyik ok, amiért gE,M-ct 
érdemes bevezetni. A másik, hogy a Rosenbluth-formulában ge és gM szeparálódik, míg Ft és f2 használatakor f , f 2 kereszttagok is fellépnek. 
** Gyakran az impulzusátadás négyzetet szokás fermi"1 egységben megadni. Az átszámítás 
1 (GeV/c)'n25,l f~'. 
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állapot feltételezésével é p p e n a nem m é r t k isszögű szórás t a r t o m á n y b a n jó so l t el-
térést a Rosenb lu th -egyenes tő l . 
Az e g y f o t o n közelí tés vizsgála tára m á s módsze r is rendelkezésre áll . A z elsó' 
a p o z i t r o n - p r o t o n szórás vizsgálata . A m e n n y i b e n k é t f o t o n o s kö l c sönha t á s fellép, 
az á tmene t i valószínűség s t r u k t ú r á j a i lyen : 
|Г|2 = fa е
р
 т
х
 + el el т212 = ае2р e2 + belе* + с 4 
ahol е
е
, е
р
 a z elektron, ill, a p r o t o n tö l tése . Fellép t e h á t egy e3-el a r á n y o s in ter-
ferenciatag, mely k ü l ö n b ö z ő előjelű e l e k t r o n és p o z i t r o n esetén. A m é r é s e k azt 
mu ta t t ák , h o g y q2 S 1 9 , 5 / " 2 impu lzusá t adás ig ilyen in te r fe renc ia n e m m u t a t h a t ó ki. [8] 
3. ábra. A Rosenbluth-egyenes a mérési pontokkal, egy rögzített q2 értéknél 
B e l á t h a t ó , hogy t ö b b f o t o n o s k ö l c s ö n h a t á s esetén a v i s sza lököt t p r o t o n részben 
polarizált l enne , míg e g y f o t o n o s esetben po la r i zá la t l an m a r a d . A mérések szerint 
q2=20f~2 impu lzusá t adás ig szignifikáns po la r i zác ió n e m lép fel. (Lásd [5] 79. old.) 
I l ymódon a fent i i n t e r v a l l u m o k b a n a m é r é s e k igazol ták a z egyfo ton köze l í tések 
jogosságát . 
3. Formfaktor modellek 
A d iszperz iós összefüggések m ó d o t n y ú j t a n a k b i zonyos egyszerűsí tő fel tevések 
mellett a f o r m f a k t o r o k k i számí tásá ra . A t o v á b b i a k b a n az e g y f o t o n k ö l c s ö n h a t á s r a 
szo r í tkozunk . A m e n n y i b e n G(t), mint a k o m p l e x t f ü g g v é n y e — °° ese tén elég 
gyorsan e l t ű n i k , rá a k ö v e t k e z ő levonás né lkü l i d iszperziós összefüggés é rvényes : 
<o 
l m G(t') o t t kü lönböz ik zé rus tó l , ahol G ( / ' ) - n e k a valós tenge ly mentén v á g á s a van . 
5« 
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A vágáshoz a k ü l ö n b ö z ő k ö z b e n s ő á l l apo tok a d n a k j á r u l é k o t , ezeknek t a g o n k é n t 
va ló figyelembevétele g r a f i k u s a n így á b r á z o l h a t ó : 
4. ábra. A különböző közbenső állapotok járuléka a diszperziós integrálhoz 
H a feltesszük, hogy a r e z o n a n c i á k lm G(t')-hez csak a t ö m e g ü k n e k megfe le lő mr 
ér ték körül i s z ű k kö rnyeze tben szolgá l ta tnak , j á ru léko t egy rezonanc iá t l m G(t)~ 
— w2)-el he lye t tes í the t jük , aho l m r a r e z o n a n c i a t ö m e g e . Ez a sú lyfüggvény-
b e n a t hely környeze tében 
G(t) - -
t ípusú viselkedést ad . A tel jes G(t) az e lhanyago lá sok k ö v t k e z t é b e n egy l a s san vál-
t o z ó „ b a c k g r o u n d " - f ü g g v é n y t is t a r t a l m a z h a t , amit k o n s t a n s s a l he lye t tes í tünk, 
így k a p j u k : 
bi , b2 G ( / ) ~ e + 
•m\ •m% Г + . . . 
Ez t a f o r m f a k t o r a lakot Clementel—Vil i i t í p u s n a k nevezzük [9]. Hofs tad te r mérése i 
ehhez vo l tak a l eg jobban i l leszthetők [3]. H a feltesszük, h o g y ilyen j á r u l é k o t c sak 
a q, a> és cp r ezonanc ia ad , figyelembe véve a f o r m f a k t o r o k n o r m á l á s á t , a k ísér le t te l 
illesztve a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : [5] 
G's> = 
Gg> = 
2,6 3,1 
1 + / / 1 5 , 8 1 + / / 2 6 , 7 
3,4 3,8 
1 + / / 1 5 , 8 1 + / / 2 6 , 7 
+ : 
+ 0,8, 
G(P 
g p = 
0 ,9 
1 + q2/\4,5 
3,2 
lA<7 2 /14,5 
0,4 
0,8. 
M é g egy edd ig elméletileg m e g n e m a lapozo t t érdekes , kísérleti e redményt e m l í t ü n k . 
g(e \ Сд//1 + x p és g(m>/x„ mennyiségek a m é r é s e k szerint egyenlőnek a d ó d t a k 
q2 = 50f~2 impu lzusá tadás ig . 
Megjegyzés a korrektúránál. Az azóta történt vizsgálatok megmutatták, hogy a fenti össze-
függések levezetéséhez magasabb szimmetriák feltételezése sem elegendő. Az elektromos és 
mágneses alakfaktorok közti kapcsolat megállapításához dinamikai feltevésekkel kell élni. [11]. 
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A BORN-KÖZELÍTÉS ÉS FINOMÍTÁSAI* 
TELBISZ FERENC 
MTA Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
I. Born sor 
M i n t ismeretes , és m i n t az a N y á r i i skolán m á r t öbbszö r szerepe l t , a szórás-
á l l a p o t o k a t a „ L i p p m a n n — S c h w i n g e r - e g y e n l e t " h a t á r o z z a meg [1]: 
a h o l j i /U) a ki-, ill. b e f u t ó szórt h u l l á m , | Ф) pedig a k ö l c s ö n h a t á s m e n t e s H0 H a -
m i l t o n o p e r á t o r E ene rg i ához t a r t o z ó sa j á t á l l apo ta . 
A z (1) egyenletre , ba l ró l a l k a l m a z v a az (E—H0 + ie) ope rá to r t és bevezetve 
a H = H0 + F jelölést , á t rendezés u t á n a z a lábbi egyenle te t k a p j u k : 
(E~H0± ie) - F| ф±) = (Е-Н0± is)\Ф) 
(.e-h±íe)\\ii±) = (e-h±íe) |Ф> + К|Ф>. 
Bal ró l a l ka lmazva az (E — # ± / e ) _ 1 ope rá to r t , | i / /±)-ra az a l á b b i kifejezést 
k a p j u k : 
= | Ф ) +
 f e
 у \ ф ) = !*> + <?* (2) 
a h o l beveze t tük a 
G± = -1 (3) 
je lö lés t .** (2)-t nevezzük a L i p p m a n n — S c h w i n g e r egyen le t formál is m e g o l d á s á n a k . 
A z é r t fo rmá l i s , m e r t G± explicit f o r m á j á t csak H s a j á t á l l a p o t a i n a k i smere tében 
t u d j u k m e g a d n i és m i é p p e n ezeket sze re tnénk m e g h a t á r o z n i . 
* Györgyi Gézának a III. Magyar Elméleti Fizikai Nyári Iskolán tartott előadása alapján. 
** Megjegyzés: Vegyük észre, hogy csak e - 0 esetben állítható, hogy 4/ kielégíti az 
(E—H)|^±)=0 sajátértékegyenletet. Alkalmazva az ( E - H ± i e ) operátort (2)-re, (Е—Н0)\Ф) = 0 
felhasználásával kapjuk : 
(E-H±ie) |y±> = (E—H0±ié) |Ф> = ± í e \Ф) 
(Р-Н) \V±) =+ie(№±)-\Ф», 
ami 0 esetén általában zérustól különböző. 
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F o g l a l k o z z u n k m o s t a G±=—— . o p e r á t o r r a l . M e g m u t a t j u k , hogy G± 
h — H + je 
h a s o n l ó egyenle teknek tesz eleget, m i n t A (3) egyenle tből köve tkez ik : 
(E-H±iè)G± = 1, ill. G±(E-H±íe) = \. (4) 
A z egyenleteket á t r endezve k a p j u k : 
(E-H0±ie)G± = 1 + FG± G± (E-H„± ie) = 1 + G* F 
1
 - ( i + KG*) G ± = ( 1 + G ± F ) 1 
E-H0±ie 4 2 E-H0±is 
G± = G^  FG± G± = G0± +G± FG0± 
a h o l a G^ = ——r^— — jelölést h a s z n á l t u k fel. A z u t ó b b i egyenletet f o rmá l i s an 
E — Hq + IE 
m e g o l d v a k a p j u k 
1
 -
Go = Go -,—\tf± (5) 1 —G„ V 0 0 1 — VGq 
(5) -nek az i terációs mego ldásá t , ( ami t úgy is m e g k a p h a t u n k , hogy f o r m á l i s a n geomet -
r ia i so rba f e j tünk) nevezzük Вот s o r n a k 
G± = G0± + G„± VGg + G„ VGq FG± + . 
= G0± 2 (VG*)" = Z (Go* V)" • G0 
(6) 
v a g y részletesen k i í rva 
1 1 
E-H±íe ~ E-H0±i£ ' E-H0±íb ' E-H0±íe 
(6)-ot f e l í rha t juk k o o r d i n á t a r e p r e z e n t á c i ó b a n is. 
G ±(33, 3c') = G± (x, x') + f gq (3c, 3c") F(x")G0± (T, 5c') d3x" + ... (7) 
a h o l 
G*(x, x') = ~. 2 л \x — x'\ 
A (2) formál is m e g o l d á s t így is í r h a t j u k : 
= (1 + G± К) |Ф> = Z(G± V)" \Ф) 
n = 0 
H a itt is á t t é rünk k o o r d i n á t a r e p r e z e n t á c i ó r a , az a l ább i egyenletet k a p j u k : 
ф±(х) = Ф(х)+ J G„ (3c, x') F(x') Ф (3c') cl3 x' + 
+ f f G* (3c, 3c") F(3c")G0± (3c" 3c') F(3c')Ф(x) d3x" d3x' + ... (8) 
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A (8) egyenletet szemléltethetjük Feynmann gráfokkal . Az első Born közelítés, 
a m i az j Gf(x, х')У(х')Ф(х')с13х'-пек felel meg, az alábbi ábrával szemléltethető: 
~<p(x') 
g0 4 x' 
1. ábra 
és hasonlóképpen az n-edik Born közelítés: 
V ( X ( N ) ) 
2. ábra 
v ( t ' ) 
a m i az alábbi integrálnak felel m e g : 
/ / . . . / G q (3c, x (n )) F(3£(n))Gg (x (n ), 3?»-») . . . F(3c')Ф(3c') d3x(n) . . . d3x' 
H a s o n l ó szemléltetés kapható impulzusreprezentációban is. Az átmeneti ampli-
t ú d ó r a a következő kifejezést k a p h a t j u k : 
<Ф?I Г ± |Фр> = <фг . | V v= < ф р | F 2 " (G,* F)- | ф г > = 
и = 0 
= <Ф
р
I F + VG0* V+ VG* VG0+ V+ . . . |ФГ> = 
2m 
Ш 
*<»>/ A2 — (A(n))2 + 7£ 
2m 
"' к
г
-к
,г±ге 4  
ill. a megfelelő d iag ram: 
P . F 
< Ф ? т Ф г 4 3 4 и > . . . / / 3 А : ' 
F 
i. dóra 
5 5 8 t e l b i s z f . 
к 
( f / г 
к' 
4. ábra 
N é z z ü k meg m é g , hogy az e lső B o r n közelítés a m p l i t ú d ó j a 
milyen mérési s z ö g t a r t o m á n y b a n lesz s z á m o t t e v ő . E k k o r 
az átmenet i m á t r i x elem 
(ф
к
h v\ ф~) = 1 (2л)3 
~ È ( A - A ' ) 
V(y)d*y = 
azaz az á t m e n e t i mátr ix e l e m a V p o t en c i á l Four ie r 
t r ansz formál t ] á v a l arányos. 
M i v e l k' — k = q a z impulzus á t a d á s , í rha t juk 
\q\ = \k'-k\ = 2k sin 9/2 
(1. 4. á b r a ) 
H a a potenciá l h a t ó t á v o l s á g a véges és ezt a véges ha tó t ávo l s ágo t a -va l je löl jük, 
a k k o r a V(q) csak o l y a n ér tékekre lesz számot tevő, a m e l y e k r e qa< 1. q-t kifejezve 
A-val és sin S/2-vel, k a p j u k , hogy c s a k o lyan szögekre k a p u n k s z á m o t t e v ő szórási 
a m p l i t ú d ó t , amire az a l ább i feltétel f e n n á l l 
s in 9 
< 
1 
2ka 
II. Két potenciál 
G y a k r a n e lő fordu l , hogy a V p o t e n c i á l két t a g r a b o n t h a t ó : 
v= u+ w, 
és a Hu = H0+U p r o b l é m á t egzak tu l m e g tud juk o l d a n i . A l k a l m a z z u k az a lábbi 
j e lö lés t : 
H= H0 +V=H0+ U+ Ж = Hu + w. 
M e g o l d a n d ó az a l ább i f e l ada t : 
( E - H ) \ ф ) = 0, (II. 1) 
míg a 
(Е-Н
о
)\Ф)=0 (II. 2) 
és a 
( E - H u ) | x > = 0 (II. 3) 
egyen le tek megoldása ismeretes. 
F e l a d a t u n k a 
< Ф ? | Г ± \фъ) = {4>t\u+w\*i) 
á t m e n e t i mátr ixe lem kiszámí tása . F e l h a s z n á l v a (I. 1) és (I. 2) egyenle teket , (II. 1) 
és ( I I . 3) megoldása f o r m á l i s a n így í r h a t ó : 
l*F>= I + £/[Ф
г
>, (II. 4) 
(II. 5) 
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i t t beveze t tük a Gfi = — — \ . je lölést . Ezeke t a m e g o l d á s o k a t f e lhaszná lva , 
E — Hu x 18 
az á t m e n e t i má t r ixe l em a köve tkező a l a k ú lesz: 
< Ф ? | Г ± \Ф-) = {Ф-\ u+w\t$) = 
= (Ф-.\ U+W\x$) + (*t\(U+ W)GЬ = 
= 6/|х|> + (Ф?| ^|х|) + <Ф?| UG* + WG* WW£>. 
I t t a j o b b oldal h a r m a d i k t a g j a (II. 4) fe lhaszná lásáva l , a negyedik tag ped ig (II . 5) 
f e lhaszná lásáva l ké t r ész re b o n t h a t ó és így k a p j u k 
(Ф-.I Г± |Ф
Г
> = <Ф? | С/|Х |> + <Ф? | W\xf> + 
+ ( x $ l Г Г 1 Ф + 
+ <*j?I w\^|)-<Ф?| -
H a a m e g o l d á s o k ismeretesek, a k k o r csak a W p o t e n c i á l b a n kell sorfe j tés t 
a l k a l m a z n i . (II. 5 ) -nek az i terat ív m e g o l d á s a t ehá t a k ö v e t k e z ő lesz: 
\Ф$) = 2 (G*W)n lx§> 
л = 0 
és így a 
(Ф-\Т* \Ф-) = (Ф-\ и \х$) + 2(х$\ Wifib wy lxf> 
п = 0 
kife jezés t kap juk az á tmene t i mát r ixe lemre . 
III. Végállapot-kölcsönhatás 
G y a k r a n m e g t ö r t é n i k , hogy va lamely m a g - vagy e lemirész - reakc ióban kelet-
kező részecskék k ö z ü l némelyek oly e rős k ö l c s ö n h a t á s b a lépnek egymássa l , hogy 
k ö l c s ö n h a t á s u k s z á m o t t e v ő e n befo lyáso l j a a r eakc ióha táskeresz tmetsze t tu la j -
d o n s á g a i t . Ezt a k ö l c s ö n h a t á s t „ v é g á l l a p o t - k ö l c s ö n h a t á s n a k " nevezik [2]. A vég-
á l l apo t -k ö l c sö n h a t á s be fo lyása jó l i smer t a m a g f i z i k á b a n , a h o l pl. a C o u l o m b - e r ő 
f o n t o s szerepet j á t sz ik a /1-bomlásban. A végá l l apo t -kö lc sönha tá s figyelembevételét 
egy p é l d á n m u t a t j u k b e [3]. 
Mive l nincsen n e u t r o n - n e u t r o n k ö t ö t t á l l apo t és n e u t r o n targetet s e m t u d u n k 
e lőá l l í tan i , a n e u t r o n - n e u t r o n e rők n e m t a n u l m á n y o z h a t ó k o lyan közvet len m ó d o n , 
m i n t a n e u t r o n - p r o t o n és a p r o t o n - p r o t o n e rők . A z o lyan f o l y a m a t o k n á l a z o n b a n , 
m i n t pl . a 
n+d—n+n+p 
•y + t—n+n+p 
л +d—-n+n + y 
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a ké t n e u t r o n k ö z ö t t i végá l l apo t -kö lcsönha tás e r e d m é n y e k é n t m ó d o s u l a p r o t o n o k 
energ ia s p e k t r u m a , és ilyen m ó d o n közvetet t i n f o r m á c i ó t k a p h a t u n k a n e u t r o n -
n e u t r o n k ö l c s ö n h a t á s r a v o n a t k o z ó l a g . 
Vizsgál juk m e g pl. a 
y+t—n+n+p 
f o l y a m a t o t és n é z z ü k meg, hogy h o g y a n m ó d o s u l a spek t rum a végá l l apo t -kö lc sön-
h a t á s e r e d m é n y e k é n t . A n e u t r o n o k közöt t i végá l l apo t -kö l c sönha t á s t egy d e r é k -
szögű potenciá lvölggyel í r juk le, a m i n e k sugara cl és mélysége V0. 
A kezdeti á l l a p o t hu l l ámfüggvényé t az a l á b b i a l a k b a n vesszük fel : 
_ í 4a2 ) 3 / 4 -АакГг-ЫЗ + С ^ - ^ - к ^ - м Я ] 
k
 ~ {3úJ e 
aho l 72 7 3 a ké t n e u t r o n és a p r o t o n he lyvektora i . Фк az a lábbi a l a k b a n is í r h a t ó : 
3/4 _ ± ? 
e
 r 
3/4 2a -
r
 z 
vk és Tik no rma l i zá l t függvények , r a ké t neu t ron t ö s s z e k ö t ő vek tor , r ' pedig a p r o t o n 
he lyvek to ra a ké t n e u t r o n t ö m e g k ö z é p p o n t j á r a v o n a t k o z ó l a g . (1. 5. áb ra ) . 
A kezdeti á l l a p o t ilyen megvá lasz tá sa esetén a mágneses d i p ó l á tmenet t i l to t t 
és c sak e l ek t romos d ipó l á tmene t lehetséges. E n n e k ha tásá ra a p r o t o n p á l l a p o t b a 
ke rü l a n e u t r o n o k t ö m e g k ö z é p p o n t j á r a v o n a t k o z ó l a g és így, t ek in te t t e l arra , h o g y 
a végá l l apo tban c sak a n e u t r o n o k közö t t t é t e l e z ü n k fel kö l c sönha t á s t , a végál -
l apo t hu l l ámfüggvényé t a k ö v e t k e z ő a l akban í r h a t j u k fel : 
a h o l 
v„(7) 
I t t a p á l l a p o t b a n levő p r o t o n t m á r s z a b a d n a k ve t tük , míg a n e u t r o n o k k ö z ö t t i 
de rékszögű po tenc iá lvö lgy ha t á sá t egzaktu l figyelembe vettük, t e h á t Born köze l í -
tést csak az e l ek t romágneses k ö l c s ö n h a t á s r a kel l végezni. 
Ф„ = vv(r)n„(r') 
1/2 
., , s i n ( ú / + < 5 ) s inÁ> , 
•e'ö-k i ha (r^d) 
sin Kd kr 
( 1 ) 1 / 2 . . . s i n ( ú - + <5) , .
 J 4 
Ы kr ha { r > d ) 
í í — 1 
\2nR) 
2 
r
7 k' 
sin ú r ' c o s k ' r ' 
(k'r'f k'r' 
8 
' I 
6 -
5-
A 
3 -
2-
1-
I 1 г "T 14 15 15 17 18 19 30 21 22 23 
Ер (Met/) 
6. ábra 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
E ( Me 2) 
> 
a 
о 
я 
•г 
к 
О-N 
-
-
н" 
7. ábra 
en 
os 
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A neut ronok külső (к) és be lső (К) hul lámszámai között az alábbi összefüggés 
áll fenn : 
K2 = K2 + k2 ahol K2 = M V g / h 2 
( M a nukleon tömeg.) R és R' a normalizációs gömbök sugara az 7 és 7' terekben. 
Az Ep• Ep + dEp energia intervallumban keletkező protonok differenciális hatás-
keresztmetszetét az alábbi m ó d o n írhatjuk fe l : 
da (2л)2 m . „lo .„ a =
 \^\2
в
(Е,Ер), 
ahol m a beeső f o t o n frekvenciája, Ji a fo lyamat mátrix eleme és o{E, Ep) a végál-
lapotok száma az ( E , E + dE) és (Ep, Ep + dEp) összes energia ill. proton energia 
interval lumokban. 
Az így k a p o t t differenciális hatáskeresztmetszet a V0 = 0 feltétellel k a p o t t 
a'g = -tői csak egy viszonylag egyszerű F(E, Ep) f ak torban különbözik. Kiszá-dE„ 
mitható, hogy 
ffí = }!24~ (е + Е
г
)г3
р
2
 [ г - | £ р ] ' e-da, 
ahol 
E = MEI(h2x) EP = MEpKh2 ос) Ет = МЕт/(к2а) 
és ET a t r i ton kötési energiája. 
F(E,EP)= 
ha 
és itt 
Pv=f Vv(r)vk(r) dr 
továbbá 
= f v°v(r)vk(r) dr 
v°(f)-al je lö l tük a két neu t ron hul lámfüggvényét a végállapot-kölcsönhatás el-
hanyagolása esetén (d=V0 = 0). 
A végállapot-kölcsönhatás szerepét a 6. és 7. ábrákon lá that juk, ahol fe l tün-
tettük а és a' értékét E= 35 M e V primer energia esetén, va lamint a totális hatás-
keresztmetszet primer energia függését. 
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AZ IMPULZUS-KÖZELÍTÉS A SZÓRÁSSZÁMÍTÁSBAN* 
BOSCHÁN PÉTER 
ELTE Fizikai Intézet 
/. Bevezetés 
Jelen c i k k a t ö b b c e n t r u m o s szórás a l a p f e l a d a t á v a l fog la lkoz ik . A b o m b á z ó 
részecskék n y a l á b j a egy N d b s z ó r ó c e n t r u m o t ( target részecskét) t a r t a l m a z ó r e n d -
szeren szó ród ik , az egyes s z ó r ó c e n t r u m o k egymássa l d inamika i k ö l c s ö n h a t á s b a n 
á l lnak . 
1. ábra 
Célunk a s z ó r á s ket tős differenciál is ha tá ske resz tme t sze tének számí tása a b o m -
b á z ó részecske és az egyes s z ó r ó c e n t r u m o k i smer tnek fel tételezett Va k ö l c s ö n -
ha tása ibó l . E p r o b l é m a a l a p v e t ő fon tosságú a magf iz ikában , a t o m és m o l e k u l a -
fizikában, s z i l á rd test fizikában egyaránt . F e l a d a t u n k a po tenc iá l szó rás e lméle t 
l e g b o n y o l u l t a b b fe ladata i k ö z é ta r toz ik , m i n t h o g y szorosan k a p c s o l ó d i k a k v a n t u m -
m e c h a n i k a i t ö b b t e s t p r o b l é m á h o z . F e l a d a t u n k a t k ü l ö n b ö z ő egyszerűs í tő fe l te-
vések mellett , köze l í tő m ó d s z e r e k a lka lmazásáva l r emélhe t jük mego ldan i . 
Egy jó l i s m e r t közelí tő m ó d s z e r a Born-közelítés, mely a beeső részecske és 
a target k ö l c s ö n h a t á s á n a k gyengeségét tételezi fel . Egy másik k ü l ö n ö s e n n u k l e o n o k -
n a k a t o m m a g o k o n való s z ó r ó d á s á n a k le í rásánál bevál t m ó d s z e r az ún . optikai mo-
dell haszná la t a . A beeső részecskéknek a t a r g e t n u k l e o n o k k a l va ló kö l c sönha -
t á s á t ez u t ó b b i a k által k i a l a k í t o t t effektív t é r e n va ló s zó ródáskén t í r j uk le. 
Egy t o v á b b i közelí tő m ó d s z e r az impu lzus -app rox imác ió , az op t ika i m o d e l l n e k 
é p p e n k o m p l e m e n t e r j e . E köze l í t és h a s z n á l a t a a k k o r lehetséges, h a a t a rge t ré-
szecskék po t enc i á l t e r e nem n y ú l i k egymásba . I l yenkor a sokrészecskén va ló s z ó -
r ó d á s p r o b l é m á j á t egyrészecske szórásra veze the t j ü k vissza. A k ö l c s ö n h a t á s pi l la-
n a t á b a n a t a r g e t részecskét s z a b a d n a k t e k i n t j ü k . A szóró részecske szórás e lőt t i 
é s utáni á l l a p o t á t az egész r e n d s z e r együtt h a t á r o z z a meg. A szórás előt t i és u t á n i 
á l l apo tok a t a r g e t teljes e n e r g i a o p e r á t o r á n a k sa já tá l lapota i . N e m a l k a l m a z h a t ó 
a módszer , h a a b o m b á z ó részecske szabad ú t h o s s z a a t a rge tben kicsi a ta rge t m é -
reteihez képes t , hiszen csak egyszeres s zó rá soka t veszünk figyelembe. A t o v á b b i a k -
* Kisdi Dávidnak a III. Magyar Elméleti Fizikai Nyári Iskolán tartott előadása alapján. 
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b a n a f e n t vázol t impu lzus közelítéssel f o g l a l k o z u n k (II) , m a j d az ehhez k a p c s o l ó d ó 
m a g a s a b b közelí téseket t á rgya l juk ( I I I ) . A IV. részben a módszer a l k a l m a z á s a i t 
m u t a t j u k be . 
II. Impulzus közelítés 
R e n d s z e r ü n k H a m i l t o n - o p e r á t o r a 
A = ^ + (1) 
2 m
 x = i 
ahol m a b o m b á z ó részecske tömege, Ht a target en e rg i ao p e rá to r a , Vx p e d i g a bom-
bázó részecskének és a t a r g e t a-ik részecské jének k ö l c s ö n h a t á s i ope rá to ra . 
A s z a b a d b o m b á z ó részecske á l l a p o t a i t a |£} á l l a p o t v e k t o r o k k a l í r j u k le. 
K o o r d i n á t a r e p r e z e n t á c i ó b a n 
]fc) = (2 л ) " 3 / 2 eikf. (2) 
A2/c2 
A s z ó r ó d ó részecske e n e r g i á j a e= . A target s a j á t á l l a p o t a i t (pj(rx, . . . , rN)-el, 
energ ian ívói t £ j -ve l j e l ö l j ü k . T o p e r á t o r o s f o r m a l i z m u s t használunk. A ket tős 
differenciál is ha táskeresz tmetsze t a T o p e r á t o r matrix e l eméve l a k ö v e t k e z ő k é p p e n 
függ össze : 
2 
d2a | 4 л 2 ; и | " А / 
itt 
d ü d e f - y A2 J k i y r f ^ i + E i - e f - E ^ (3) 
Тл=(к
г
,<р,\Т\к
ь
ср!). (4) 
A T t r anz i t operá tor t a k ö v e t k e z ő egyenle t határozza m e g 
T= V+ VGT, (5) 
ahol V=2 E(r—rx) és G = (E-p2\2m — # t + i<5)-1. ( E a rendszer energ iá ja . ) 
a 
A T o p e r á t o r r a v o n a t k o z ó egyenlet f o r m á l i s megoldása 
T=(i-VG)~1V, (6) 
vagy 
T = 2 ö - V G ) - k V x . (7) 
01 
Impulzus közel í tés h a s z n á l a t a esetén az ö s szeg a-ik t a g j á b a n a nevezőben a 
VG~VXG°X (8) 
közelítést veze t jük be, a h o l 
G° = (E-p2ßm —p\\2Mx + iö)~ \ (9) 
Ez felel m e g annak , h o g y a szóró részecskék po tenc iá l t e re nem nyúlik e g y m á s b a 
(Von Vx) és, hogy az ü t k ö z é s p i l l ana t ában a ta rge t részecské t szabadnak t ek in t j ük 
( G « G ° ) . Ny i lvánva lóan j ó l a l k a l m a z h a t ó a közelítés l a s s ú neu t ronok m a g s z ó r ó -
dása ese tén ( m a g á t m é r ő ~ 1 0 ~ 1 3 c m , m a g t á v o l s á g ~ 1 0 _ 8 c m . ) D i f f ú z n a k tekint-
he t jük pl . a n u k l e o n - d e u t e r o n ü tközésben a deuteront is, mer t a m a g e r ő k ható-
sugara 1 , 4 - 1 0 " 1 3 cm, a d e u t e r o n b a n a n u k l e o n o k t á v o l s á g a pedig 4 , 3 - 1 0 ~ 1 3 c m . 
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Impulzus közelítésben tehát a tranzit operá to r „egyrészecske tranzit operá-
to rok" összegére bomlik: 
т° = 2 т° (io) 
ОС 
ahol 
т° = (i - va*)-1 к ( П ) 
nem más, min t a bombázó részecske és az a-ik target részecske szabad ütközésének 
tranzit operá tora . E két részecske ütközését a 
( K , Kf I T° Ikt, K f = tx (л2, E) 6 (kt + Ki - k f - K f ) ( 12) 
matrix elemek í r ják le, ahol x = kf — ki, az impulzus átadás. A ta(x2, E) mennyiséget, 
a V„ operá torhoz tartozó t ranzi t mátrixot a következőkben ismertnek tételezzük fel. 
A T° operá tor fenti matrix eleme nem megfelelő számunkra, minthogy a target 
állapotát n e m jellemezhetjük a Kxi, Kxf impulzusokkal . Ez a target belső szerkezeté-
nek végleges semmibevétele volna. A target részecskék közötti dinamikai kölcsön-
hatást éppen azáltal vesszük figyelembe, hogy a target kezdeti és végállapotát a 
H, operátor <p(rx, . . . , r N ) sajátfüggvényeivel í r juk le. 
A számunkra fontos matr ix elemek a f ( - {K x , ..., K N ) jelöléssel: 
( k f , (Pf \ T° \K„ (Pi) = Jd™К • d3NK\(Pf IK) ( k f , K\ T° \kh K') (K'\<p,) = 
= f d3N К-d3» K'(<Pf\K)tx(x2, E)ó(K-K)-HKx-K+x)...ő(KN-K'N)X 
X(K'\<p,) = tx(x2, E) f d3N К (cpf\K1, ..., Kx, ...,KN)(K, ...,K + x,...,KN\9l) = 
= t f x 2 , E)((Pf\e-i*f* |q»(>. 
Ezen közelítésben a teljes t ranzi t operátor matrixeleme pedig 
N 
T?i = 2 t f x2, E)(çf(rlt . . . ,Г Л ) | ...,fN)). (13) 
III. Magasabb közelítések [1] 
A T operá to r (7) kifejezését alakítsuk át a következőképpen: 
T = 2(l-V*G°x-{VG-VxG°x})-1Va. (14) 
a 
A nevezőt so rba fejtve {VG — VaG°} szerint: 
т= VA0)-1 Z {(VG - VXG°) (1 - Vx G°) - ' } s Vx. (15) 
* S = 0 
A hatványsor 0-ad rendű tag ja éppen az impulzus közelítésnek felel meg. A magasabb 
rendű korrekciókat az tagok adják. Első rendben 
T1 = 2 (1 - VxG°)~l VX(G-G°)( 1 - VXG°)~1 Vx + 
a 
+ 2 ( 1 - KGÏ)-1 VßG(l - VXG°)~XK-
ьфр 
6 Fizikai Folyóirat XIV/6 
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I t t az e lső összegben b e v e z e t j ü k a (11) a l a t t i T° ope rá to r t , másrészt a d i f f ú z r e n d -
szereknél é rvényes VxVß^0 m i a t t (1 — VxG°)~1Vß^ Vß, m i v e l : 
T1 = 2 T°{G - G°)T° + 2 VßGT° (16) 
я ХФР 
A m á s o d i k t a g a s z ó r ó c e n t r u m és a t a r g e t t öbb i r é szének kö l c sönha t á sá t veszi 
figyelembe, az első pedig a kétszeres s zó rá s ró l a d számot . 
IV. Alkalmazások 
1. L a s s ú n e u t r o n o k s z ó r ó d á s a m o l e k u l á k o n [2]. 
A l k a l m a z z u k e r edménye inke t lassú n e u t r o n o k n a k (A ~ 10" 8 cm, E ~ 0 , 1 eV) 
m o l e k u l á k o n és szilárd t e s t e k b e n való s z ó r ó d á s á n a k l e í r á sá ra . A t a rge t s z ó r ó -
cen t rumai a targetet a l k o t ó a t o m o k m a g j a i . E l sősorban a b o m b á z ó n e u t r o n és 
az a-ik t a r g e t m a g ü tközésé t leíró tx(x2, E) mennyisége t kell m e g á l l a p í t a n u n k . M a g -
szórás s z e m p o n t j á b ó l az ü t k ö z é s E ~ 0 , 1 e V energiája m á r a z E — 0 h a t á r e s e t n e k 
felel meg, ezé r t í r h a t j u k : 
4 ( 1 7 > 
ahol ä x az a - i k maghoz t a r t o z ó neutron szórás ihossz , m p e d i g a neut ron és a z a - ik 
mAf ( m \ 
mag r e d u k á l t t ömege : mx =— * . L e g y e n aa = \ \ az ún. k ö t ö t t a t o m 
m + Mx V M a ) 
szórásihossz, ezzel: 
"m*"
 ( 1 8 ) 
Ennek fe lhaszná lásáva l a T f i mátrix e l e m e t impulzusköze l í tésben a k ö v e t k e z ő 
a l akban í r h a t j u k 
h2 
T
°n =
 Ä 2 a. <<Ps\e \q>t). (19) 
Mindezide ig n e m ve t tünk t u d o m á s t a n e u t r o n o k és a target m a g o k spinjéről . A spin 
figyelembevétele semmi nehézsége t nem j e l e n t , csak t u d o m á s u l kell v e n n ü n k , h o g y 
ax a sp invá l tozók ra h a t ó o p e r á t o r lesz. M i v e l a neu t ron és a z a t o m m a g k ö l c s ö n -
hatása fo rgá s inva r i áns kell, h o g y legyen, e z é r t 
ax = al + aíx(oSx), (20) 
ahol 5 a n e u t r o n Pauli o p e r á t o r a , S x = I a \ } / l J j x + V) a z l a magspinhez t a r t o z ó 
„egységvek to r " (ui. ő 2 = 1), t o v á b b á ax a k o h e r e n s és ax az i nkohe rens szó rás ihossz . 
Ezzel 
Й
2 
Tn =
 Ä {SXfXi 2 «5 Wf\ e"'*'* \(Pi) + ( K / I f f I y.j 2 4 (cpf I S . e - « ' - | <?;>}, 
ahol Xi és X/ a neu t ron kezde t i és végső s p i n á l l a p o t a . 
E f o r m u l a a lapve tően f o n t o s a n e u t r o n o k n a k m o d e r á t o r a n y a g o k b a n v a l ó 
le lassulásának leírásánál, v a l a m i n t a l a s sú n e u t r o n o k k a l végzet t anyagsze rkeze t 
ku ta tás e lméle tében . 
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A módszer pontosságát a következő pé ldán mutatjuk be. Lassú neut ronoknak 
kémiailag k ö t ö t t protonon v a l ó szóródását vizsgáljuk. H a a molekulát, az egy-
szerűség kedvéér t , végtelen nehéznek tekint jük, akkor a fe lada to t úgy is megfogal-
mazhatjuk, h o g y a neutronok egy U(rp) potenciáltérben kö tö t t p ro tonon szóródnak. 
A tranzit má t r i x impulzus közelítésben: 
T f i = <*„ <Pf\T° W <Pi) = O / M e - ^ ' - ^ r \<pfrp)), 
ahol m a nukleontömeg és a a neutron-proton szórásihossz. A szórásihossz spin 
függésével n e m foglalkozunk, d-t a szinglett szórási hosszal azonosí t juk : 
ä = —23,7-10 - 1 3 cm 
Az impulzusközelítéshez j á r u l ó elsőrendű korrekciót a 
T1 = T°(G — G°)T° (21) 
operátor má t r i x elemei ad j ák . T° mátrix elemeit fent már megadtuk , a G operá tor 
mátrix elemei pedig: 
( h2 k? 1 
(Uf,<pj\G\k„ (pb = [ Е — ^ — Ъ + й y S f c - K j . S , , , (22) 
ahol Et a k ö t ö t t proton energ iá ja a cpi á l lapotban, és ^í/ = | q ' J ^ • Végül 
a G° operátor mátrix elemei 
<4, cp,I G°\Ht, Vd = WA + 1 \9iWb-Kf) = 
= jd3Kp(<pf I Kp) \ e - - + tój"(Kp\ cp,) . « & - 4 ) = (23) 
= / <Pf(fp) J ^ T j ' l <Pi(rP)d3rpd3f'p • 
A 7°, G és G 0 operátorok m á t r i x elemeinek ismeretében, a mátrixszorzás szabálya 
szerint, meghatározhat juk a Tl operátor má t r i x elemeit. A T=T° + TX operá tor 
mátrix elemeinek ismeretében pedig meghatározhat juk a szórás hatáskereszt-
metszetét. 
Vizsgáljuk konkréten az t az esetet, a m i k o r a proton harmonikus oszcillátor 
potenciálvölgyben van kötve. Ekkor 
1 i ír ) p-rp/zrl 
<pn(rp) = \(Y22"n\r0)~ÍH„ ГА és En = hco L
 v0) 'p 
П + Ц , (24) 
( h )1/г 
ahol r0 = I I és o) az oszcillátorvölgy sajátfrekvenciája. Ezt számszerűleg a 
\mco) 
ZrH molekula sajátfrekvenciájával megegyező értéknek válasz t juk: hco = 0 ,27eV. 
Ezen ada tokka l számított neu t ron szórási hatáskeresztmetszetre e ; = 0,025, 0,27 
és 0,405 eV bombázó energia mellett a 0 — 0, 0 — 1, 1—0 és 1—1 molekulaátmenetek 
esetén a köve tkező értékeket kapjuk 
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Bombázó 
energia 
Alapál lapot -»• 
alapállapot 
^00 
Alapál lapot 
első gerjesztett á l l a p o t 
<701 
Első gerjesztet t á l l a p o t 
a l a p á l l a p o t 
<710 
Első g e r j e s z t e t t á l lapot 
- , első g e r j e s z t e t t á l lapot 
<711 
0,025 eV 
0,27 eV 
0,405 eV 
64,8 (0,3%) 
66,4 (0,1%) 
29,6 (0,2%) 
0 (0) 
0 (0) 
6,28 (-=0,1%) 
43.2 (-=0,1%) 
14,7 (-=0,1%) 
13.3 (-=0,1%) 
52.0 ( < 0 , 1 %) 
18,9 ( < 0 , 1 %) 
18.1 (<0,1%) 
A m e g a d o t t számok az impulzus k ö z e l í t é s b e n számí to t t ha táske resz tmet sze tek 
barn egységekben , a z á r ó j e l b e n levő s z á m o k a T1 e l s ő r e n d ű korrekció j á r u l é k á t 
adják. L á t h a t ó , hogy a k o r r e k c i ó sohasem n a g y o b b h á r o m ezreléknél, a m i a köze-
lítés r e n d k í v ü l i pon tos ságá t muta t ja . 
2. N u k l e o n - h é l i u m r u g a l m a s szórás [2, 3]. További a l k a l m a z á s k é n t v izsgá l juk 
az a(n, n)oi és oc(p,p)a r u g a l m a s ü tközéseke t . A target s zó rócen t ruma i a z a l f a ré-
szecske n u k l e o n j a i . A nuk l eon -nuk l eon s z ó r á s t operá tora s p i n és i zo tópsp in függő , 
a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 
tfix2, E) = tA + íB(ah + fi) n + tc(ab n) ( f i Fi) + tD(fi p) (aa p) + fE(fi q) q), (25) 
ahol db a b o m b á z ó és <ra a z a - ik target n u k l e o n Pauli o p e r á t o r a és n, p, q a k ö v e t k e z ő 
egységvek to rok 
_ _ kj X к / _ _ kj — kf _ _ kj + k f 
" " fiixkfl 
- М / -
p =
 wlta> q ki + k. 
(26) 
A iA, ..., íE mennyiségek izo tópspin f ü g g ő e k , pl. 
îA = tA(x\E)+tA(x2,E)yb т .) (27) 
és h a s o n l ó a n îB, ...,íE. I t t ть és fi a n u k l e o n o k i zo tópsp in vektorai , a tA(x2, E) 
X 
és tA(x2, E) s tb . mennyiségek m á r egyszerű függvények és függe t lenek az a index tő l . 
K é p e z z ü k impulzusközel í tésben а t r a n z i t operátor mát r ixe lemei t 
t f i = 2((рк(х\е)е-
3 = 1 
w) (28) 
ahol \cp) a z a-részecske ( a l a p á l l a p o t á n a k ) sa já t függvénye , ta fenti k i fe jezésének 
behelyet tesí tésénél figyelembe kell v e n n ü n k , hogy az a - r é s z i m p u l z u s m o m e n t u m a 
7 = 0 és i z o t ó p s p i n j e T = 0 . E b b ő l köve tkez ik , hogy {(p\aaí\q>) = ((p\i!l\(p) = 0. M a r a d 
tehát 
Tfi = (tA(x\ E) + tB(x2, E) ( f i n)] E(x), (29) 
ahol 
E(x) = 2 (<P\ е~ш* 
3 = 1 
w) (30) 
az a l fa - részecske f o r m a f a k t o r a . Mivel a tA és tB mennyiségek ismeretesek a két-
nukleon s z ó r á s b ó l , ezért Tri és a nuk leon-a l f a rész szó rásha tá ske resz tme t sze t ének ki-
számí tá sához csak az a l f a rész f o r m a f a k t o r á t kell m e g h a t á r o z n i . A m a g f i z i k á b ó l 
ismeretes, h o g y az alfa r é sz a lapá l lapotá t i gen jól l e í rha t juk a köve tkező G a u s s -
típusú f ü g g v é n n y e l 
1 4 
<P(fi, f2, r3, f f =Jfiexp - y A 2 (fa' 
Z з > й = 1 
(31) 
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aho l JA normálás i á l l a n d ó és A = 0 ,14-10 2 6 c m - 2 . E sa já t függvény fe lhaszná lásáva l 
a f o r m a f a k t o r r a a következő' k i fe jezés a d ó d i k : 
F ( x ) = 4 exp { - З Я / 6 4 А } . (32) 
Érdemes megjegyezn i , hogy a n u k l e o n o k a l f a részecskén v a l ó s z ó r ó d á s a k o r 
po la r i zá lódnak . H a a beeső n u k l e o n nya láb po la r i zá l a t l an , a k k o r egyenlő s z á m b a n 
t a r t a l m a z (ü0n) = 1 és (въп) = — 1 po lar izác ió jú részecskéket . A z egyik e se tben 
1 I I 1 I I ~ r Г" 
0 10 20 30 u0 50 60 70 30 90 
л 
6. ábra 
T/i=(tA + tB)F a m á s i k esetben ped ig T f i = (tÁ — tB)F lesz. A szór t n u k l e o n o k 
k ö z ö t t a kétféle po la r izác iós á l l a p o t tehát n e m egyenlően va lósz ínű . A 2 . — 5 . 
á b r á k o n b e m u t a t j u k a szórt n u k l e o n o k P = + polar izációs f o k á t 
a szórás szögének függvényében . Megjegyezzük , h o g y P nem f ü g g a z F f o r m a f a k t o r -
tó l . A 6. á b r a az и — a és p — a. r u g a l m a s ü tközés differenciál is ha táske resz tmetsze té t 
m u t a t j a 93 M e V és 147 M e V b o m b á z ó energia me l l e t t . 
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Bevezetés 
A kris tá lyok, f o lyadékok szerkezeté t , p o n t o s a b b a n az a l k o t ó a t o m o k á t l agos 
he lyze té t nagy pon tosságga l m é r h e t j ü k r ö n t g e n s u g a r a k d i f f r a k c i ó j a segítségével. 
M á s p r o b l é m a elé k e r ü l ü n k a z o n b a n a k k o r , h a az egyes a t o m o k , ionok m o z -
g á s á n a k részleteire vagyunk k íváncs i ak . A r u g a l m a s t u l a j d o n s á g o k , a f a j h ő s tb . 
m é r é s e az ilyen m o z g á s o k t e rmésze té rő l sok felvi lágosí tást n y ú j t (a szabadsági 
f o k o k száma, a h a n g sebessége s tb . ) , de a m a k r o s z k o p i k u s p a r a m é t e r e k megis -
meréséné l t o v á b b így nem j u t h a t u n k . 
A kondenzá l t a n y a g m o z g á s á n a k m i k r o s z k o p i k u s v izsgá la tához fon tos kísérlet i 
l ehe tőség a f é n y n e k kr is tá lyon t ö r t é n ő szórása. S o k ér tékes i n f o r m á c i ó t n y e r h e t ü n k 
így pl . a h a t ó e r ő k sz immet r i a - tu l a jdonsága i ra v o n a t k o z ó l a g , a z o n b a n az a t o m i 
m o z g á s o k részletei t o v á b b r a is r e j t v e m a r a d n a k e l ő t t ü n k . 
E n n e k o k a lényegében a f é n y és a h a n g t e r j edésének m á s jel legében rej l ik , 
e z é r t a kondenzá l t fázisok h a n g - t í p u s ú mozgása i c s a k n é h á n y ese tben m u t a t k o z -
n a k meg közve t lenü l a fény s z ó r á s a k o r . 
Amilyen ideá l i san j ó e s z k ö z n e k b izonyul tak a r ö n t g e n s u g a r a k a szerkezet-
v izsgá la tokná l , u g y a n o l y a n a l k a l m a s n a k látszik a t e rmikus ( E ~ 2 5 meV) és h i d e g 
meV), r ö v i d e n lassú n e u t r o n o k szórása a kondenzá l t a n y a g m i k r o d i n a m i -
k á j á n a k t a n u l m á n y o z á s á r a . A k ö v e t k e z ő k b e n az t a kérdést f o g j u k tárgyalni , h o g y 
h o g y a n lehet n e u t r o n - s z ó r á s k í sé r le tekből az ö s s z e f ü g g ő anyag b e l s ő d i n a m i k á j á r a 
v i sszakövetkez te tn i . A tárgyalás s o r á n igyekezni f o g u n k a neu t ron f i z ika i vizsgálat i 
m ó d s z e r e k e t m á s módszerekke l ( l á t h a t ó fény s zó rá sa , i n f r a v ö r ö s spek t roszkóp ia 
s t b . ) összevetni. A h o l nagyobb k i t é r ő k nélkül lehetséges, o t t f e l h í v j u k a figyelmet 
a M ö s s b a u e r - e f f e k t u s o n a l a p u l ó vizsgálatok elméletével v a l ó összefüggésekre . 
1. A kétszer differenciális hatáskeresztmetszet, 
mint a szóró rendszer dinamikájának jellemzője 
Szóród jék va l ame ly N r é szecskébő l álló r endsze ren egy Ak0 impulzusú , p o l a -
r i zá l a t l an n e u t r o n n y a l á b és az a n a l i z á l ó berendezés észlelje a Ak impu lzusú n e u t r o -
n o k a t po lar izác ióra való tek in te t né lkül . 
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K i i n d u l ó p o n t u n k a Fermi-féle pszeudopo tenc iá l elmélet lesz [1]. Fe l í r juk 
e b b e n a közel í tésben a n n a k ha táskeresz tmetsze té t , h o g y a szóró rendsze r (kris tály, 
f o l y a d é k vagy gáz) a szórási f o l y a m a t köve tkez tében az {/} k v a n t u m s z á m o k k a l 
j e l l emze t t á l lapotból az { / } k v a n t u m s z á m o k k a l je l lemzet t á l l apo tba kerül , m i k ö z b e n 
a n e u t r o n s p i n k v a n t u m s z á m a mrxö\ mf-re, impulzusa pedig Ak0-ról Ak-ra vál tozik. 
A f o r m u l a egységnyi neu t ron -végene rg i á ra és egységnyi térszögre v o n a t k o z i k . 
d2a{i, k 0 , mi - / , k, mf) A 
жйё -j-ô(et-ef-e). 
•Z(iI (m,I nv e ^ Imf) l / X / l {mf\а„е-'<** | щ ) \i) (1.1) v
. и 
ahol 
А
2
 к
2
 A2 k2 
s = E— £„ ; E = — — , £ n = —— («г a neu t ron t ö m e g e ) 2»? 2/n 
Q = к - k 0 űv = A„ + 2CV S v s 
és S v a y-dik mag, s a n e u t r o n s p i n - o p e r á t o r a , Av és Cv a v-edik m a g k o h e r e n s ill. 
i n k o h e r e n s szórási a m p l i t ú d ó i [1]. 
(1 .1) természetesen csak a b b a n a z esetben érvényes , ha a szórás magf iz ikai 
é r t e l e m b e n rugalmas . 
A z elmélet felépí tésénél egy o l y a n kísérleti berendezés t t a r t u n k szem előt t , 
ame ly k i zá ró l ag a n e u t r o n energiáját és szögeloszlását méri , az összes t ö b b i kezdeti 
k v a n t u m s z á m r a á t lagoln i , a végál lapot k v a n t u m s z á m a i r a összegezni kell. Fogla l -
k o z z u n k először a n e u t r o n mb mf s p i n - k v a n t u m s z á m a i v a l . Fe lhaszná lva a Paul i -
o p e r á t o r o k tu l a jdonsága i t azt k a p j u k , hogy 
1 y d2a(i, k 0 , W j — / , k , mf) _ d2a(i, k0-»/> k) 
2
 m i , £ í ± i díldE ~ díldE = 
к z 
=
 v ő ( E i - E f - s ) Z A v A l l ( i \ e i ^ \ f ) ( f \ e - ^ \ i ) + (1.2) 
+ Z CVC,Z (i I S<-> I/> ( f \ S(Z e-iom 10 
V, B = 1 u= 1 
A m é r é s e k k e l viszont a köve tkező menny i sége t lehet összevetni : 
Itt W f T ) annak valószínűsége, hogy a szó ró rendszer {/'} k v a n t u m s z á m o k k a l jel-
lemzet t á l l apo t a T hó 'mérsékleten e l ő f o r d u l . 
Fe lhaszná lva a <5 függvény a l á b b i előál l í tását , 
ö(ei-ef-e) = z r i 
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(1.3)-ból az adód ik , hogy 
d 2 
dO 
e .Or v (0 | / ) . 
• < / | Ap e-'Or. I i ) + % </| c v V<"> e'Q'vW | / > ( j \ C p S<;> |i> dt 
Itt fe l té te lez tük, h o g y a rendszer ene rg iá j a nem függ a sp in tő l , azaz [H, S v ] = 0 . 
Az |i) és I / ) á l l a p o t o k a t ene rg i a - sa j á t á l l apo toknak vá lasz to t tuk . E z u t á n mivel 
2 I / X / I = 1> a z t k a p j u k , hogy* 
d2a 
dOdE ( 1 . 4 ) 
л 
Itt rv(t) a v-ik m a g t p i l lanatbel i k o o r d i n á t a - o p e r á t o r a a Heisenberg-reprezentác i ó b a n 
A H a m i l t o n - o p e r á t o r spinfügget lensége mia t t kézenfekvő , hogy 
|*>=|и>|А>, 
ahol {/;} a s zó ró rendszer p á l y a - k v a n t u m s z á m a i n a k , {A} pedig s p i n k v a n t u m s z á m a i n a k 
összességét je lent i , t o v á b b á , hogy 
Wi(T)=Wn(T)-W>y, 
azaz a p á l y a - és s p i n k v a n t u m s z á m o k te l jesen függet lenek egymástó l . Ez v a l ó b a n 
a H a m i l t o n - o p e r á t o r sp infügget lenségének egyenes köve tkezménye , ha n i n c s e n e k 
egyforma a t o m o k a r endsze rben , de a Pauli-elvvel ellentétes, h a ilyenek v a n n a k . * * 
M e g m u t a t h a t ó , hogy a Paul i -e lv f igyelmen kívül hagyása n ö v e k v ő hőmérsék le t t e l 
egyre k i s e b b h ibákra vezet [2], [3]. A s zobahőmér sék l e t ebbő l a s z e m p o n t b ó l m á r 
magas h ő m é r s é k l e t n e k számí t . 
V á l a s s z u n k ezu tán | A ) = \IX... IN, Mx, ... MN)-t, aho l IX,MX a a -ed ik a t o m 
s p i n k v a n t u m s z á m a i t jelöl i és tegyük fel, hogy minden spinbeál lás e g y f o r m á n 
valószínű. E k k o r 
w x = W M i , „ M n = j / 7 ( 2 / v + l ) j 
A fenti kép l e t ek a lka lmazásáva l (1.4) a l a k j a a köve tkező lesz [3], [4]: 
d2a d2 (Ti d2akoh 
dQ.dE díldt dO.dE (1.5) 
* Ha a szóró rendszerben egyforma részek vannak, az (1.4) képlet levezetése valamivel 
bonyolultabb [2]. 
** Gondoljunk például a H2 molekula kvantumelméletére. A pályaimpulzusmomentum-kvan-
tumszám páros, illetve páratlan volta megszabja, hogy a molekula para vagy orto állapotban van-e, 
azaz kikötést jelent az eredö-spin kvantumszám értékére. 
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a h o l az első t a g koherens 
d2ok0h к [Úh j 6 i h ' l 2 ä i A ß 2 Wn(T) (n\ e ^ M £~iQ<ß [„)] dt (1 .6a ) dkl dE k0 
a másod ik az inkohe rens szórás i ha táskeresz tmetsze t : 
d2 a, к 
dkl dE kn \éh S e V A ^ W n ( T ) ^ e i Q r v ( 0 e ~ i Q r * | л ) dt (1 .6b) 
A k o h e r e n s elnevezés a r r a utal, hogy a ha táske resz tme t sze t nem b o n t h a t ó 
a z egyes m a g o k o n t ö r t é n ő s z ó r á s ha táskeresz tmetsze tének összegére. 
A k o h e r e n s ha táskeresz tmetsze tben s z e r e p l ő vegyes (v X g) indexű t a g o k a t 
in ter ferencia t a g o k n a k nevezzük , szemben a z ú n . direkt (v = /<) tagokkal . A z in-
kohe rens ha t á ske re sz tme t sze tben csak direkt t a g o k lépnek fel . 
H a fe l tesszük, hogy a s z ó r ó rendszer a t o m j a i e g y f o r m á k , és m i n d e g y i k ü k 
azonos k ö r n y e z e t b e n van, a v index helyébe 1-e t , Av he lyébe A-t í rhatunk. E z u t á n 
a koherens ha tá ske resz tme t sze t így í r ha tó : 
aho l 
S k t h i Q
'
e )
 = M I e ~ Í J ' F ( Q ' t ) d t ( L 7 b ) 
F(Q, t) = 2 <eiQ4v(Oe-iQn)r 
v = 1 
és a T hőmér sék l e t en vett á t l agé r t ék 
(...A...)r = 2Wn(T){n\...A...\n). (1.7c) 
Az F(Q, t ) függvény a l a s sú n e u t r o n s z ó r ó d á s e lméle tének korrelációs f ü g g -
vénye. 
Az i n k o h e r e n s t ag m e g h a t á r o z á s a sz in tén egy kor re lác iós függvény s z á m í t á -
t á s á r a veze the tő vissza: 
Sf Q , s) = -— J e " '
 F Á Q , t ) dt (1 .8b) 
fs(Q, í) = <eiQn(0 e - i Q ' i ) r (1.8c) 
A LASSÚ N E U T R O N O K S Z Ó R Ó D Á S A K R I S T Á L Y O N ÉS F O L Y A D É K O N 575 
A z F V (Q, t) függvény F ( Q , í)-vel e l lenté tben egy és u g y a n a z o n a tom két i d ő -
pon tbe l i he lyvek to ra inak ko r r e l ác ió j á r a j e l l emző . Ezért sa já t -kor re lác iós f ü g g -
vénynek h ív juk . A z S(Q, e) és St(Q, e) függvények neve: k o h e r e n s ill. i n k o h e r e n s 
s zó rá s függvény . 
Elmélet i leg e lőnyös az i n k o h e r e n s és a k o h e r e n s s z ó r ó d á s t kü lön t á rgya ln i , 
d e n e m fe l e j t he t jük el, hogy ezek a szórási k é p b e n együtt j e l en tkeznek . Mégis egyes 
e s e t e k b e n levá lasz tha tó az egyik vagy másik t í p u s ú szórás. A szórás i a m p l i t ú d ó k 
é r t é k e pl. o lyan lehet, hogy a k o h e r e n s (pl. a l u m í n i u m ) vagy i n k o h e r e n s (h id rogén , 
v a n a d i u m ) a m p l i t ú d ó sokszo rosa a m á s i k n a k . I lyenkor a s z ó r ó d á s t ú l n y o m ó a n 
k o h e r e n s , i l letve inkoherens . M á s k o r e lőfordul , hogy pl. a k o h e r e n s szórási k é p 
in tenz i tás -e losz lásának mene te e lő re ismert , ese t leg éles c s ú c s o k b ó l áll, e k k o r a 
kísérleti a d a t o k b ó l jó l l evá lasz tha tó . 
A rendsze r d i n a m i k á j a a F ( Q , t), F s ( Q , / ) függvényeket t e l j e sen m e g h a t á r o z z a . 
U g y a n e z v o n a t k o z i k te rmésze tesen S{Q, s), St(Q, e)-ra is. C é l u n k , á l ta lában a f o r -
d í to t t f e l ada t m e g o l d á s a : a r endsze r d i n a m i k á j á n a k visszaál l í tása a szórási k é p 
a l ap ján . 
Ez a f e l ada t elvileg m e g o l d h a t ó . H a S ( Q , e)-t ado t t Q me l l e t t г függvényében 
i smer jük , a korre lác iós f ü g g v é n y Four i e r - t r ansz fo rmác ióva l m e g h a t á r o z h a t ó . 
Lá tn i f o g j u k a z o n b a n , hogy a t t ó l függően , h o g y a n válasz t juk a Q pa ramé te r t a 
ko r re l ác iós függvényben (azaz a szóráskísér le tben) , a szóró r e n d s z e r m o z g á s á n a k 
részletei m á s - m á s súllyal j e l en tkeznek S(Q, e ) -ban . Ezért, hogy S(Q, e)-ból é r t ékes 
fe lvi lágosí tás t n y e r jünk a m o z g á s t u l a jdonsága i r a , Q-nak a s z ó r ó rendszer á l t a l 
megszabo t t b izonyos értékeit kell k ivá la sz tanunk a kísér letben. 
M e g j e g y z e n d ő , hogy a f e n t i e k b e n bevezetet t korre lációs f ü g g v é n y e k n e m c sak 
a lassú n e u t r o n s z ó r á s e lmélete s zempon t j ábó l je lentősek. M e g m u t a t h a t ó , h o g y 
m í g a l á t h a t ó fény Rayle igh-szórásának és a rön tgensuga rak szórásának h a t á s -
keresz tmetsze te az F (Q, í ) függvénnye l áll F o u r i e r - t r a n s z f o r m á c i ó s kapcso l a tban , 
add ig a y - sugarak kö tö t t r endsze reken t ö r t é n ő r ezonanc ia - szó rásá t , va lamin t az 
ezekben t ö r t é n ő y-emissziónak, illetve a b s z o r p c i ó n a k ha táske resz tme t sze te az 
F S ( Q , t) f üggvényre veze the tő vissza. A l á t h a t ó fény R a m a n - s z ó r á s á n a k h a t á s -
keresz tmetsze te hasonló , de k o m p l i k á l t a b b m ó d o n függ össze az a t o m i d inamikáva l . 
A z o n b a n , a k ü l ö n b ö z ő t í p u s ú f o l y a m a t o k közü l a lassú n e u t r o n o k s z ó r á s a 
és a y - f o t o n o k rezonanc ia -abszorpc ió ja , emissz ió ja és s zó rá sa azok, me lyekke l 
a fent eml í te t t kedvező Q - t a r t o m á n y hozzá fé rhe tő . Ezt k é s ő b b részletesen l á tn i 
f o g j u k . M o s t t é r j ü n k rá a k o n k r é t szóró rendszerek vizsgála tára . 
2. Szórás szabad magon 
(1.8)-ból l á tha tó , hogy i n k o h e r e n s esetben a szórás függvény m e g h a t á r o z á s á h o z 
a sa já t -kor re lác iós függvényt kell k iszámítani . Ez a feladat c s ak egymással k ö l c s ö n -
h a t á s b a n n e m álló (ideális gáz) il letve h a r m o n i k u s a n kö tö t t ( a l a c s o n y hőmérsék le tű 
kris tály) s zó ró a t o m o k esetén o l d h a t ó meg egzak tu l . Az ezekben a z esetekben n y e r t 
e r e d m é n y e k , azonkívül , hogy ö n m a g u k b a n is é rdekesek, a t ö b b i szóró rendsze r re 
v o n a t k o z ó e r edmények k i i n d u l ó p o n t j á t képezik . Vizsgáljuk e z u t á n az ideális gáz 
egy a t o m j á n a k sa já t -kor re lác iós függvényét . 
A z indexe t (1.8c)-ben e lhagyva 
F S ( Q , t) = (e'^'ú) e~'Q'M)T (2.1) 
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S z a b a d o n mozgó a t o m esetében a Heisenberg-képbel i mozgásegyenle tek és 
a Newton-egyen le tek a z o n o s a l ak j a fo ly t án 
r ( í ) = r ( 0 ) + A p ( 0 ) /
 ( 2.2) 
ahol M a szóró a t o m tömege . 
M o s t (2.2)-t (2. l ) -be helyet tes í t jük és k ihaszná l juk , hogy h a A és В k o m m u t á t o r a 
szám, a k k o r [5] 
ea ев = еа + в+ца,в] (2 3) 
A z A=iQr(t), В = — /Qr(O) szereposz tás t választva 
ad ó d ik . 
Evvel 
F s ( Q , r) = e - ' * ' ( e " v m ) T (2.4) 
tiQ2 
R=2m • ^ ^ ^ mennyiség je lentése vi lágos . Ekkora energ iáva l lökődik vissza 
egy M t ö m e g ű szabad nyugvó m a g egy Q impulzuscserére veze tő szórási f o l y a m a t 
köve tkez tében . 
A (2.4)-ben szereplő á t lagolás t k ö n n y e n elvégezhet jük, h a figyelembe vesszük , 
hogy a z ideális gáza tom sa já t - függvényei s í khu l l ámok és e l t e k i n t ü n k a kicserélődési 
e f fek tusok tó l . Eredményül az a d ó d i k , hogy [3].* 
R H r < 2 ) Fs(Q,t) = e 1 * ' (2.5) 
Megjegyezzük , hogy ideális gáz ese tén az in te r fe renc ia tagoka t s zo lgá l t a tó 
(exp { / Q r J / ) } exp { — iQra ( 0 ) } ) r , a X a ' a l a k ú kifejezések e l tűnnek . Ez e se tben 
tehát a k o h e r e n s szórás függvény is a sa já t -kor re lác iós függvénnye l áll k a p c s o l a t b a n . 
H a n e m k o r l á t o z ó d u n k ideális gázra , a k k o r a helyzet természetesen megvá l -
tozik. (2.2) helyébe egy sokka l b o n y o l u l t a b b f o r m u l a 
r(t) = r ( ö ) + - ' / p ( 0 ) í - l i [ t f , r(0)] t2+ . . . (2.6) 
lép és az ene rg ia - sa j á t á l l apo tok n e m i m p u l z u s sa j á t függvények többé . Mégis a b b ó l 
a t énybő l , hogy (2.6) kis i d ő k r e megegyezik (2.2)-vel, azt lehe t remélni, h o g y b á r -
mely r endsze r sa já t -kor re lác iós függvénye kis időkre jó l köze l í the tő va l ami lyen 
ideális gázszerű korre lác iós függvénnyel . 
V a l ó b a n (2.6)-ra t á m a s z k o d v a és fel tételezve, hogy 
1 N 
h = j m Л P*2 + V(TL ' ' " " ГЛ) ( 2 ' 7 ) 
* A Boltzmann-állandót itt, és a továbbiakban egységnyinek tekintjük. 
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a z adódik, h o g y 
9 r 
t2+... (2 .8) 
K o o r d i n á t a r en d sze rünk z - tenge lyé t a Q i r á n y á b a n vettük fel. 
(2.8) l á t h a t ó a n megegyezik az ideális gáz sa já t -kor re lác iós függvénye T a y l o r -
so rának első h á r o m tagjával fe l téve , hogy Г he lyébe T' = — (p2z(Q>))T-t í runk. 
Eszerint e legendően kis i d ő k r e 
F S ( Q , /) - ( 2 . 9 ) 
vagyis egy T hőmérsék le tű s z ó r ó rendszer sa já t -kor re lác iós függvénye kis i d ő k r e 
úgy viselkedik, min t a T ' h ő m é r s é k l e t ű ideális g á z egy a t o m j á n a k korrelációs f ü g g -
vénye. A r r a a kérdésre , hogy a z időnek mihez képes t kell k ics inynek lenni, k é s ő b b 
f o g u n k választ kapn i . Meg jegyezzük , hogy e l egendően magas hőmérsék le ten T ' ^ T . 
(2.5) és (1 .8b ) b i r tokában n e m nehéz m e g h a t á r o z n i egy ideál is gáza tom szórás -
függvényét [3]. 
Az e r e d m é n y lá tha tóan egy — hR k ö z é p ü és Y 2 h RT s zó rású Gauss -gö rbe . 
A d o t t impulzuscsere esetén a n e u t r o n v á r h a t ó a n hR energiát a d á t az ideális gáz 
egy a t o m j á n a k , de ez az ene rg iaé r t ék a g á z a t o m o k h ő m o z g á s a mia t t Y ^ h R T szó-
rás t mutat . 
Mielőtt r á t é r n é n k a k r i s t á l y o k o n t ö r t é n ő neu t ronszó rá s tá rgya lására , i smer-
ked jünk meg a k r i s t á lyd inamika a lapfoga lmaiva l . 
3. A kristály dinamikájának alapfogalmai [6] 
A k r i s t á lyok bonyolult sokrészecske r endsze rek . Az egyszerű k v a n t u m m e c h a -
nika i tá rgyalás lehetősége a k ö v e t k e z ő tényen a l a p u l : 
A kr is tá lyt felépítő a t o m o k szorosan v a n n a k á l landó egyensúlyi helyzetük 
közelében k ö t v e és ezek az egyensúlyi helyzetek szabályos té rbe l i rácsot a l k o t n a k . 
E z a rács úgy j ö n létre, hogy a z ún. elemi cellát a d o t t a 1 ; a 2 , a 3 vek to rokka l ö n m a -
gával p á r h u z a m o s a n végtelen sokszor e l to l juk. H a az o r igó tó l a,- i rányba /,-szer 
t o l j u k el, a cel la helyét а I = 1
х
л
х
 + /2а2 + /За3 v e k t o r jel lemzi. 
Az elemi cel la abban az ese tben , ha egyet len a t o m o t t a r t a l m a z (Bravais-rács) , 
úgy adha tó m e g , hogy élei é p p e n a a, v e k t o r o k , csúcsán fogla l helyet az a t o m . 
Mi csak Bravais- t ípusú, k ö b ö s sz immet r i á jú rácsot v izsgá lunk a t o v á b b i a k -
b a n , ilyen r e n d s z e r b e n k r i s t á lyosod ik a fémek jórésze . 
Használn i fog juk az ai-bj=2nÔij egyenlőséggel m e g h a t á r o z o t t v e k t o r o k a t , 
melyeket a r e c i p r o k rács a l a p v e k t o r a i n a k h í v n a k , ezek egész s z á m ú többszöröse i 
épí t ik fel a r e c i p r o k rácsot . A Bril louin-zóna f o g a l m á r a is s zükségünk lesz. Ez a 
reciprok rács egy té r fogate leme, melyet úgy n y e r ü n k , hogy az o r i g ó és a legközelebbi 
r ácspon tok k ö z ö t t i szakaszok fe lező merőleges síkjait t e k i n t j ü k , ezek éppen a 
Br i l louin-zónát ha tá ro l ják . 
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A kr i s t á ly vázát a l k o t ó m a g o k r e n d s z e r é n e k H a m i l t o n ope rá to ra , (az ú n . ad ia -
bat ikus közel í tésben) 
*
 =
 ^ " Í P ' + F ( U l " - U j v ) ; r ' = l i + U í ( З Л ) 
alakú, a h o l V az effektív potenciál is e n e r g i a , mint az egyensúly i he lyze tektő l való 
távolság függvénye , m e l y n e k m i n i m u m a v a n az и
А
 = 0 he lyen . Tett f e l t evésünk 
a lapján ez t so rbafe j t jük , m ; = M a m a g o k k ö z ö s tömege, t e h á t 
= ж 2 vf + j 2 («>, <?,.щ.) +... 
ahol a Gi v tenzor k o m p o n e n s e i : 
G ( = d2v(...uk...) 
I.y d u l , x d u l ' , y Uk = 0 
A többi t a g elhagyása j e l en t i az ún. h a r m o n i k u s közel í tés t . Ennek é rvényessége 
attól f ü g g , mennyi re m a r a d n a k kicsinyek a mozgás f o l y a m á n a ki térések. Á l l j unk 
meg egye lő re a sor fe j tésben a m á s o d f o k ú tagnál , az e l h a g y o t t t a g o k r ó l k é s ő b b 
szó lesz. A m a r a d ó k v a d r a t i k u s a lakot a 
u< = i l m I u t (3.2) 
P, = 2 v'22 Ч 3 « 3 - fi, a с - M (3.3) 
daq i 
(h = h A , fi, J = - iœq> „ aq, a 
t r ansz fo rmác iókka l* a k ö v e t k e z ő a l ak ra h o z h a t j u k : 
= 2 H , « + (3.4) 
ahol q a Br i l l ou in -zónában veszi fel a - А - ^ + А - Ь г + ^ Ь з ér tékeket v a l a m e n y -
Nx A2 A3 
nyi И; me l l e t t , melyre A f . (Nt a r á c s egyik éle, Nx. N2. N3 = N), а = 1 , 2 , 3 
és ft)2-k a Gi, i kvad ra t i kus a lak sa já té r téke i , f rekvenc ianégyze t d imenz ió jú menny i -
ségek. 
M i n d e n q értékhez t e h á t há rom f r e k v e n c i a ta r toz ik , ezeket az а po l a r i z ác ió s 
index k ü l ö n b ö z t e t i meg . 
A (3 .1) t ípusú H a m i l t o n - o p e r á t o r a l a k j á b ó l látszik, h o g y a h a r m o n i k u s kris-
tály e n e r g i á j a З А f ügge t l en h a r m o n i k u s oszci l lá tor e n e r g i á j á n a k összege. A z nq aL = 
* Mikor indexként használjuk, az 1 és q vektorok jelét elhagyjuk. 
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= a* xa q Œ o p e r á t o r , a j ó l i smer t részecskeszám-operá tor nq x sa já tér tékei szer in t 
rendezve az á l l apo toka t , a kr i s tá ly | . . . nq x . . . ) á l lapotán a z t é r t j ü k , hogy a (q, a)-dik 
oszci l látor a nq.x-dik n ívón v a n gerjesztve, a kr is tály ene rg iá j a t ehá t 2h" )q,a( nq,x + !)• 
Ugyanez t úgy is szokás m o n d a n i , hogy n q . a d a r ab q kváz i - impulzusú , a po la r i -
zációjú f o n o n v a n ger jesztve. Ennek a k ö v e t k e z ő a m a g y a r á z a t a . A q v e k t o r a 
(q, a) o s z c i l l á t o r - k v a n t u m n a k n e m egyszerűen indexe, h a n e m „ c s a k n e m " im p u lzu sa , 
mely ü t k ö z é s so r án (mint l á tn i fog juk ) b i z o n y o s ér te lemben m e g m a r a d és impu lzus -
k é n t v ise lkedik . A f o t o n o k k a l való ilyen a n a l ó g i a a l ap j án ez t az energiát és kvázi-
impulzus t h o r d o z ó k v a n t u m o t kvázi- részecskének t ek in t j ük és f o n o n n a k nevezzük . 
A kr is tá ly s o k t ek in te tben — pl. a n e u t r o n o k k a l való k ö l c s ö n h a t á s a s o r á n is — 
úgy vise lkedik , mint i lyen kvázi részekből á l ló Bose—Einste in-s ta t i sz t ikát k ö v e t ő 
ideális gáz . 
A f o n o n energiá já t és kváz i impulzusá t az 
œ = œ ( q , a) 
diszperziós összefüggés k a p c s o l j a össze. 
A szokásos ese tekben a Br i l lou in -zónában a q v e k t o r o k O — 1 Â - 1 közö t t 
vá l toznak , a megfelelő f r e k v e n c i á k r a ped ig 0 < œ < , 1013 s e c - 1 igaz. 
A sze rep lő eq x ún. po la r izác iós v e k t o r o k a megfelelő (q, a) f o n o n gerjesztése-
k o r az egyes a t o m o k k i t é résének i rányát je l lemzik . 
M i n d e d d i g azzal a fel tevéssel d o l g o z t u n k , hogy az e n e r g i á n a k a k i té rések sze-
rinti s o r á b a n az első el n e m t ű n ő t agná l megá l lha tunk . A tapasz ta la t az t m u -
ta t ja , hogy az o l v a d á s p o n t t ó l távol , a l a c s o n y hőmérsék le t en a kitérések o ly kicsi-
nyek, h o g y ez a feltevés l ényegében helyes és igen pon tos e r edményekhez j u t h a t u n k , 
ha a t o v á b b i t agoka t c s ak m i n t kor rekc ió t vesszük t ek in t e tbe . A sor t o v á b b i tag-
ja ival a H a m i l t o n - o p e r á t o r b a n a ki térések, t ehá t végül is a z a* és a o p e r á t o r o k 
m a g a s a b b ha tványa i j e l e n n e k meg. Ez a r r a vezet , hogy a z „ e g y f o n o n o s " s tb . álla-
p o t o k m á r n e m egzakt s a j á t á l l a p o t o k t ö b b é . A f o n o n o k k ö l c s ö n h a t á s u k m i a t t véges 
é l e t t a r t a m m a l rende lkeznek , miközben a z a d o t t h u l l á m s z á m ú és po l a r i zác ió jú 
f o n o n ene rg i á j a elveszti é lesen m e g h a t á r o z o t t értékét. A z o l v a d á s p o n t o t m e g k ö z e -
lítve, a f o n o n á l l a p o t o k egyre kevésbé s t ab i l ak , az ideális f o n o n g á z mode l l , t e h á t 
a h a r m o n i k u s közelítés egyre i n k á b b k o r r i g á l a n d ó és a z o l v a d á s p o n t o n a kö -
zelítés h i r te len elveszti é r t e l m é t : az egyensúlyi helyzeteket k i j e lö lő kr i s tá lyrács ösz-
szeomlik és az anyag f o l y a d é k k á válik. Egészen széles hőmér sék l e tű t a r t o m á n y -
b a n a z o n b a n a h a r m o n i k u s közelítés, me lye t a f o n o n - f o n o n és az u g y a n c s a k fel-
lépő e l e k t r o n - f o n o n kö l c sönha t á s sa l kell j a v í t a n u n k , jó l bevá l t . 
M i az F{Q, t) f üggvényeke t , először is FfQ, í)-t h a r m o n i k u s közel í tésben szá-
m o l j u k , az emlí te t t é l e t t a r t a m stb. k o r r e k c i ó k k a l nem f o g l a l k o z u n k . 
4. Inkoherens szórás kristályon 
Számí t á sa inka t h a r m o n i k u s közel í tésben végezzük, a z a n h a r m o n i c i t á s o k o z t a 
e f f ek tu soka t k é s ő b b f o g j u k röviden összefoglalni . 
E l ső f e l a d a t u n k a k r i s t á ly sa já t -kor re lác iós f ü g g v é n y é n e k kiszámítása . (1.Bej-
ben ismét a (2.3) f o r m u l á t szere tnénk a l k a l m a z n i . Ebbő l a cé lbó l meg kell h a t á r o z -
n u n k az o t t szereplő k o m m u t á t o r t . A számí tás t a (3.2) és (3.3) képletek a l a p j á n 
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elvégezve az a d ó d i k , hogy 
' - [ / Q r ( / ) , - / Q r ( 0 ) ] = - /Q4(0 (4.1) 
a f t ) pon tos a l a k j á t késó'bb k ö z ö l j ü k . Egyelőre vegyük t u d o m á s u l , hogy a f t ) az idő 
valós függvénye . Ily m ó d o n a l k a l m a z h a t j u k (2.3)-at . K a p j u k , hogy 
F s ( Q , t) = e-iQ2«d') ( e i Q M ) - m ] ) T (4.2) 
Tisztán a lgebra i ú ton be lehet viszont látni [3], hogy h a r m o n i k u s közel í tésben 
+ _
 e A (4.3) 
Ezzel 
Fs(Q, t) = e - ' O 2 « 1 « ( 4 . 4 ) 
ahol 
« r ( 0 = № ( 0 - X 0 ) P > r (4.5) 
z ( / ) , a / -p i l lanatbel i r ( / ) k o o r d i n á t a o p e r á t o r Q i rányú vetüle té t jelöli . Ily m ó d o n 
a f t ) az i"S f a k t o r t ó l e l tekintve egy a t o m t i d ő alat t i Q i rányú e lmozdu lása négy-
zetének á t l aga . 
Ezek u t á n néhány o lyan kijelentést f o g u n k tenni a r ( / ) - re v o n a t k o z ó l a g , melyek 
igazságát h a r m o n i k u s kris tály esetén (3.2) és (3.3) seghségével számítással ellen-
őr izhet jük. A későbbiek kedvéér t a z o n b a n á l l í t ása inka t egyelőre fizikai m e g g o n d o -
lásokra f o g j u k a lapozni . M i n d e n e k előt t v i lágos, hogy a f t ) az idő nem-nega t ív 
valós függvénye , t ovábbá a r (0) = 0. (4.5)-ben a négyzetreemelést elvégezve lá t juk , hogy 
a f t ) = i ( z \ t ) + z2(0) - z(0)z(t) -z(t)z(0))r. (4.6) 
Várha tó , hogy a t e rmésze tben e l ő f o r d u l ó ese tekben 
lim <z (0 )z (0>r = Hm <z(í)z(0)> = 0 (4.7) 
í—» °° 
azaz egy a t o m két k ü l ö n b ö z ő időpontbe l i helyzete közt i kor re lác ió az i d ő k ü l ö n b s é g 
növekedtével megszűnik . A b b ó l a tényből v iszont , hogy a szóró rendszer környeze té-
vel t e rmikus egyensú lyban van , következik , hogy 
<z2(/)r=<z2( 0)>T. (4.8) 
Mindezek a lap ján f e l í rha t juk , hogy 
l im a f t ) = <z2(+ ~)>r = <z2(0)>r (4.9) 
A kr is tá ly lényeges t u l a j d o n s á g a , hogy m i n d e n a t o m j a „ n a g y j á b ó l a helyén 
v a n " . Ez az t je len t i , hogy az a t o m rezeg ugyan egyensúlyi helyzete körü l , másszóva l 
az a tom t e r m i k u s felhőt a lko t , de ennek a t e r m i k u s fe lhőnek a suga ra véges, a kris-
tá ly a tomja i n e m m o z g é k o n y a k . A (4.9)-ben szereplő ( z 2 ) T mennyiség , nyi lván 
közvetlen k a p c s o l a t b a n van a t e rmikus f e lhő sugaráva l , ily m ó d o n kris tály ese tében 
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m a g a is véges. L e v o n h a t j u k tehát az t a következtetés t , hogy a r ( í ) , t — °°-re véges 
é r t ékhez ta r t . Az 1. á b r á n ocr(/)-t l á t j u k Debye-kr i s tá lyra az idő függvényében . 
L á t j u k , hogy az a sz imp to t ikus é r t ék beál lásának ide je néhányszor l/wD (ál ta-
l á b a n 1/cod= 10" 1 3 sec). 
A Q 2 a r ( + m e n n y i s é g már a rön tgend i f f r akc ió e lméletéből i smeretes . Szo-
kásos jelöléssel 
Q2aP( + = 2 Ж. (4.10) 
2W a kr is tály D e b y e — W a l l e r f a k t o r a . 
c c r ( t ) [ / 7 
0,3 ~ 
0,2-
0,1 
1/u)D 0 / w D 
1. ábra. iXr(t) az idő függvényében szobahőmérsékletű Debye-kristályra 
sec 
M i n t azt a részletes számítás m u t a t j a , 
l ima , ( í ) = l i m a f ( / ) = 0 
Ezért 
(-•О 
l im F S ( Q , f ) = l ; l i m F s ( Q , 0 = e-
(4.11) 
(4.12) 
A s a já tkor re lác iós függvény (4.4) a l a k j á b ó l és az a r ( í ) függvény vise lkedéséből 
köve tkez ik , hogy а sa já t -kor re lác iós függvény az 1 é r t é k r ő l n é h á n y s z o r \ /w D sec 
a la t t e~2W-XQ csökken. H a mos t a sa já t -kor re lác iós f ü g g v é n y t így b o n t j u k fel 
a k k o r e lőször is / = 0 -ná l 
Fs(Q,t) = e-™ + Ps(Q,t) (4.13) 
Ë s ( Q , 0 ) = l - e - w (4.14) 
és Fs(Q, t) n éhányszo r 1 /wD m á s o d p e r c alatt k e z d ő ér tékéről z é r u s r a csökken. 
7 F i z i k a i F o l y ó i r a t X1V/6 
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(4.13)-t F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l v a a szórás függvényre a k ö v e t k e z ő t k a p j u k : 
Ezzel a s zó rá sképe t egy éles r u g a l m a s c súcs ra és egy széles, ó-szerü szingular i -
t á s t n e m t a r t a l m a z ó r u g a l m a t l a n részre b o n t o t t u k . A ruga lmas csúcs megje lenése 
a z a t o m o k he lyhezkö tö t t ségének e redménye . H a a z a t o m o k n e m v o l n á n a k he lyhez 
k ö t v e , a k k o r (z2)T = °° volna (ez a helyzet m i n d e n nem k o r l á t o z o t t m o z g á s n á l ) 
és a ruga lmas c súcs n e m je lenne meg. (A Mössbaue r -e f f ek tus szintén az a t o m o k 
he lyhez kö tö t t s égén alapszik.) 
Nézzük m o s t az t az esetet, a m i k o r 
(4.13), (4.14)-ből látszik, hogy e k k o r + S (Q , t) m i n d e n /-re e l h a n y a g o l h a t ó a n ki-
cs innyé válik e~2W-\\ez képest . Ez az t e redményezi , hogy a szórás t ú l n y o m ó a n ruga l -
m a s . M á s m e g f o g a l m a z á s b a n : a szórásképe t egyedü l a s tac ionár ius t e rmikus f e l h ő 
a d a t a i , Fs{Q, t) n a g y idejű a s z i m p t o t i k á j a h a t á r o z z a meg. A f o t o n o k k a l d o l g o z ó 
e lmé le tben é p p e n ez a v issza lökődés nélküli emissz ió , illetve abszo rpc ió , m á s szóval 
a M ö s s b a u e r - e f f e k t u s lé t re jö t tének feltétele. 
G o n d o l j u k m o s t meg, mi t ö r t én ik , h a Q növeksz ik . E lőször is nyi lvánvaló , 
h o g y Q növekedtéve l 2W is n ő , ezáltal a r u g a l m a s csúcs a m p l i t ú d ó j a c sökken . 
A szórási képet egyre i nkább Fs(Q, t) szabja m e g . 
Az is ny i lvánva ló a z o n b a n , hogy S{Q, e ) -ban nem e g y f o r m á n „ é r z ő d n e k " 
a z FS(Q, t) f ü g g v é n y k ü l ö n b ö z ő ide jű részei. (4.4) és (4.13)-ból, t o v á b b á a b b ó l , 
h o g y a r ( 0 pozi t ív és „ l ényegében" m o n o t o n n ö v e k v ő függvénye az időnek , köve t -
kez ik , hogy n ö v e k v ő Q-va l Fs(Q, t ) egyre g y o r s a b b a n csökken és ily m ó d o n a (4 .15b) 
i n t eg rá lban egyre k i sebb idők j á t s z a n a k d ö n t ő szerepet . A z a z : miné l n a g y o b b a 
Q , a n n á l k isebb i de jű kor re lác iókró l k a p u n k felvi lágosí tás t S{Q, e)-ból. 
A 2. p o n t b a n lá t tuk , hogy a sa já t -kor re lác iós függvény k is ide jű viselkedése 
o l y a n , mint ideál is gáz esetében. I g e n nagy Q ese tén , tehá t a r u g a l m a s csúcs egyre 
i n k á b b el tűnik és a szórási k é p egyre j o b b a n hasonl í t ahhoz , ame ly ideális gáz 
e se t én j ö n n e létre . 
Világos t e h á t , hogy a túl k is- és túl nagy Q ér tékek egya rán t kedvező t l enek 
a k r i s t á l y d i n a m i k a ku ta t á sa s z e m p o n t j á b ó l . 
Tú l kis Q - n á l s tat ikus, á t l ago l t v i szonyoka t l á t u n k (k ia lakul t t e rmikus fe lhő) , 
t ú l nagy Q - n á l v i szon t a kötésse l kapcso la tos i n f o r m á c i ó k a t veszí t jük el. Ezé r t 
a k r i s t á lyd inamika k u t a t á s a s z e m p o n t j á b ó l a „ k ö z b ü l s ő " Q é r t ékek lesznek j e len-
t ő s e k . Vizsgáljuk m e g pon tosan , me lyek ezek az opt imál i s Q é r t ékek . 
Ebbő l a cé lból í r juk Fs(Q, / ) - t ú j a l a k b a n : 
S i n X Q , £ ) — ( 5 ( e ) + S ( Q , e ) (4.15a) 
(4.15b) 
Q 4 ( + 4 = 2 ff« 1. (4.16) 
a ( 0 = ar ( 0 + 4 ( 0 (4.17) 
= e - ^ 2 Y ( - Q 2 ) " [ « ( 0 - « ( • » ) ] ' 
n = 1 ni 
I" 
(4.18) 
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Legyen most Q „kicsiny, de n e m túlságosan". Ezen azt é r t jük , hogy Q legyen elég 
nagy ahhoz, hogy (4.13)-ban FfQ. t) számot tevő legyen e~2W mellett, de legyen 
elegendően kicsiny ahhoz, hogy a (4.18) sorfejtésben megállhassunk az első tagnál . 
Ekkor 
Fs(Q, t) Q
2 [ a ( í ) - a ( ° o ) ] 
£ ( Q , e) as e - » " S X (Q ,£ ) (4.19) 
SX(Q, e) = Q
A
_ 
2яЙ 
[ a ( í ) - a(°°)] dt 
A (4.17)-ben szereplő oe(í)-t a (3.2) és (3.3), valamint (4.1) és (4.5) képletek segít-
ségével kiértékelve: 
Q 2
 •
A
 W = W 2 IQ • «I2 K"«. « + I ) « - T O - , + 4 G . « ^ . - ' + 2 4 , , . + 1 ] (4.20a) 
zivils q5 a OJqtX 
ahol a betöltési szám át lagértéke T hőmérsékleten, 
1 пъх = п(со)= 
e r — 1 
(4.20b) 
Megmuta tha tó , hogy az á l t a lunk vizsgált, k ö b ö s szimmetriájú esetekben az ilyen 
kifejezésben |Q-e ? J 2 helyébe 1 /3• Q2-t í r ha tunk . Ekkor a q, a szerinti összegezés 
со szerinti összeggé alakul és h a az (со, œ + dco) frekvencia-intervallumban eső frek-
venciák számát , Ж (со, co + dco)-1 egy /(со) függvénnyel jellemezzük a következő 
módon: 
1 
'ÍN • Jf (со, со + dco) = /(со) dm 
akkor a(i')-re ezt kapjuk 
% с 1 
a(t) = — / / (со) — {[« (0 )41] e~ia" +n (со) eifflí + 2 л (со) + 1 } dm (4.21) 
A frekvenciák eloszlását m e g a d ó /(со) függvény neve: fonon-spekt rum, integrálja 
az összes frekvenciára 1-et a d . 
Látható először is az, hogy a Debye—Waller faktor a fonon-spektrummal 
a következőképpen függ össze: 
2 W = Q2oc(°°) = Q2 2 m J f(m)[2n(m)+\]dm 
Másfelől a zonban a (4.9) képlet szerint 
ÄQ2 1 
5X(Q, e) = 
2 M 
tiQ2 
2~m 
г ' т Л т h 
+ 1 
- / 
£ > 0 
£ < 0 
(4.22) 
7* 
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S j ( Q , e)-t az e g y f o n o n o s inkoherens szó rás függvénynek hívjuk. H a a szórási 
képből l evá lasz tha tó , segítségével közve t l enü l a f o n o n - s p e k t r u m o t k a p j u k meg. 
Ez éppen a kr is tá lyon végze t t inkoherens szóráskísér le tek cél ja. 
L á t h a t ó , hogy a k r i s t á lyd inamika s z e m p o n t j á b ó l op t imál i s Q értékek é p p e n azok , 
amelyek mel l e t t az ine lasz t ikus s p e k t r u m b a n a (4.17) so r fe j t és első t a g j á b ó l szár-
mazó tag d o m i n á l , mert ez a z a Q t a r t o m á n y , mely lehetővé teszi a f o n o n - s p e k t r u m 
m e g h a t á r o z á s á t . A rész le tesebb vizsgálat k imu ta t j a , h o g y pl. Debye f rekvenc ia 
spek t rumot feltételezve a (4 .17) sor j = hQ2/2McoD növekvő ha tványa i szerint ha lad . 
(wD a fe lső ha tá r f rekvenc ia . ) 
ezért pl. v a n á d i u m fém ese t ében ( M = 51 m ) t e rmikus n e u t r o n o k r a cos (k, k0) = 0-nál 
£ « 0 mellet a sorfejtés p a r a m é t e r e , A ~ 0 , 0 6 és hideg n e u t r o n o k r a A ~ 0 , 0 2 . Ezek 
a A ér tékek , t ehá t a megfe le lő Q értékek b iz tos í t j ák , hogy a f o n o n s p e k t r u m mérése 
lehetséges legyen. 
Az edd ig i ekben h a r m o n i k u s kr is tá lyról volt szó. Az a n h a r m o n i k u s e f f ek tusok 
e redménye inke t természetesen módos í t j ák [8], [9]. Megvá l toz ik egyfelől a sa já t -
korrelációs függvény a l a k j a . A ki tevőben n e m csak Q 2 szerepel , mint (4.4)-ben, 
hanem t o v á b b i , Q 2 m a g a s a b b ha tványaival a r á n y o s t agok is fe l lépnek. A számí t á sok 
és mérések szer int ez a kevésbé jelentős vá l tozás . Sokkal lényegesebb a Q 2 együt t -
ha tó jának reá l i s és képzetes részét adó a r ( / ) és a f t ) f ü g g v é n y e k megvál tozása . Igen 
fontos k ö r ü l m é n y a z o n b a n az , hogy a r ( / j fizikai t a r t a lma n e m vál tozik. N e m vál toz ik 
meg tehát a z a fizikai j e len téséből szá rmazó t é n y sem, hogy a r ( t ) az idő ( f luk tuác iók-
tól e l tekintve) m o n o t o n n ö v e k v ő függvénye , mely t — °°-re véges é r t ékhez ta r t . 
Emlékezzünk vissza, hogy ez abbó l az egysze rű tényből köve tkeze t t , hogy a kris-
tály a t o m j a i helyhez k ö t ö t t e k . Ez pedig n e m a ha rmon ic i t á sbó l következik , a n h a r -
monikus k r i s t á ly ra is igaz. A z a tény v i szont , hogy a r ( t ) az i d ő növekedtével véges 
értékhez t a r t , mos t is a r ra vezet , hogy a szórás i kép egy éles ruga lmas csúcs ra és 
egy sz ingular i tás t nem t a r t a l m a z ó r u g a l m a t l a n részre oszl ik. 
Az 1. fe jeze tben l á t tuk , hogy a szó rás függvény m e g h a t á r o z á s á n a k p r o b l é m á j a 
egyenér tékű a korrelációs függvény megha tá rozásáva l . Ez u t ó b b i fe lada t viszont 
a szóró rendsze r H a m i l t o n - o p e r á t o r á n a k i smere tében , l ega l ább is elvileg, elvégez-
hető. Ily m ó d o n kristályok és k v a n t u m f o l y a d é k o k esetén a szórásf i iggvény számí tása 
pusztán m a t e m a t i k a i p r o b l é m á t jelent. Te l j e sen más a helyzet reális f o l y a d é k o k n á l , 
mer t az i lyen rendszer H a m i l t o n - o p e r á t o r á t m ég közelí tőleg sem ismer jük . E k k o r 
kénytelenek v a g y u n k közve t lenü l a ko r r e l ác ió s függvényre v o n a t k o z ó fe l tevéseket 
tenni. A s z o k á s o s feltevés a köve tkező: 
Mivel 
(4.23) 
5. Inkoherens szórás folyadékon 
Fs(Q, t) = e-Q2*« (5.1) 
Eszerint a sa já t -kor re lác iós függvény t u g y a n o l y a n t ípusúnak vá lasz t ják , min t ami lyen 
h a r m o n i k u s kristály ese tében adódik . Ezt az el járást egyfelől a kísérletekkel való 
összevetés, másrész t a sa já t -kor re lác iós f ü g g v é n y á l ta lános (a s zó ró rendszer k o n k r é t 
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t u l a jdonsága i tó l függe t l en) t u l a jdonsága i r a v o n a t k o z ó elméleti v izsgála tok iga-
z o l j á k [8], [9]. 
Egy további közel í tés a b b a n áll , hogy a k i t e v ő b e csak az a r ( / ) -nek megfele lő 
k i fe jezés t írják [4]. 
<x(» = K [ z ( í ) - z ( 0 ) ] V (5.2a) 
A z o n n a l lát juk, h o g y a ( / ) ilyen vá la sz tá sa nem lehet helyes. Reál is ki tevő ugyanis 
n e m m u t a t h a t j a a (2.7) ér te lmében köte lező kis i de jű viselkedést. U g y a n a k k o r az 
(5.2) a l ak a k i tevő szemléletes j e l en t é se folytán igen vonzó. Ezér t t ö r t én tek n a g y 
erőfesz í tések o lyan e l já rások k ido lgozásá ra , melyekke l az (5.2) segítségével elvég-
ze t t számí tásoka t kor r igá ln i lehet [10], [11]. 
A folyadék fe l té te lezhető i z o t r ó p i á j a folytán a(t) nyilván n e m f ü g g a Q vek to r 
i r á n y á t ó l . Ezért az 
« ( 0 = 4 [ r ( í ) - r ( 0 ) ] 2 > ^ ( 5 - 2 b ) 
k é p l e t e t szokás haszná ln i . 
Mivel a f o l y a d é k f á z i s közbü l ső helyet foglal el a kristályos és gázfázis k ö z ö t t 
és a kristályra j e l l e m z ő szórási képe t m á r jól i smer jük , célszerű meggondo ln i , mi lyen 
szó rás i kép a d ó d i k a m á s i k ha t á r f áz i s esetén. M i n d e n e k e l ő t t ny i lvánvaló , hogy a m i -
k o r a gázfázisban l é t r e jövő szórási k é p r ő l beszélünk, n e m a r i tka, ideális , h a n e m a s ű r ű , 
a f o r r á s p o n t h o z k ö z e l eső hőmér sék l e tű gázok ese te érdekel b e n n ü n k e t . E b b e n az 
e s e t b e n a (2.5) f o r m u l a te rmésze tesen nem h a s z n á l h a t ó . Viszont a sűrű g á z b a n 
az egyes a tomok igen gyakran ü t k ö z n e k és éppen e r r e az esetre érvényes a B r o w n -
m o z g á s ismert kép l e t e [12]: 
< [ r ( 0 - r ( 0 ) ] 2 > r = 6 ö f . (5.3) 
I t t D a gáz d i f fúz iós á l landója . 
(5.3)-at és (5.2)-t (5.1)-be helyet tes í tve a F o u r i e r - t r a n s z f o r m á c i ó u t án 
5 ( Q
'
£ )
 = ( 0 Ч ^ Ф ( 5 - 4 ) 
a d ó d i k . Sűrű gáz ese tén tehát egy s i m a Loren tz - t í pusú görbét n y e r ü n k , me lynek 
m a x i m u m a £ = 0 -ná l van . 
A kísérletek a z t m u t a t j á k [13], [14], [15], [16], h o g y a fo lyadék á l ta l l é t rehozo t t 
s zó rá s i kép hasonl í t is, kü lönböz ik is az egyes h a t á r f á z i s o k b a n észlelt szórási ké-
p e k t ő l . A kristály szórás i képével k ö z ö s , hogy a szó r t n e u t r o n o k s p e k t r u m a d u r v á n 
m o s t is egy r u g a l m a s és egy r u g a l m a t l a n részre t a g o l ó d i k és az u tóbb i éppen az „ ő s -
k r i s t á l y " szórási k é p é t u tánozza. A s ű r ű gázra emlékez te t viszont az, hogy a kr is-
t á l y r a jel lemző éles, r uga lmas csúcs he lyén egy szélesebb, (5.4)-re emlékez te tő a l a k ú 
c súcs emelkedik. E z t hívják kvázie lasz t ikus c s ú c s n a k . U g y a n a k k o r meg kell j e -
gyezn i , hogy ennek a csúcsnak az a l a k j a és az (5.4) f o r m u l a k ö z ö t t a z egyezés c sak 
k ö z e l í t ő . 
A kísérleti e r e d m é n y e k kva l i t a t ív m a g y a r á z a t á r a a k ö v e t k e z ő fel tevéseket 
s z o k á s tenni [17]: 
1. a(t) = akr(t) + af(t), (5.5) 
a h o l akr(t) éppen a z őskristály ocr(f)-je, melynek tu l a jdonsága i t a 4. fe jezetben t á r -
g y a l t u k . a f ( t ) az őskr i s t á ly és a f o l y a d é k a tomi d i n a m i k á j á b ó l s z á r m a z ó k ü l ö n b -
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ségeket hivatot t t e k i n t e t b e venni. 
2. akr(t) » <xf(t), ha t <sc 
1 
ojr 
E szerint a „k i s - i de jű viselkedés" ugyan olyan, m i n t a k r i s t á lyban . 
3. 
(5.6) 
(5.7) 
a zaz a nagy-idejű vise lkedést már a folyadék-je l leg h a t á r o z z a meg. 
M i n t h o g y a f o l y a d é k b a n a m o z g á s nem h a t á r o l t , az a t o m o k n e m helyhez 
k ö t ö t t e k , fel tesszük, hogy 
4. lim o í / (0 = + °=> (5.8) 
Fe l t e sszük ezen k ívül m é g azt is, h o g y 
5. az a f ( t ) f ü g g v é n y időben l a s san vál tozik. 
Min d ezek a l a p j á n a(í)- t a k ö v e t k e z ő ábrával i l lu sz t rá lha t juk : 
or(t) 
a-f W 
От kr ( t ) 
1/ш D 
2. ábra. a (t) vázlatos rajza folyadék és kristály esetében 
akr(t)-t váz l a to san ra jzol tuk fe l , e lhagyva az 1. á b r á n l á tha tó i ngadozásoka t . 
(Természe tesen a f ( t ) r a j zábó l n e m s z a b a d azt a következte tés t l evonn i , min tha ez 
a f ü g g v é n y m i n d e n h o l l ineárisan v á l t o z n a . ) 
H a feltevéseink igazak, a k k o r 
Fs{Q. t) = e-Qriikrto + e/Wi (5.9) 
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A sa já t -kor re lác iós függvény í = 0 -ná l 1, és „ l é n y e g é b e n " m o n o t o n csökken zérus ig . 
Ugyanúgy , m i n t a 4. fejezetbeli Fs(Q, t) e se t ében , most is l á t sz ik , hogy FfQ, t ) 
növekvő Q - v a l egyre g y o r s a b b a n csökken és ily m ó d o n az 
SiakxQ>ß)= 2^/T j e ~ t " f s ^ t ) d t (5 .10) 
in tegrá lban a n n á l k isebb i dők j á t s z a n a k d ö n t ő szerepe t , minél n a g y o b b az i m p u l z u s -
csere. 
Mivel (5.5) és (5.6) szer int a fo lyadék kis i d e j ű viselkedése és az őskristály k i s 
ide jű viselkedése megegyeznek , tú l nagy Q ese t én kristály-jel legű szórási k é p h e z 
j u t u n k : a n a g y impulzuscseré t szenvedő n e u t r o n „kris tályt l á t " . Ahhoz , h o g y a 
n e u t r o n a f o l y a d é k e f f e k t u s o k r ó l a d j o n számot , megfele lően kis Q értéket kell v á -
lasztani . 
Nézzük m e g ezu tán , hogy fel tevéseink v a l ó b a n elvezetnek-e a fo lyadékon lé t re -
j ö v ő szórási k é p m a g y a r á z a t á r a . 
G o n d o l j u n k vissza a r ra , hogy kr is tá lyoknál a r u g a l m a s - r u g a l m a t l a n t a g o l ó d á s r a 
a korre lác iós függvény (4.13) f e l b o n t á s a vezetett . Fel tevéseink a l a p j á n f o l y a d é k o k n á l 
ezt a f e lbon tá s t így célszerű á l ta lános í tani . 
4 s ( Q , r) = e - Q" [<""•(-)+«/(01 + - Q2 [«.ra)+«/(01 _
 e - Q 2 UkrC-.)+MO] j (5 .11) 
t e h á t Fs(Q,t) ha t á ré r t éke helyet t , nagy idejű a s z i m p t o t i k á j á t vá lasz t juk le. F e l -
tevéseink é r t e lmében a m á s o d i k t a g időfüggése hason l í t an i fog Fs(Q, t) idő függésé -
hez. Ily m ó d o n a m á s o d i k t a g F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a a 4. fe jeze tbe l i S(Q, e)-t f o g j a 
u tánozn i . Ezzel s z á m o t a d t u n k a r r ó l a t apasz t a l a t ró l , liogy a r u g a l m a t l a n rész a z 
őskristály szórás i képéhez hason l í t . 
Ha oíf(t) z é rus vagy i d ő b e n á l l a n d ó volna , a k k o r az első t a g ruga lmas c s ú c s r a 
vezetne. A z a tény, hogy a f t ) az i d ő lassan v á l t o z ó , de végte lenhez t a r tó f ü g g v é n y e 
az t e redményezi , hogy n e m éles, ú-szerű, h a n e m kiszélesedett c súcso t l á tunk . A 
f o l y a d é k a t o m o k n e m ha t á ro l t térbel i mozgása (a fo lyadék f o l y é k o n y s á g a ) k ö v e t -
kez tében l é t r e jövő kvázie lasz t ikus csúcsot az 
•Xvàzie.(Q, e ) =
 2 n h J e * (5 .12) 
képlet tel lehet leírni. 
Lá t juk , hogy míg a s p e k t r u m ruga lma t l an részét e l sőso rban a k r ( t ) szabja m e g , 
a kvázielaszt ikus csúcs a l ak jáé r t egyedül az ay(7)-ben összefogla l t fo lyadék-ef fek-
t u s o k felelősek. Ezér t szokás a fo lyadék -e f f ek tu sok vizsgála tá t a kvázie lasz t ikus 
csúcs mérésével végezni. 
F e n t e b b eml í te t tük , hogy a fo lyadék -e f f ek tusok v izsgá la tá ra megfelelően k i s 
Q ér tékeket kell választani . Ó v a t o s n a k kell l e n n ü n k a z o n b a n ezzel is. U g y a n ú g y , 
m i n t e lőbb, m o s t is nyi lvánvaló , hogy minél n a g y o b b a Q , a n n á l k isebb i dők d o -
m i n á l n a k (5.12)-ben. /<зс re fe l tevésünk é r t e lmében a kvázie lasz t ikus c súcs 
o>d 
e -Q 2 a t r ( - ) (5( e j -ba megy át . Q - t c sökken tve egyre n a g y o b b i d ő k j u t n a k szerephez , 
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egyre hosszabb időket „ l á t u n k " és meg je lennek a fo lyadékokra jellemző e f f e k t u s o k . 
Ezért m o n d t u k azt, hogy 0 - n a k kicsinynek kell lennie. A sztochaszt ikus f o l y a m a t o k 
elméletében azonban bebizonyí t ják , hogy n e m határolt mozgásná l e legendően nagy 
időkre 
< [ r ( 0 - r ( O ) ] 2 > T ~ 6 f ) í , (5.13) 
ezért nagy t-k re 
s e / 0 ^ Eh. (5.14) 
Innen azonban következik , hogy túl kis 0 - n á l , mikor a viszonyokat m á r dön-
tően a / 0 nagy idejű asz impto t iká ja befolyásol ja , a kvázielasztikus csúcs a l ak j a 
ugyano lyan lesz, min t sű rű gáz esetén v o l n a . Ebből v iszont legfeljebb a f o l y a d é k 
diffúziós á l landója h a t á r o z h a t ó meg. E szer int az opt imális Q értéknek e l egendően 
kicsinynek kell lenni ahhoz , hogy ne a kis ide jű kris tály-effektusokról és e l egendően 
nagynak kell lennie ahhoz , hogy ne a n a g y idejű viselkedést szolgáltató d i f fúz iós 
mozgásró l nye r jünk in formác ióka t . 
H o g y kb. mekko ra ez az optimális é r t ék , azt víz esetén a svéd Lar s son-csopor t 
méréseiből á l lap í tha t juk meg [14]. Ezek a k u t a t ó k a kvázielaszt ikus csúcs széles-
ségét h a t á r o z t á k meg Q 2 függvényében. Eredményeike t a 3. á b r a szemlélteti. 
3. ábra. A kvázielasztikus csúcs szélessége Q2 függvényében. 
Az egyenes vonal a diflfúzióelméleti eredmény 
A szaggatot t egyenes a diffúzió elmélet a lapján s zámol t eredményt t ü n t e t i fel. 
(£> = 1 ,85-10~ 5 cm2/sec). Lá t juk , hogy Q 2 s t 2 Â _ 2 - n é l k i sebb Q 2 -kre az e r e d m é n y e k 
megegyeznek a diffúzió-elméleti várakozássa l . Ennél k i s e b b Q 2 értékek ese tén a 
neu t ron t ehá t m á r di f fúziót „ l á t " . Az op t imá l i s Q 2 ér tékek Q 2 = 2Â~ 2 k ö r ü l helyez-
kednek el. (4.23) képle tből ekkor azt k a p j u k , hogy a h h o z , hogy a kvázie lasz t ikus 
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csúcsot i lyen kis Q-k me l l e t t termikus n e u t r o n o k k a l v i z sgá l juk , hozzáférhete t lenül 
kis szögekné l kellene m é r n i . Ezzel s zemben a neu t ronok ene rg iá j ának c sökken té -
sével te tszőlegesen nagy s z ö g e k mellett is e l é r h e t ő k a k ívánt Q 2 értékek. Ezér t je lent 
a f o l y a d é k o k vizsgálata s z e m p o n t j á b ó l n a g y előnyt a h i d e g neu t ronok haszná la t a . 
N e u t r o n s z ó r á s i k í sér le tekke l választ l ehe t adni a r r a a kérdésre is, hogy hol 
kezdődik a z a t a r tomány, a h o l a f t ) m á r lényegében dif fúzió-elmélet i a l a p o n szá-
molha tó . S a k a m o t o és c s o p o r t j a [18] a kvázie laszt ikus c s ú c s o t kimérve Four ie r -
t r a n s z f o r m á c i ó segítségével m e g h a t á r o z t a af{t)-t víz esetén. 
°cr(t)[â']-
10 
1,0-
0,01 0,1 1,0 te 
t( 10-12 sec) 
4. ábra. a/(t) alakja víz esetén. Az egyenes a diffúzióelméleti eredmény, (log-log skála) 
Az e g y e n e s vonal a d i f fúzió-e lméle t a l a p j á n van számí tva , a pontok az аД / ) - ге 
vona tkozó eredményeket t ü n t e t i k fel, m e l y e k e t a mérés a l a p j á n számol tak . Lá t j uk , 
hogy a f t ) , / = - 1 0 " 1 2 sec e s e t é n éri el a s z i m p t o t i k u s értékét. E z e k szerint az á l t a lunk 
vizsgált f o lyadék -e f f ek tusok a 10~13-tól 10" 1 2 sec - ig t e r j e d ő idő in te rva l lumban 
m u t a t k o z n a k . A fent m e g á l l a p í t o t t opt imál is Q érték é p p e n e t a r t o m á n y vizsgála tá t 
teszi l ehe tővé . 
Természe tesen a f o l y a d é k - t u l a j d o n s á g o k a t nemcsak n e u t r o n o k k a l lehet vizs-
gálni. E m l í t e t t ü k , hogy a f o l y a d é k o n t ö r t é n ő Rayle igh-szórás , illetőleg a rön tgen-
sugarak s z ó r á s á n a k ha táskeresz tmetsze te s z i n t é n az i smer te te t t korrelációs függvé-
nyekre v e z e t h e t ő vissza. A kvázie lasz t ikus c s ú c s r a jellemző energiacseréknél a z o n b a n 
látható f é n y r e Q 2 ^ 1 0 u c m " 2 adódik. A l á t h a t ó fény Ray le igh-szórásáná l tehá t 
túl kis Q - n á l dolgozunk. R ö n t g e n - s u g a r a k szórása esetén e l é rhe tő ugyan az opt i -
mális Q é r t é k , de itt a kis energ iacserék ( n é h á n y meV) mérése m e g o l d h a t a t l a n problé-
ma . A mag-mágnese s r e z o n a n c i a v izsgá la tokról is m e g m u t a t h a t ó , hogy segí tségük-
kel „túl messz i r e l á tunk" é s ily módon c s a k a diffúziós á l l a n d ó m e g h a t á r o z á s á r a 
h a s z n á l h a t ó a k . 
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6. Koherens szórás kristályon 
K o h e r e n s szórás a f é n y s z ó r á s e lmé le t ében rugalmas s z ó r á s t jelent , melyné l 
a különböző ' s z ó r ó c e n t r u m o k r ó l szórt f ény ampl i túdó i ö s s z e a d ó d n a k . A n e u t r o n -
fizikában — m i n t látni f o g j u k — szintén in t e r f e renc ia szó rás ró l v a n szó, ez a z o n b a n 
ál ta lában n e m rugalmas. L á t n i fog juk t o v á b b á , hogy a r u g a l m a s kohe rens szórás 
itt is s ze rkeze tmegha tá rozás ra szolgál, de r e n d k í v ü l i szerepe lesz éppen a r u g a l m a t l a n 
koherens s z ó r á s n a k . 
T u d j u k , h o g y 
F(Q, t) = 2 (t"'Qrv(t) e-'Q'fi •t 
kristály e s e t é n ebből 
F(Q, t) = 2 e - ^ f i T 
adódik. A s z o k á s o s módon ez így a lak í tha tó á t : 
£ ( Q , t) = e~Wí 2 ei<}1 
a i (0 =
 2 l A , z , ( 0 J + y < [z , (/) - z j 2 ) - <z f> 
A részletes számí tá s arra veze t , hogy 
tehát 
í 'Q • 4 x 1:2 {e -iql -ia- "'(««,« + ! ) + ««, 2 e i q l + • '} 
2** llh J e
 lh ' g-qhxm-xj-))^ 
. E 
A z exponenc iá l i s t so rbafe j tve 
5 ( 0 ) (Q, e) = e~2Wx <5(e) 2 e'QI 
Sw(Q,e) = e-2W*- — 2 2 écq-oi.l 
q,x I l 
(paô(e-hœqtX) e>0 
<peô(£ + hwqa) e < 0 
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Az A 2 e i Q I összeg jól ismert az optikai rácsok elméletéből, s t ruktúra f a k t o r n a k 
A ; 
nevezik. Világos, hogy Q-t ö ( 1 ) b 1 + ß ( 2 ) b 2 + ß ( 3 ) b 8 = Q a l akban a reciprok rács 
alapvektoraival kifejezve 
Q • 1 = 2тг 2 ô ( 0 h 
i 
adódik, tehát 
Az egyes összegeknek éles max imumuk van a ß ( i ) = 0 , 1 , . . . értékeknél, tehát azon 
helyeken, ahol Q = reciprokrács vektor. Pon tosabban belátható, hogy 
I v 0 T 
ahol vg az elemi cella térfogata. Az összegzés az összes т reciprokrács vektor sze-
rint történik. Ezzel azt kapjuk, hogy 
S(0)(Q, e) = e~2^A(Q)Ó(e) 
S<"(Q,£) = A (Q + q)[<5(e- kœt,Jq>a + ô (e + * © f i > J 
a, » 
Az első tag rugalmas szórást ír le, mely a Q = т reciprokrács vek to r értékeknél éles 
maximumokka l rendelkezik. Ez a szokásos Bragg-szórás. A maximumok mérése 
a kristályszerkezet kuta tásának eszköze. Segítségével feltérképezhető a reciprok-
rács. Minthogy a neutron hatáskeresztmetszet a szórási hosszak négyzetével és 
nem az elektronfelhő nagyságával arányos, a rugalmas t agon alapuló neu t ron-
szerkezet vizsgálat, szemben az ál talában pon tosabb röntgen szerkezetvizsgálatokkal, 
lehetővé teszi könnyű a tomok, továbbá közel egyenlő a tomsúlyú atomok helyzeté-
nek meghatározását . Mágneses szerkezetvizsgálatokra a neutrondiffrakció kizáró-
lagos eszköz. 
Nézzük most a második tagot . Áttérve a q szerinti integrálásra, kapjuk: 
S<«(Q, e) = e-2^ 2 <рЛ[е - Äw(Q, а)] + ipe ô [e + Поз (Q, а)] 
а 
Q = Q + т 
eszerint az 
£ = ±Äcu(Q, а) 
értéknél csúcsot kapunk £ függvényében rögzített Q mellett. 
Ez azt jelenti, hogy a hatáskeresztmetszet csak ott nem tűn ik el, ahol a neu t ron 
energia- és impulzus-nyeresége egy elnyelt vagy gerjesztett fononéva l egyezik meg : 
£ = ±hco(q, а) 
Q = q + x . 
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K i e m e l j ü k , hogy a m á s o d i k egyenlőség szer in t Q nem fe l té t lenül egyenlő q -va l , 
h a n e m rec ip rokrács vek to rny iva l k ü l ö n b ö z h e t i k tőle. (A f o n o n energiáját ez n e m 
érinti, m e r t az co(q, a) f üggvény а r ec ip rok rács v e k t o r o k b a n per iodikus . ) 
Ezér t n e m igazi impu lzus a f o n o n kváz i impulzusa . 
A f o n o n diszperziós r e l ác ió jának mérése ezután úgy tö r t én ik , hogy a d o t t 
Q mellet t mér ik a ha táskeresz tmetsze te t és a csúcsok a hozzá t a r tozó h m ( Q , a) 
(a = 1 , 2 , 3) helyeken j e l en tkeznek . A kr i s tá ly helyzetének ismeretében (ezt pl. 
d i f f rakc ióva l m á r e lőbb m e g h a t á r o z z á k ) az ekvienergikus fe lüle teket a Br i l lou in-
z ó n á b a n m á r be lehet je lö lni . 
M i n t h o g y a Br i l louin-zóna sugara á l t a l á b a n 1 Â - 1 k ö r ü l van, a d i szperz iós 
összefüggés felvételéhez Q 2 é r t éké t a (0, 1 Â ~ 2 ) t a r t o m á n y b a n kell t u d n u n k vá l toz -
ta tni . (4.23) segítségével n e m nehéz m e g m u t a t n i , hogy ez t e rmikus vagy h ideg 
n e u t r o n o k k a l könnyen e lvégezhe tő (egy f o n o n ger jesz tésekor az e n e r g i a á t a d á s 
0 és 1 0 - 2 e V közö t t vál tozik) . Ezzel s zemben in f ravörös f é n y esetében h i á b a vál-
t o z t a t j u k a szórás szögét Q m i n d i g túl kicsi m a r a d . Lá tha tó f ény t használva a Br i l louin-
zóna s u g a r á n a k ezred-, i n f r a v ö r ö s fényt h a s z n á l v a százezred részénél nem t u d u n k 
t o v á b b ju tn i . A r ö n t g e n s u g a r a k n á l fel lépő nehézségekről m á r beszéltünk. 
7. Neutronszórás molekulán 
A z edd ig felvetett s z e m p o n t o k a l a p j á n a moleku lán t ö r t é n ő szórásról csak 
néhány szót szólunk. 
L á t t u k , hogy a n e u t r o n szóráskísér le tek fö lénye más vizsgála t i módszerek felet t 
a b b a n áll, hogy a lassú és h ideg n e u t r o n o k k a l lefedhető Q t a r t o m á n y é p p e n az, 
melyre az a t o m i d inamika k u t a t á s a s z e m p o n t j á b ó l szükség v a n . Mivel m o s t a n á i g 
m a k r o s z k o p i k u s ta rge tekrő l vol t szó, t e rmésze tesen nem kel le t t t ö r ő d n ü n k azzal , 
hogy mi lyen hatással van a szórási képre a ta rge tnek , m i n t egésznek m o z g á s a és 
v isszalökődése . A helyzet megvá l toz ik , ha ideális gáz m o l e k u l á i n való szórás t vizs-
gá lunk . A részletes vizsgálat m e g m u t a t j a , h o g y a szórási k é p n e k a m o l e k u l a hő -
mozgása és v isszalökődése köve tkez tében e lőá l ló to rzu lása növekvő ^ — -el nő. 
(It t M a moleku la tömege) . Ezér t , ha m i k r o s z k o p i k u s t a r g e t e t (molekula ) vizs-
gá lunk , célszerű Q 2 - t miné l k i sebbnek vá lasz tan i . Ez a k ö r ü l m é n y d ö n t ő fö l ény t 
biztosít az i n f r a v ö r ö s és R a m a n - s p e k t r o s z k ó p i á n a k a molekula rezgések k u t a t á s á -
ban. A n e u t r o n s p e k t r o s z k ó p i a i módszerek csak akkor ke rü lhe tnek e lő t é rbe , ha 
a vizsgált mo leku la e l egendően nagy. A szabad moleku la n e u t r o n ha t á ske re sz t -
metszete ily m ó d o n n e m f u n d a m e n t á l i s , h a n e m reaktorf iz ikai s zempon tbó l j e l en tős . 
A helyzet természetesen megvál toz ik , h a nem szabad , h a n e m pl. k r i s t á l y b a n 
kö tö t t m o l e k u l á k o n való szórás ró l van szó. A z ilyen m o l e k u l á k szabad , illetve 
a k a d á l y o z o t t fo rgása e rősen befo lyáso l ja a szórás i képet. E z m ó d o t nyúj t a kr is-
t á lyban és f o l y a d é k b a n v é g b e m e n ő fo rgás te rmészetének vizsgála tára . A z u t ó b b i 
időben s o k a n végeztek ilyen v izsgá la toka t [19], [20]. Az ezzel kapcsola tos e lmélet i 
ké rdésekre je len ös sze fog la l á sunkban n e m t é r ü n k ki. 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
A NEMRELATIVISZTIKUS KVANTUMMECHANIKA 
FELÉPÍTÉSE A TÉRIDŐBEN* 
R. P. FEYNMAN 
A nemrelativisztikus kvantummechanikának a szokásostól eltérő megfogal-
mazását adjuk meg itt. Az mindazonáltal matematikailag ekvivalens a szokásos 
megfogalmazással. A kvantummechanikában valamely esemény valószínűségét, 
amely több különféle módon következhet be, egy komplex összeg abszolútérték-
négyzete alakjában nyerjük; ezen összeg egyes tagjai a megvalósulás különböző 
alternatív lehetőségeinek felelnek meg. Annak valószínűsége, hogy azt találjuk: 
a részecske x(t) pályája a téridő valamely adott tartományában fekszik, az ezen 
tartományba eső egyes pályák járulékaiból képezett összeg abszolútérték-négyzete. 
Az egyes pályák járuléka — ezt posztuláljuk — egy-egy exponenciális kifejezés, 
melynek (képzetes) fázisa (egységnek h-t választva) a szóban forgó pályához tar-
tozó klasszikus hatás. A múltból kiinduló, az x, t téridő-pontba érkező pályáktól 
származó teljes járulék a i//(x, t) hullámfüggvényt adja meg. Megmutatjuk, hogy 
ez eleget tesz a Schrödinger-egyenletnek. Tárgyaljuk a mátrix- és operátor-algebrá-
val fennálló kapcsolatot. Utalunk egyes alkalmazásokra, így a tér oszcillációit leíró 
koordináták kiküszöbölésére a kvantumelektrodinamika egyenleteiből. 
1. Bevezetés 
Érdekes tö r téne t i tény, h o g y a modern k v a n t u m m e c h a n i k a kezdeté t két m e r ő -
b e n k ü l ö n b ö z ő ma tema t ika i megfoga lmazás k é p e z i : Schrödinger d i f ferenciá legyen-
lete és Heisenberg má t r i x - a lgeb rá j a . A k v a n t u m m e c h a n i k a e két , lá tszat ra oly 
e l té rő felépítése m a t e m a t i k a i l a g egyenér tékűnek b izonyul t . E ké t nézőpon t , me lyek 
egymást kiegészí t ik, végül is Dirac t r ansz fo rmác ió -e lmé le tében j u t o t t el a sz inté-
zishez. 
Az, ami t e b b e n a d o l g o z a t b a n i smer te tünk , lényegében egy h a r m a d i k m e g -
foga lmazása a nemre la t iv i sz t ikus kvan tume lmé le tnek . E m e g f o g a l m a z á s r a az ösz-
tönzés t Dirac [1, 2] egyes megjegyzése i szo lgá l ta t t ák , melyeket a k lassz ikus h a t á s [3] 
és a k v a n t u m m e c h a n i k a v i szonyá ró l tett. A részecskének az i d ő függvényekén t 
m e g a d o t t egész m o z g á s á h o z r e n d e l ü n k valószínűségi a m p l i t ú d ó t , nem pedig egy-
szerűen a részecske ado t t i d ő p o n t b a n elfoglalt helyzetéhez. 
Ez a m e g f o g a l m a z á s a szokásos m e g f o g a l m a z á s o k k a l ma tema t ika i l ag ekvi-
valens. A l a p v e t ő e n ú j e r e d m é n y e k e t nem k a p u n k t ehá t . Ö r ö m e t o k o z a z o n b a n , hogy 
a régi do lgoka t ú j szemszögből szemlélhet jük. V a n n a k ezen kívül p r o b l é m á k , me lyek 
esetében az ú j n é z ő p o n t h a t á r o z o t t előnnyel j á r . H a pl. két rendszer , A és В kö l c sön -
h a t á s b a n áll, ezek egyikének, m o n d j u k 5 - n e k k o o r d i n á t á i t k i k ü s z ö b ö l h e t j ü k az 
A mozgásá t l e í ró egyenle tekből . A kö l c sönha t á s t 5 -ve l az A m o z g á s á h o z rende l t 
valószínűségi a m p l i t ú d ó k é p l e t é b e n fellépő v á l t o z á s reprezentá l ja . Ez a n a l ó g i á b a n 
ál l a k lasszikus e lméletben u r a l k o d ó v i szonyokka l , ahol 5 h a t á s á t reprezen tá l -
* Rev. Mod. Phys. 20, 367, 1948. 
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hatjuk az A rendszer mozgásegyenletén eszközölt változtatással (mely a b b a n áll, 
hogy bevezetjük az A-ra ha tó erőket). Ily módon az elektromágneses tér transz-
verzális oszcillátorait, ugyanúgy mint a longitudinális oszcillátorokat, kiküszöbölhet-
jük a kvantumelekt rodinamika egyenleteiből. 
Ezen felül mindig meg van arra a remény , hogy az ú j nézőpont ösztönzéssel 
szolgál majd új elgondolások születéséhez, melyek a jelenlegi elméletek módosí tásá t 
célozzák. Ilyen módosí tásokra szükség van ahhoz , hogy az elmélet érvénye a leg-
újabb kísérletekre is kiterjedjen. 
Először a kvantummechanikai valószínűségi ampl i túdók szuperpozíciójának 
általános fogalmát tárgyaljuk. Majd megmuta t juk , miképpen lehet ezt a fogalmat 
közvetlenül kiterjeszteni oly módon, hogy valószínűségi ampl i túdót definiálhassunk 
bármily mozgásra (világvonalra) a té r időben. A közönséges kvantummechanika, 
mint megmuta t juk , azon posztulátumból adódik, amely szerint e valószínűségi 
amplitúdó fázisa arányos az adott világvonalra vonatkozó, klasszikusan meghatá-
rozott hatással . Ez akkor igaz, ha a hatás a sebesség kvadrat ikus függvényének idő 
szerint képezett i ntegrálja. Tárgyalását a d j u k a mátr ix-és operátor-algebrával fenn-
álló kapcsola tnak, a lehető legszorosabban ragaszkodva az új megfogalmazás 
nyelvezetéhez. Gyakorlati előnyt ez nem jelent , de a képletek igen szuggesztívek, 
ha a hatásfunkcionálok t ágabb osztályára k i te r jedő általánosítást tartjuk szem előtt. 
Végül a megfogalmazás alkalmazásait tá rgyal juk . Speciális példaképpen megmuta t juk , 
miként küszöbölhetők ki egy harmonikus oszcillátor koordinátá i valamely rend-
szer mozgásegyenleteiből, mellyel az kölcsönhatásban áll. Ezt közvetlenül fel-
használhat juk a kvantumelekt rodinamikában való a lkalmazás céljára. Tárgyal juk 
megfogalmazásunknak a spin- és relativisztikus effektusokat felölelő formális 
kiterjesztését. 
2. Valószínűségi amplitúdók szuperpozíciója 
Az ismertetni kívánt megfogalmazás mint lényeges gondolatot m a g á b a n fog-
lalja az idő valamely adot t függvénye segítségével teljes mértékben meghatározot t 
mozgásnak megfelelő valószínűségi a m p l i t ú d ó fogalmát. Éppen ezért érdemes 
részleteiben át tekintenünk a valószínűségi ampli túdók szuperpozíciójának fogalmát 
a kvantummechanikában. Megvizsgáljuk a fizikai nézőpont azon lényeges válto-
zásait, amelyeket a klasszikus fizikáról a kvantumfizikára való áttérés követel meg. 
Vegyünk szemügyre ebből a célból egy gondolatkísérletet, mely h á r o m egy-
mást köve tő mérést foglal magában; e lőször mérjük meg az A mennyiséget, azután 
B-t, végül C-t. Nem feltétlenül szükséges, hogy három különböző mennyiséget 
mérjünk meg; teljesen megfelel, ha pl. h á r o m szukcesszív helymérést t a r t u n k szem 
előtt. Legyen a az A mérés egyik lehetséges eredménye, b és с pedig jelölje B, ill. С 
egy-egy lehetséges eredményét [4]. Feltesszük, hogy A, В és С olyan t ípusú mérések, 
amelyek az állapotot a kvan tummechanikában teljesen meghatározzák. így pl. 
feltesszük, hogy az állapot, melyben В é r téke ú-vel egyenlő, nem elfajult. 
Jól ismert, hogy a kvantummechanika valószínűségekkel foglalkozik; ez a 
megállapítás azonban természetesen ko rán t sem fest teljes képet. Annak érdekében, 
hogy vi lágosabban jut tassuk kifejezésre a klasszikus és a kvantumelmélet között 
fennálló viszonyt, mondha tnánk , hogy a klasszikus elméletben is valószínűségekkel 
van dolgunk, e valószínűségek azonban m i n d a zérus vagy az egy értéket veszik fel. 
Ennél megfelelőbb példa, ha a klasszikus esetben a klasszikus statisztikus mecha-
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nika értelmében vett valószínűségeket t a r tunk szem eló'tt (mikor is esetleg egyes 
belső koord iná ták nincsenek teljesen meghatározva). 
Jelentse Pab annak valószínűségét, hogy amennyiben az A mérés az a ered-
ményt adta, а В mérés a b e redményt szolgáltassa. Hasonlóképpen Pbc annak a való-
színűsége, hogy ha а В mérés a b eredményt adta , а С mérés а с eredményre ve-
zessen. Legyen továbbá Pac a n n a k valószínűsége, hogy amennyiben A az a eredményt 
szolgáltatta, а С mérés а с eredményt adja. Végezetül P a b c legyen mindhárom ese-
ménynek megfelelő valószínűség, azaz legyen annak valószínűsége, hogy amennyi-
ben A az a eredményt adta, В pedig b-t, végül С а с e redményre vezessen. H a az 
a és b közé eső események függetlenek a b és с közé eső eseményektől, úgy 
F abc = Pab Pbc ' 0) 
A kvantummechanika szerint ez akkor igaz, ha a megállapítás, miszerint В ered-
ménye b, az ál lapotot teljesen meghatározza. 
Minden esetre azt vár juk , hogy fennálljon a 
F ас 2 Fabc (2) b 
reláció; mégpedig azért, mert ha a kezdetben elvégzett A mérés a-t adja és később 
azt találjuk, hogy a rendszeren elvégzett С mérés eredménye c, úgy kell, hogy 
az A és С közé eső időben В valamilyen ér tékkel rendelkezzék. Annak a való-
színűsége, hogy ez az érték b legyen, Pabc-ve\ egyenlő. A b-t illető, egymást ki-
záró lehetőségekre összegezünk vagy integrálunk (ezt ] ? b jelzi). 
A klasszikus és a kvantumfizika között fennál ló lényeges különbség a (2) egyen-
letben rejlik. A klasszikus elméletben az mindig igaz. A kvan tummechan ikában 
gyakran nem teljesül. Annak kvantummechanikai valószínűségét, hogy az а ered-
ményt szolgáltató A mérés u t á n а С mérés а с eredményt szolgáltassa, jelölje Pqac. 
A (2) egyenletet a kvantummechanikában a következő figyelemre méltó törvény 
helyettesíti [5]: Léteznek bizonyos ср
аЬ
, (р
Ьс
, cpac komplex számok, melyekre 
fennáll 
Pab=Wab\\ Pbc=Wbc\2 ŐS Pf = WJ2', (3) 
az (1) és (2) kombinálásával nyer t 
Рас — 2 Pab Pbc (4) 
b 
klasszikus törvény helyét 
£Рас = 2 (Pab (Pbc (5) b 
foglalja el. 
Ha (5) helytálló, (4) rendszerint nem áll f enn . A (4) levezetése során elkövetett 
logikai hiba természetesen a n n a k feltételezésében állott, hogy az a és с mérések 
között а rendszer szükségképpen olyan feltételek között végzi mozgását, amelyek 
mellett В mindenkor valamely határozott b ér tékkel rendelkezik. 
Ha megkíséreljük, hogy e r rő l meggyőződjünk, azaz ha az A és а С kísérletek 
között elvégezzük а В mérést, úgy a (4) képlet ténylegesen fennáll . Pontosabban, 
ha felállítunk egy berendezést, melyet В mérésére használunk, de a mérés eredmé-
nyét nem használ juk fel a b b a n az értelemben, hogy csak A és С korrelációját re-
gisztráljuk és vet jük vizsgálatnak alá, úgy (4) helytálló. Ez azér t van így, mer t а В 
8 F iz ika i F o l y ó i r a t X I V / 6 
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mérőeszköz elvégezte f e l a d a t á t ; ha k í v á n j u k , bá rmikor , l eo lvasha t juk a műsze r t 
anélkül , h o g y a v i szonyoka t b á r m i k é p p e n megzava rnánk . A z a és с e r e d m é n y t 
szolgál ta tó kísérletek e n n é l f o g v a c s o p o r t o k b a oszthatók b é r tékének megfe le lően . 
H a a valószínűséget a gyakor iság szemszögéből szemlé l jük , (4) egyszerűen 
azon megá l l ap í t á sbó l köve tkez ik , hogy m i n d e n kísérletben, m e l y az а, с e r e d m é n y e -
ket szo lgá l t a t t a , В va lamely értékkel rende lkeze t t . Egyet len m ó d van a r r a , hogy 
(4) é rvény te len legyen; nevezetesen ha a k i je lentés : „ B v a l a m e l y ér tékkel rende l -
kezik" n é m e l y esetben é r t e lmé t veszti. M i n t h o g y (5) csak a b b a n az esetben fog l a l j a el 
(4) helyét, h a В mérését n e m kíséreljük m e g , az t m o n d h a t j u k : a kijelentés, mi sze r in t 
„ B va l ame ly értékkel r ende lkez ik" , é r t e lmé t veszítheti, v a l a h á n y s z o r n e m kísérel-
jük meg В mérését [6]. 
Esze r in t a t tó l függően , megkísére l jük-e В mérését vagy sem, a és с ko r re l ác ió -
já ra k ü l ö n b ö z ő e redményeke t nyerünk, nevezetesen a (4) vagy az (5) egyenle te t . 
Bármily finom módszerre l kísérel jük is m e g В mérésé t , k í sé r le tünknek meg 
kell z a v a r n i a a rendszert , legalább is o ly mér tékben, h o g y az (5)-tel m e g a d o t t 
e r edmények helyett a (4)-ből köve tkező e r e d m é n y e k a d ó d j a n a k [7]. Azt , h o g y a mé-
rések v a l ó b a n a szükséges z a v a r á s t e r edményez ik , és azt, h o g y — lényegében véve — 
a (4) ös sze függés nem-he ly tá l lónak b i z o n y u l h a t , elsőízben Heisenberg m o n d o t t a 
ki a ha t á roza t l anság i e lvben . A z (5) t ö r v é n y részint Schrödinger e r edménye ibő l , 
valamint a Born és Jordan á l t a l megado t t s ta t isz t ikus é r te lmezésből , és Dirac t ransz-
formáció-e lméle téből köve tkez ik [8]. 
Az (5) egyenlet je l legzetes kifejezője a z anyag hu l l ámte rmésze tének . Eszer in t 
annak va lósz ínűsége , hogy az t t a lá l juk : a részecske a-ból c - b e j u t t ö b b k ü l ö n b ö z ő 
ú ton (b é r t é k e n ) át, b i z o n y o s komplex mennyiségek abszo lú té r t ék-négyze te a lak-
j ában n y e r j ü k , hol m i n d e n egyes lehetséges ú t n a k megfelel egy-egy ilyen k o m p l e x 
mennyiség. A valószínűség jellegzetes in ter ferencia- je lenségeket m u t a t h a t , ami lyenek 
rendszer in t hu l l ámokka l k a p c s o l a t b a n j e l en tkeznek , me lyek in tenzi tását a k ü l ö n -
böző f o r r á s o k b ó l eredő j á r u l é k o k négyzetösszege adja m e g . A z e lek t ron h u l l á m -
ként v i se lked ik , m o n d h a t n i [vö. (5)], m i n d a d d i g , amíg n e m t e szünk kísér letet a r ra , 
hogy részecske-vol táról m e g g y ő z ő d j ü n k ; h a ezt megtesszük, (4) lesz é rvényes , és 
az e l e k t r o n részecskeként viselkedik. 
Ez te rmésze tesen m i n d j ó l ismert . A m ú l t b a n mindezt s o k s z o r kife j te t ték m á r [9]. 
M i n d a z o n á l t a l érdemes hangsú lyozn i az t , h o g y ez mind közve t l en k ö v e t k e z m é n y e 
(5)-nek; a k v a n t u m m e c h a n i k a á l ta lam m e g a d o t t m e g f o g a l m a z á s á n a k ugyan i s 
lényegében véve (5) képezi az a lapját . 
A (4) és (5) képletek á l ta lános í tása t ö b b mérés, m o n d j u k A, B, C, D, ..., К 
esetére t e rmésze tesen a k ö v e t k e z ő : a n n a k valószínűségét , h o g y az a,b,c,d, ...,k 
sorozat a d ó d j é k , 
Fabcd...k — IVabcd...ki-
szolgáltatja. A n n a k valószínűsége, hogy pl. a z а, с, к e r e d m é n y adód jék , h a a b, d ... 
mennyiségeke t megmér jük , a 
Fack — 2 2 ••• Fabcd...k (6) b d 
klasszikus kifejezés. Ezzel szemben u g y a n e z e n а, с, к e r e d m é n y s o r o z a t v a l ó s z í n ű -
sége, ha A és C, valamint С és К közöt t n e m végzünk mérés t , 
PU=\2 2 -<Pabcd...k\2- (?) b d 
174 
A NEMRELATIVISZTIKUS K V A N T U M M E C H A N I K A FELÉPÍTÉSE A T É R I D Ő B E N 5 9 9 
A (pabcd...k mennyiséget nevezhetjük az A=a, B = b, C = c, D = d, ..., K = k mérési 
eredményhez rendelt valószínűségi ampl i túdónak. (Természetesen ezt kifejezhetjük 
a
 <Pab<Pbc<Pcd---<Pjk szorzat a lakjában) . 
3. Aclott világvonalhoz tartozó valószínűségi amplitúdó a téridőben 
Az előző szakasz fizikai gondolatai kézenfekvő módon ál talánosí thatók, vala-
mely jól meghatározot t világvonalnak megfelelő valószínűségi ampli túdót értel-
mezve a tér időben. Ezt az egydimenziós p rob léma esetére szorítkozva fog juk ki-
fejteni, min thogy az általánosítás több dimenzióra nyilvánvaló. 
Tegyük fel, hogy az adot t részecske koord iná tá ja különféle értékeket vehet fel. 
Gondol juk el, hogy egymást követően nagyszámú helymérést végeztünk el; ezeket 
válassza el egymástól a kicsiny e időköz. A mérések A, B, C, ... sorozatának sze-
repét betöltheti az x koordináta tx,t2,t3, ... időpontokban elvégzett méréseinek 
sorozata, aho l г1 + 1 = ? ,+в. Jelölje a t ; i dőpon tban elvégzett koordinátamérés ered-
ményét Xj. Eszerint, ha A jelöli x mérését a tx időpontban, úgy xx az, amit ko rábban 
a-val jelöltünk. Klasszikus szemszögből tekintve a koordináta szukcesszív x x , x 2 , x3 , . . . 
értékei gyakorlati lag egy x ( í ) pályát definiálnak. Azt tervezzük, hogy végül az e—0 
határátmenetet végezzük el. 
Egy ilyen pálya valószínűsége az x x , x 2 , . . . , x ; , ... koordináták függvénye: 
P ( . . . x ( , x i + 1 . . . ) . Annak valószínűsége, hogy a pálya a tér-idő valamely R t a r to-
mányában f eküd jön , klasszikusan P-nek P- re kiterjesztett integrálásával nyerhető. 
Eszerint annak valószínűségét, hogy x, az a ; és a bb x ( + 1 az ai+1 és a bi+1 h a t á r o k 
között fekszik s.í.t. 
b, b, + l 
•••/ I — P ( — X i , x t + 1 , ...)... dx,dxi+1...= 
a, <4 +1 
= ... j P ( . . . x ; , x i + 1 , . . . ) . . . dx-,dxi+1... 
R 
adja meg; az J jel azt jelenti, hogy az integrálást a változók azon értékeire kell 
R 
kiterjeszteni, amelyek az R t a r tományban fekszenek. Ez egyszerűen a (6) egyenlet, 
ahol a, b, ... helyét x x , x 2 , . . . foglalta el, az összegezés helyére pedig integrálás 
lépett. 
A kvantummechanikában ez abban az esetben a helyes képlet, amikor is az 
x x , x 2 , . . . , x,-, . . . változókat ténylegesen megmér tük , majd kiválasztottuk azokat 
a pályákat, amelyek P-ben fekszenek. Azt vá r juk , hogy más eredmény adódnék , 
ha nem végeztünk volna el ilyen részletes mérést . Tegyük fel, hogy olyan mérést 
végzünk, mely csupán annak megállapítására alkalmas, hogy a pálya valahol P - e n 
belül fekszik. 
Ez az a mérés, amelyet „ideális mérés"-nek nevezhetünk. Feltesszük, hogy e 
mérésből tovább i részletek nem tudhatók meg a rendszer újabb megzavarása nélkül. 
N e m sikerült erre precíz definíciót találnom. Ar ra törekszünk, hogy elkerüljük 
külön bizonytalanságok felléptét, melyekre azu t án átlagolni kell abban az esetben, 
h a pl. több a d a t mérését végeznénk el, de az eredményt nem használnánk fel. A z 
(5), ill. (7) összefüggést kívánjuk használni minden x r r e ; a (4) mintájú összegek 
felléptét el a k a r j u k kerülni. 
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Várakozásunk szerint annak valószínűsége, hogy a részecskét „ideális méré-
sünk" segítségével ténylegesen az R t a r tományban talál juk, abszolútérték-négyzete 
lesz valamely komplex s z á m n a k : |(p(F)[2. A cp(R) számot, melyet az R t a r tomány-
hoz ta r tozó valószínűségi ampl i túdónak nevezhetünk, (7) a d j a meg, ha abban a, b, ... 
helyére az x,, xi+1, ... koordinátákat í r juk , az összegezést pedig integrálással he-
lyettesítjük : 
q>(R) = l im / Ф( . . .х ; , xi + 1 ...) ... dxtdxi+1 ... . (9) 
А Ф(.. .Х;, xi+1...) komplex szám a pályát meghatározó x ; változók függvénye. 
Ténylegesen úgy gondoljuk, hogy az e idó'köz zérushoz ta r t , úgyhogy Ф ily módon 
az egész x(t) pályától függ, s nem csupán az egyes időpon tokhoz tartozó х
г
= х ( / ; ) 
értékektől. Nevezhetjük Ф-t az x(t) pályák valószínűségi ampl i túdó-funkcionál jának. 
Ezeket az elgondolásokat összegezve kimondhat juk első posz tu lá tumunkat : 
I. Ha ideális mérést végzünk annak megállapítására, vajon a részecske pályája 
adott téridő-tartományban fekszik-e, úgy a pozitív eredmény valószínűsége bizonyos 
komplex járulékok összegének abszolútért ék-négyzete', az adott tartományban 
minden egyes pályának egy-egy ilyen járulék felel meg. 
A posztulátum megfogalmazása nem teljes. Nem egyértelmű, mit je lent az, 
hogy az összegben „minden egyes" pá lyának egy-egy tag felel meg. A szabatos értel-
mezés, melyet (9) ad meg, a következő: A pályát először csupán az х
г
 helyzetek 
segítségével adjuk meg, melyeken az az egyenlő közökkel elválasztott í ; időpontok-
ban á tha lad (ti = ti^1+s) [10]. Ekkor az F-be eső koordináta-értékek mindegyiké-
hez egyenlő súly tartozik. A súly tényleges értéke függ e-tól és oly m ó d o n választ-
ható, hogy a bizonyos esemény valószínűsége egyre n o r m á l t legyen. Meglehet, 
hogy n e m a legjobb ily m ó d o n eljárni, e súlyfaktort a z o n b a n második posztulá-
t umunkban benne hagytuk egy arányossági tényezőben. A z e— 0 határá tmenete t 
a számítás végén kell elvégeznünk. 
Ha a rendszer több szabadsági fokú , a koordinátatér többdimenziós, úgyhogy 
к szabadsági fokú rendszer esetén az x szimbólum a koord iná t ák (x(1), x(2>, . . . , x№)) 
sorozatát jelenti. A pálya az egymást köve tő időpontokhoz tartozó helyzetek soro-
zata, és X; vagy ( x P , x]2), . . . , x p ) , azaz az egyes t i i dőpon tokhoz tartozó к koord iná ta 
mindegyikének értékét megadva jellemezhető. A dx, szimbólum megállapodás-
szerűen а к dimenziós konfigurációs tér térfogatelemét je löl i (a ti időben). A posz-
tu lá tumok kijelentései függetlenek a használ t koordinátarendszertől. 
A posztulátum arra szorítkozik, hogy a helymérések eredményeit definiálja. 
Nem m o n d j a meg, miképpen definiálható pl. az impulzusmérés eredménye. Ez 
azonban valójában nem jelent korlátozást , minthogy e lvben valamely részecske 
impulzusának mérése elvégezhető más részecskéken (pl. mérőműszereken) elvég-
zett helymérés útján. Elemezve ezen impulzusmérés cé l jából elvégzett kísérletet, 
ismereteket szerezhetünk az első részecskére vonatkozóan. 
4. Adott pályához tartozó valószínűségi amplitúdó kiszámítása 
Az első posztulátum előírja a kvantummechanika k í v á n t a matematikai keretet 
a valószínűségek kiszámítására. A másod ik posztulátum sajátos ta r ta lommal tölti 
meg e keretet, előírva, miként számíthat juk ki a fon tos Ф mennyiséget az egyes 
pályák esetében. 
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II. Az egyes pályák járuléka abszolútértékben egyenlő, járulékaik fázisát azon-
ban a klasszikus hatás adja meg (h-t egységül választva); vagy más szóval: a Lag-
range-függvénynek a pálya mentén képezett időintegrálja. 
Ez azt jelenti, hogy az a d o t t x(/) pálya Ф[х(0] járuléka a rányos exp (i/h)S[x(t)]-
vel, ahol az S [ x ( 0 ] = J L(x(t), x(t)) dt hatás a klasszikus L(x, x) Lagrange-függvény-
nek a szóbanforgó pályára vonatkozóan képezett időintegrálja. A Lagrange-függvény, 
mely explicite is függhet az időtől, függvénye a helynek és sebességnek. H a fel-
tesszük, hogy L(x, x) a sebességek kvadrat ikus függvénye, kimutathat juk az itt 
megadott posztulátumok, valamint a kvantummechanika szokásos megfogalma-
zásának matematikai ekvivalenciáját. 
Az első posztulátum értelmezése céljából elegendő volt a pályát csupán azon 
X; pontok sorozata segítségével megadni, amelyeken a pálya a szukcesszív idő-
pontokban áthaladt . Az S= jE(x, X) dt ha tás kiszámításához a pálya minden pon t -
ját ismernünk kell, nem csupán az egyes xt pon toka t . Feltesszük, hogy az x(t) függ-
vény a tt és ti + 1 időpontokkal határolt közben az L Lagrange-függvénynek meg-
felelő azon klasszikus részecskepályával egyezik meg, amely a t{ időpontban x r b ő l 
kiindulva x i + 1 - e t í,+i"ben éri el. Ez a feltevés ahhoz szükséges, hogy a második 
posztulátumot diszkontinuus pálya esetére értelmezhessük. А Ф(... x ; , x i + 1 . . .) 
mennyiség, ha úgy tetszik (e különböző értékei mellett), normálha tó , úgyhogy a bi-
zonyos esemény valószínűségére e—0 esetén egy adódjék. 
Mindaddig , amíg L n e m tartalmazza a helykoordináta elsőnél magasabb rendű 
időderiváltjait, a hatásintegrál kiszámítása so rán a sebességek hirtelen megváltozása 
a ti időpontokban nem okoz nehézséget. Azonkívül hacsak L- re nem írjuk elő ezt a 
korlátozást, a végpontok megadása á l ta lában nem elégséges a klasszikus pálya 
meghatározására. Minthogy a klasszikus pá lya tulajdonsága, hogy a hatást mini-
málissá teszi, í rhat juk: 
S = Z S(xi+1, Xi), (10) 
i 
ahol 
(i + i 
,S(xi + 1 , X.) = min f L(x(t), x ( 0 ) dt. (11) 
t, 
Ezt az í rásmódot használva, mindössze anny iban kell a klasszikus mechanikára 
hivatkoznunk, hogy az szolgáltat ja számunkra a Lagrange-függvényt. Ténylegesen 
megtehetnénk azt is, hogy a második posztulátumot egyszerűen így fogalmazzuk 
meg: „Ф exponenciális kifejezése egy valós függvény/-szeres időintegrál jának; e va-
lós függvény x(í)-től ésx( / ) - tő l függ". A klasszikus mozgásegyenletek azután makrosz-
kopikus határesetként nyerhe tők . Megmutatható , hogy x és x mondott függvénye 
állandó tényezőtől eltekintve a klasszikus Lagrange-függvény. 
Valójában a (10)-ben szereplő összeg — még véges e-ra is — végtelen és így 
nincs értelme (ennek oka, hogy a teljes végtelen időtengelyre terjeszkedtünk ki). 
Ez a posztulátumok további fogyatkozását tükrözi vissza. Az időtengely véges, 
de tetszőleges hosszúságú szakaszára kell ezért szorítkoznunk. 
A két posztulátumot kombinálva és a (10) egyenletet felhasználva k a p j u k : 
<p(R) = lim f exp [ ' - 2 S(xi + 1, x,)l ... ^ f - 5 0 2 ) 
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itt a n o r m á l á s i tényezőt m i n d e n egyes i d ő p o n t n a k megfe le lően egy-egy 1 /А f a k -
tor ra b o n t o t t u k fel (ennek ér tékét röv idesen megha tá rozzuk) . Az in tegrác ió az 
R t a r t o m á n y b a n fekvő x f , x i + 1 , . . . é r t é k e k r e te r jesz tendő ki. Ez az egyenlet , 
+ 1 , X;)-nek (11) alatt m e g a d o t t def in íc ió ja , és a fizikai ér te lmezés , mely szer in t 
\<p(R)\2 a n n a k valószínűsége, hogy a részecské t /?-ben t a l á l j uk meg, teljessé teszi 
a k v a n t u m m e c h a n i k a á l t a l u n k javasol t m e g f o g a l m a z á s á t . 
5. A hullámfüggvény definíciója 
Most r á t é r ü n k arra , h o g y m e g m u t a s s u k e p o s z t u l á t u m o k és a k v a n t u m m e c h a -
nika s z o k á s o s m e g f o g a l m a z á s á n a k egyenér tékűségét . Ezt két lépésben tesszük meg. 
A jelen s z a k a s z b a n m e g m u t a t j u k , m i k é p p e n def iniá lható a hu l l ámfüggvény az 
új n é z ő p o n t mellett . A k ö v e t k e z ő s z a k a s z b a n m e g m u t a t j u k , hogy ez a f ü g g v é n y 
eleget tesz Schrödinger d i f ferenciá legyenle tének (hul lámegyenle tének) . 
Látni f o g j u k , hogy a (10) tu la jdonság , m e l y szerint S összeg és így Ф szorza t 
a lak jában f e j e z h e t ő ki ( a h o l az egyes t a g o k , ill. t ényezők a pá lya egymás t kö-
vető s z a k a s z a i n a k já ru léka i ) , vezet el a hu l l ámfüggvény tu la jdonsága iva l rende l -
kező m e n n y i s é g bevezetésének lehetőségéhez. 
A b b ó l a célból , hogy ezt világossá t e g y ü k , gondo l juk el, h o g y kiválasztva vala-
mely t időt , az R t a r t o m á n y t (12)-ben r é szek re oszt juk, / -hez képes t m ú l t r a és j ö -
vőre. Az R t a r t o m á n y t g o n d o l a t b a n a k ö v e t k e z ő részekre o s z t j u k : {a) az R' t a r t o -
mányra , m e l y n e k térbeli k i ter jedése te tszőleges m ó d o n k o r l á t o z o t t lehet , a m e l y 
azonban az i d ő b e n teljes egészében előtte f eksz ik valamely t' i d ő p o n t n a k : t<t'; 
(b) az R" t a r t o m á n y r a , m e l y n e k kiterjedését a t é rben bármily m ó d o n k o r l á t o z h a t j u k , 
amely a z o n b a n teljes egészében nél k é s ő b b helyezkedik e l : t" (с) a t' és t" 
között f e k v ő t a r t o m á n y r a , ho l kor lá tozás né lkü l felléphet az x k o o r d i n á t a m i n d e n 
értéke; ez t e h á t t' és t" k ö z ö t t az egész t é r i d ő t felöleli. A (c) t a r t o m á n y r a n incs 
feltétlenül szükség . Időben oly szűknek vá l a sz tha t juk , a m i l y e n n e k csak a k a r j u k . 
Célszerű a z o n b a n megengedni , hogy t kissé vá l tozhasson ané lkü l , hogy ezzel együ t t 
R'-t és R"-1 ú j r a kellene def in iá lnunk. E k k o r \cp(R', R")|2 a n n a k va lósz ínűsége , 
hogy a p á l y a R'-be és R"-be essék. M i n t h o g y R' az időben tel jes egészében k o r á b b a n 
helyezkedik el, mint R", t-t t ek in tve je lennek , m o n d h a t j u k : ez a n n a k valószínűsége, 
hogy a p á l y a az R' t a r t o m á n y b a n haladt , és a z R" t a r t o m á n y b a n fog ha l adn i . H a 
osztva a n n a k valószínűségével , hogy a p á l y a /?'-ben he lyezkedik el, r e n o r m á l j u k 
a valószínűséget , m o n d h a t j u k : |<p(R', R'j|2 a n n a k (feltételes) valószínűsége, hogy 
amennyiben a rendszer R'-ben volt , a j ö v ő b e n /Т'-ben lesz t a l á l h a t ó . 
Ez t e rmésze tesen f o n t o s mennyiség, m e l y lehetővé teszi, hogy ki je lentéseket 
tegyünk a k ísér le tek k imenete lé re v o n a t k o z ó a n . A rendszert m e g h a t á r o z o t t m ó d o n 
p repará l juk (pé ldáu l : a r endsze r a m ú l t b a n Л ' - b e n helyezkedet t el), és m e g m é r j ü k 
valamely m á s tu la jdonságá t (pé ldáu l : az R" t a r t o m á n y b a n ta lá l juk-e?) . Mi t m o n d 
(12): m i k é n t számí tha t juk k i ezt a menny i sége t , azaz i n k á b b cp(R', R'j-1, mely-
ből a va lósz ínűség abszolútér ték-négyzet képzésével n y e r h e t ő ? 
Tegyük fel , hogy a t i d ő p o n t a (12) a l a t t a lka lmazo t t f e losz tás va lamely meg-
ha tá rozot t p o n t j á n a k felel m e g : t = tk\ а к i n d e x természetesen f ü g g a fe losz tás tó l 
(e-tól). E k k o r az exponenciál is , melynek k i t evő jében összeg áll, két t ényező szor -
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z a t a a l a k j á b a n í r h a t ó fel: 
exp 
i °° i 
'
e x P T 2 S(xi+1,xi) (13) 
Az első t ényező k-nál n a g y o b b vagy azzal egyenlő , a m á s o d i k k -ná l k isebb 
vagy azzal egyen lő indexű k o o r d i n á t á k a t t a r t a l m a z csak. Ez a f e l b o n t á s a (10) 
egyenlet f e n n á l l á s á n a k f o l y a m á n y a k é p p e n lehetséges; (10) pedig lényegében a n n a k 
köve tkezménye , hogy a Lagrange- függvény csak a he lynek és a sebességnek a függ-
vénye . E lőször e lvégezhet jük az in tegrá lás t v a l a m e n n y i / > k indexű vá l tozóra 
v o n a t k o z ó a n az e lső t é n y e z ő b e n ; így xk va lamely függvényé t n y e r j ü k , melyet m é g 
m e g kell s z o r o z n u n k a m á s o d i k tényezővel . E z u t á n elvégezhet jük az / ' < k indexű 
X, vá l tozókra v o n a t k o z ó in tegráció t a m á s o d i k t ényezőben , mely u g y a n c s a k x r n a k 
va lamely f ü g g v é n y é t szolgál ta t ja . Végül xk-ra i n t eg rá lha tunk . így t e h á t (p(R',R") 
fe l í rha tó m i n t ké t tényező s z o r z a t á n a k in tegrá l ja xk szer int . Ezek jele legyen x*(xk, t) 
é s \j/(xk,t)\ 
<p(R\ R") = JX*(x, í )«K*, t) dx, (14) 
a h o l 
es 
ф(х
к
, t) = lim / e x p e 
-o J 
k-l 
X*(xk, t) = lim / exp e 
i 2 s(xi+i'xd 
+ 2 5(xiyl, X() 
n
 i = k 
dxk..1 dx, k-2 
dxk 
a 
a 
dxk+2  
a 
(15) 
(16) 
Az R' s z i m b ó l u m a ф-t e lőál l í tó integrál ese tében az t jelzi, hogy a k o o r d i n á t á k 
szer int az R' t a r t o m á n y r a kell i n t eg rá lnunk , a t' és t közé eső ti ese tében pedig 
a z egész tér re . H a s o n l ó k é p p e n a x*-° t m e g a d ó in tegrá l t R"-re kell k é p e z n ü n k , ill. 
a t és t" közé e s ő i dők mellett az egész térre . A %* ese tében a csillag k o m p l e x - k o n j u -
gálás t j e l en t ; l á tn i f o g j u k ugyanis , hogy cé lszerűbb, h a (16)-ot m i n t va lamely % 
mennyiség k o m p l e x - k o n j u g á l t j á t def in iá l juk . 
А ф m e n n y i s é g c supán a í-nél k o r á b b i R' t a r t o m á n y t ó l függ , és teljesen m eg 
v a n ha t á rozva , h a ez a t a r t o m á n y ismert . At tó l , h o g y mi lesz a rendszer re l a t i d ő 
u t á n , semmi lyen m ó d o n nem függ . Az u tóbb i i n f o r m á c i ó t egyedül x fogla l ja m a -
g á b a n . így t e h á t i//-t és ^-t bevezetve szepará l tuk a rendszer mú l tbe l i tör téneté t 
a j ö v ő b e n b e k ö v e t k e z ő sorsától . Ez lehetővé teszi s z á m u n k r a , hogy a m ú l t és a j ö v ő 
v iszonyáról a s z o k o t t m ó d o n beszé l jünk . így ha a részecske az R' t é r i d ő - t a r t o m á n y -
b a n t a r t ó z k o d o t t , úgy azt m o n d h a t j u k , hogy a t i d ő p o n t b a n m e g h a t á r o z o t t felté-
te lek közö t t vagy á l l apo tban van , melyet egyedül a részecske m ú l t j a h a t á r o z meg, 
és amelyet а ф(х, t) ún. hu l l ámfüggvény ír le. Ez a függvény m a g á b a n fog la l 
minden t , a m i a h h o z szükséges, hogy előre m e g m o n d j u k a jövőbel i va lósz ínűségeket . 
Tegyük fel ugyan i s , hogy egy más ik ese tben R'-t egy másik r' t a r t o m á n n y a l he-
lyet tesí te t tük, s a Lagrange- függvény t a í-nél k o r á b b i időkre u g y a n c s a k megvál-
toz t a t tuk . T e g y ü k fel, hogy m i n d a z o n á l t a l a (15) képle t ugyanaz t a mennyiséget 
szolgál ta t ja . E k k o r (14) szerint a n n a k valószínűsége, hogy a r e n d s z e r t végül is 
a z ado t t R" t a r t o m á n y b a n ta lá l juk , R' mellet t u g y a n a k k o r a , min t r' mel le t t . Eszerint 
a j ö v ő b e n e lvégzet t kísérletekkel n e m d ö n t h e t ő el, a rendszer F ' - b e n t a r t ózkodo t t - e , 
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vagy r ' - b e n . A ф(х, t) h u l l á m f ü g g v é n y ö n m a g á b a n elégséges ahhoz, h o g y megad ja 
a z o k a t a je l lemzőket , a m e l y e k — a mú l tbe l i tör ténés a l a p j á n — m e g h a t á r o z z á k 
a rendszer viselkedését a j ö v ő b e n . 
H a s o n l ó k é p p e n a y*(x, t ) függvény je l lemzi a rendszer j ö v ő sorsát, v a g y m o n d -
j u k a kísérletet , melyet m a j d a r endsze ren elvégzünk. H a egy más r" t a r t o m á n y t , 
s a f-nél későbbi i dőkre egy m á s Lagrange- függvény t vá l a sz tva , a (16) egyenle tből 
u g y a n a z a y*(x, t) a d ó d n é k , min t az e rede t i R" mellet t , ú g y a p repará lás m ó d j á t ó l 
(ф-töl) függet lenül m i n d e n k o r u g y a n a k k o r a a n n a k va lósz ínűsége , hogy a rendszer t 
E " - b e n t a l á l juk , min t az r " - n e k megfelelő valószínűség. A ké t „kísér le t" (R" és r'j 
egyenér tékű , m i n t h o g y u g y a n a z t az e r e d m é n y t szo lgá l t a t j ák . P o n g y o l á n szólva 
azt m o n d j u k : e kísér le tek a n n a k e ldön tésé re szolgá lnak , milyen valószínűséggel 
t a r t ó z k o d i k a rendszer a y(x, t) á l l a p o t b a n . Va ló jában ez a te rminológia n e m meg-
felelő. A rendszer v a l ó j á b a n а ф á l l a p o t b a n van. A n n a k o k a , hogy v a l a m e l y kísér-
le tnek m e g lehet felel tetni egy á l lapoto t , természetesen az , hogy egy ideál is kísérlet 
ese tében egyetlen o lyan á l l a p o t t a l á lha tó [ennek hu l l ámfüggvénye y(x, /)], ame lynek 
ese tében a kísérlet b i z o n y o s a n pozitív e r e d m é n y r e vezet . 
M o n d h a t j u k t e h á t : a n n a k valósz ínűségét , hogy а ф á l l apo tban t a r t ó z k o d ó 
rendszer esetében va l ame ly kísérlet, m e l y n e k ka rak te r i sz t ikus á l lapota y, pozitív 
e r e d m é n y t a d j o n (vagy p o n g y o l á b b a n szólva , annak valószínűségét , h o g y a rend-
szert, mely а ф á l l a p o t b a n t a r t ó z k o d i k , а у á l l apo tban t a l á l j u k ) , az 
I / X*(x,f)1/(x,t)dx\' (17) 
kifejezés a d j a meg. 
Ezek az e redmények te rmésze tesen ö s s z h a n g b a n v a n n a k a közönséges k v a n t u m -
m e c h a n i k a elveivel. Köve tkezménye i a n n a k a ténynek, h o g y a Lagrange- függvény 
csak a he lynek , a sebességnek és az i d ő n e k függvénye. 
6. A hullámegyenlet 
A h h o z , hogy az itt a d o t t és a s z o k á s o s m e g f o g a l m a z á s ekv iva lenc iá jának bi-
zonyí tása teljessé vá l jék , m e g kell m u t a t n u n k : az e lőző szakaszban (15) a la t t de-
finiált hu l l ámfüggvény ténylegesen eleget t esz a Schrödinger - fé le hu l lámegyenle tnek . 
M i n t lá tni f o g j u k , ezt a b b a n az esetben f o g j u k tudn i k i m u t a t n i , a m i k o r ( l l ) - b e n 
az L Lagrange- függvény a z x(t) sebességnek — esetleg i n h o m o g é n — k v a d r a t i k u s 
függvénye . Ez nem je len t a z o n b a n k o r l á t o z á s t , m i n t h o g y ez m i n d a z o n ese tekben 
így van , amelyekre a Schröd inger -egyenle te t kísérletileg igazo l t ák . 
A hul lámegyenle t í r j a le a hu l l ámfüggvény vá l tozásá t az időben. K i indu lá s -
k é p p e n jegyezzük meg, h o g y véges г mel le t t (15) a l a p j á n egyszerű r e k u r z i ó s össze-
függés t nye rhe tünk . M i k é p p e n fest a (15) egyenlet, h a ф-Х. a következő, t + e idő-
p o n t r a k í v á n j u k k i s z á m í t a n i ? í r h a t j u k : 
ф(х
к+1, t+e) = J exp 
R' 
=s< ^ 2 B(xi + 1, XJ) 
dxk dxk-k (15') 
a a 
Ez h a s o n l ó (15)-höz; e l térést c supán az ú j xk vá l tozó ra v o n a t k o z ó i n t eg rá l á s és 
a k i t evőben fel lépő j á r u l é k o s t a g jelent . E z e n tag fe l lépte az t jelenti, h o g y a (15') 
i n t eg rá lban ál ló kifejezés az (l/A) exp (i/h) S(xk + X, xk) t ényezőtő l e l t ek in tve meg-
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egyezik a (15) integrálban állott kifejezéssel. Minthogy ez a tényező az i indexű 
A'; vál tozók egyikét sem tartalmazza, a megfelelő dxrk szerint (egészen dxk-x-ig) 
e tényezőt figyelmen kívül hagyva integrálhatunk. Ezen integrálások eredménye 
(15) ér telmében egyszerűen i j j { x k , t ) . így tehát (15')-ből nyer jük a 
ф(х
к + 1, t + e) = / exp ^ B(xk+i, xk) ф(хк, t) dxJA (18) 
összefüggést. Ez az összefüggés, mely megad ja ф változását az időben, min t egy-
szerű pé ldákon látni f og juk , A alkalmas választása mellett ekvivalens a Schrödinger-
egyenlettel. Valójában a (18) egyenlet nem teljesül szigorúan, hanem csak az e — 0 
határesetben igaz; a Schrödinger-egyenletet azon feltevés a lapján fogjuk levezetni, 
hogy (18) egyenletnek c supán kis e-ra, az e-ban elsőrendű tagokig kell teljesülnie. 
Ha ugyanis (15)-ben valamely véges T intervallumot á th ida ló tényezőket veszünk 
szemügyre, e tényezők száma T/e lesz. H a mindegyikükben e2 nagyságrendű hibát 
követünk el, a felgyülemlő eredő hiba n e m fogja felülmúlni E\T/E) = TE nagyság-
rendjét, ami £—0 esetén eltűnik. 
A (18) összefüggés viszonyát a Schrödinger-egyenlethez oly módon világítjuk 
meg, hogy azt egy részecskének a V(x) potenciál hatása a la t t végzett egydimenziós 
mozgására alkalmazzuk. Mielőtt azonban ezt megtennénk, szeretnénk a ( l l )-bel i 
S(xi+1, xt) néhány közelítésével foglalkozni, melyek a (18) kifejezés céljára meg-
felelnek. 
Az S ( x i + i , x d s zámára (11) alatt megadot t kifejezést nehéz egzaktul kiszá-
mítani tetszőleges e-ra a klasszikus mechanika alapján. Ténylegesen csupán arra 
van szükség, hogy S(xi + 1, x ; ) valamely közelítő kifejezését használjuk fel (18)-ban, 
feltéve, hogy a közelítés hibája az e-ban elsőrendű mennyiségeknél egy nagyság-
renddel kisebb. Arra az esetre szorítkozunk, amikor a Lagrange-függvény az x(t) 
sebességeknek — esetleg inhomogén — kvadratikus a lak ja . Amint később látni 
f og juk , azoknak a pá lyáknak van jelentőségük, amelyek esetében xi+1 — x, nagy-
ságrendben e*-nel egyenlő. E feltételek mellett elegendő, ha a ( l l )-bel i integrált 
a szabad részecske által be fu to t t klasszikus pálya mentén számítjuk ki [11]. 
Descartes-koordinátákban [12] a szabad részecske pá lyá ja egyenes, így a (11) 
integrált egyenes mentén képezhetjük. E feltételek mellett elegendő pontosságot 
jelent, ha az integrált a trapéz-szabályból adódó 
+ xi) — 2 b *I+1 *i .. I • 2
 L r ' + 1 e 0 9 ) 
kifejezéssel helyettesítjük; vagy ha az célszerűbbnek bizonyul, írható: 
S(xl+1, X i ) = EL + , Л-LTXIJ . (20) 
Mindez általános (pl. gömbi ) koordinátarendszer használata mellett nem érvényes. 
Még egyszerűbb közelítés használható, ha még azt is t u d j u k , hogy nincs jelen vektor-
potenciál vagy más, a sebességben lineáris tag (lásd ш . o ld . ) : 
xi+l~x 
S f o f + n xi) = e F „ ' , * «
 + i • (21) 
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Pl. a V(x) potenciál hatása alatt egy d imenzióban mozgó m tömegű részecske 
egyszerű esetében pl. í rható: 
S (x I + 1 , x ; ) 
me 
~2 -e F ( x m ) . (22) 
E speciális esetben a (18) képletet így í r h a t j u k : 
ф(х
к+1, t + e)= [exp fc Ы + ^ Т V(Xk+ù ф(хк, t) dxJA. (23) 
Legyen x A + 1 = x , xk+1—xk = t és így xk=x — Ç. Ekkor (23) helyett kap juk : 
ф(х, t+e) = / imt2 -ieV(x) . . . . dt (24) 
A £-re vona tkozó integrál konvergál, ha ф(х, t) elég gyorsan csökken nagy x-re 
[ f ф*(х)ф(х)dx = 1 esetén bizonyos a konvergencia] . Ha t szerint integrálunk, úgy 
— miután e igen kicsiny — az im <2/2/ze a rgumentum exponenciális függvénye 
rendkívül gyorsan oszcillál, kivéve a £ = 0 hely környezetébe eső tar tományt [e tar-
tomány kiterjedése (he/mf nagyságrendű]. Min thogy ффх — t , 0 viszonylag sima 
függvénye £-nek (és minthogy s oly kicsinynek választható, amilyen kicsinynek 
csak akarjuk), az a tar tomány, ahol az exponenciális gyorsan oszcillál, nagyon 
kicsiny járulékot szolgáltat csak : a pozitív és a negatív járulékok egymást csaknem 
teljesen lerontják. Minthogy csak a kicsiny £-knek van lényeges szerepük, ф(х — t , t) 
Taylor-sorba fe j thető. így 
iИх, t + e) = 
(25) 
= exp 
Fennáll 
— ie V(x) 
exp imt
2 
2 l e Ф(х, t ) - t 
дф(х, t) , еВ2ф(х, t) 
dx dx 2 
cll 
a 
f exp (imtfjlhe) dt = (Indjm)'1, 
f exp (imt2j2he) t dt = 0, 
J exp (imt2/2fie) t2 dt = {hei/m) ( 2 л Й е / / а и ) * ; 
(26) 
a £3-t tar talmazó integrál el tűnik, minthogy integrandusa —- hasonlóan a t - t tar-
talmazóhoz — pára t lan függvény; a t l-1 ta r ta lmazó integrál legalább is egy e nagy-
ságrendű faktor ra l kisebb, mint a kiírt tagok [13]. A bal oldalt s-ban elsőrendű 
tagokig sorbafej tve (25)-ből nye r jük : 
ф(х,0
 + е ^ а = ехр 
' -ieV(x) (luheilmf 
~ ti A 
. hei d2ф(x,t) 
ф(х, t) + Y t - '+••• 
m dx2 (27) 
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A b b ó l a célból, hogy a két o lda lon a z e-ban nulladrendű t agok megegyezzenek , az 
A=(2nheilm)i (28) 
egyen le tnek kell tel jesülnie. A K(x)-et t a r t a lmazó exponenciá l i s kifej tésével n y e r j ü k : 
ф ( х , 0 + e f = í l - f K(x) fie.i _i д*ф) 2 m дх2 J Hx,t) + -7Ï--S3- . (29) 
Á t h ú z v a i/ffx, /)-t m i n d a két o l d a l o n , összehasonl í tva az E-ban e l ső r endű t a g o k a t 
éa — Й/i'-ve 1 szorozva k a p j u k : 
fidф i í й M 2 
i dt 2m I i дх 
ф + У(х)ф; (30) 
ez a s z ó b a n fo rgó p r o b l é m a Schrödinger-egyenle te . 
A x*" r a v o n a t k o z ó egyenlet h a s o n l ó k é p p e n s z á r m a z t a t h a t ó le, itt a z o n b a n 
o l y a n j á ru lékos f a k t o r lép fel, me ly egy lépéssel csökkenti a z idő tenge lyment i 
i n t eg rác ió s t a r t o m á n y t ; így x* a (30) -hoz hason ló egyenletnek tesz eleget, c s u p á n 
a t i d ő k a p ellentett előjelet . K o m p l e x - k o n j u g á l á s t a lka lmazva l e v o n h a t j u k a köve t -
kez te tés t , hogy x u g y a n a z o n egyenle tnek tesz eleget, m i n t ф ; a x á l l a p o t segítségével 
d e f i n i á l h a t ó tehát egy kísérlet, m e l y n e k éppen ez az á l l apo t felel m e g [14]. 
E z a példa m u t a t j a , hogy ф(х
к + 1, t + e) k i fe jezéséhez legnagyobbrész t a z o n 
j a k n a k megfelelő ф(х
к
, t) é r tékek j á r u l n a k hozzá , amelyek közel v a n n a k x t + 1 - h e z 
(e* nagyságrendű távolságra) . így a (23) integrálegyenlet h a t á r á t m e n e t u t án diffe-
renciálegyenlet tel helyet tes í thető . A z o k az (xk+1—xk)/e „ sebességek" , amelyek 
f o n t o s szerepet j á t s z a n a k , igen n a g y o k : (Й/оте)* nagyság rendűek , mely ér ték e — 0 
ese tén divergál. A pá lyák , melyek szerepet j á t s z a n a k , ennél fogva fo ly tonosak , d e 
d e r i v á l t j u k nem létezik. A pá lyák e f a j t á j a ismert a B r o w n - m o z g á s v izsgála tából . 
E nagy sebességek szükségessé teszik , hogy ó v a t o s a n j á r j u n k el, ha S(xk +x, x t ) - t 
( l l ) - b ő l ki indulva k í v á n j u k megköze l í ten i [15]. H a F ( x t + 1 ) - e t K(xA)-val helyette-
s í t enénk , ez te rmésze tesen azt j e l en tené , hogy (18)-ban a ki tevőt is[V(xk) — V(xk+1)]/fi-
sai helyet tes í t jük, a m i e(xk+1 — xk) nagyság rendű , s így csak kevéssé lényeges, £-nál 
m a g a s a b b rendű t a g o k felléptét e redményez i (29) j o b b o lda lán . Ez az oka a n n a k , 
h o g y (20) és (21) e g y a r á n t kielégítő megközel í tés t a d j á k S(xi+l, x , ) -nek , ha vektor -
po t enc i á l nincs je len . A vek to rpo tenc iá l tó l s zá rmazó , a sebességben l ineáris Axdt 
t a g g o n d o s a b b kezelést igényel. E k k o r az S(xk+1, x t ) - b a n f e l l é p ő A(xk+1)(xk + i—xfc) 
m e n n y i s é g A(xk)(xk + 1 — x j - t ó l egy (xk + 1—хк)'г, azaz e nagyság rendű t a g b a n kü lön-
b ö z i k . Egy ilyen t a g az e r e d m é n y k é n t a d ó d ó hu l l ámegyen le tben vá l tozás t e red-
m é n y e z n e . A (21) közel í tés e n n é l f o g v a nem elég p o n t o s a n közel í t i meg ( l l ) - e t , 
és így a (20) [vagy az a t tó l E-ban m a g a s a b b rendű t a g o k b a n k ü l ö n b ö z ő (19)] t í pusú 
köze l í t és ha szná l andó . H a A a vek to rpo tenc iá l és р = (Й//)У az i m p u l z u s o p e r á t o r , 
ú g y (20) az ( 1 /2m) (p — (e/c)Á)• (p — (e/c)A), (21) pedig az ( l / 2 m ) ( p - p - ( 2 e / c ) A - p + 
+ (e 2 / c 2 )A-A) t a g o t szolgál ta t ja a H a m i l t o n - o p e r á t o r h o z . E két kifejezés k ü l ö n b -
sége (fteßimcjV • A, a m i nem fe l té t lenül zérus. E ké rdés még f o n t o s a b b o lyan t a g o k 
e g y ü t t h a t ó i esetében, amelyek k v a d r a t i k u s a k a sebességekben. E t a g o k b a n (19) 
és (20) á l ta lában n e m szolgál tat ja (11) elég p o n t o s előál l í tását . A k k o r ha szná lha tó 
(19) és (20) a (11) kifejezés helyet tesí tésére, ha az együ t tha tók á l l a n d ó k . H a pl. 
a (19)-hez hason ló kifejezést h a s z n á l u n k m o n d j u k gömbi k o o r d i n á t á k esetében, 
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a m i k o r is az nem szolgáltatja (11) kielégítő közelítését, olyan Schrödinger-egyen-
letet nyerünk, melyben az impulzus-operátorok és koordináták helytelen sorrend-
ben szerepelnek. A ( I I ) egyenlet ekkor a többértelműséget a szokásos szabály 
segítségével szünteti meg, mely p-nek és í/-nak a H(p, q) klasszikus Hamilton-
függvényben a (hj i ){dl í )q) és q nem-felcserélhető mennyiségekkel való helyettesíté-
sére vonatkozik. 
Világos, hogy a (11) kijelentés független a koordinátarendszertől . Eszerint 
a differenciálegyenletet, melyet az szolgáltat, tetszőleges koordinátarendszerben 
a legkönnyebben úgy kaphat juk meg, hogy először meghatározzuk az egyenleteket 
Descar tes-koordinátákban, azután transzformációval áttérünk a kívánt koordináta-
rendszerre. Elegendő tehát, ha a posztulá tumok és a Schrödinger-egyenlet viszonyát 
derékszögű koordináták választása mellett világítjuk meg. 
Az egydimenzióra itt adott levezetés közvetlenül kiterjeszthető tetszőleges 
К számú részecske Descartes-koordinátái esetére, melyek potenciál segítségével 
le í rható kölcsönhatásban állnak, és vektorpotenciállal leírt mágneses térben mozog-
nak. A vektorpotenciált tar talmazó tagok esetében a kitevőt a Gauss-féle integrá-
lok kiszámításánál szokott módon teljes négyzetté kell kiegészítenünk. Az x változó 
helyére az x(1)-tó'l x ( 3 K )-ig terjedő sorozat lép, ahol x ' 1 ' , x (2 ) , x<3) az első, mx tömegű 
részecske koordinátái , x<4), x<5), x ( 6 ) a második részecskét jellemzik, melynek tö-
mege m2, s.í.t. A dx szimbólum helyét dxa)dxi2) ... dx(3K) foglalja el, és a dx szerint 
képezett integrál helyett most 3/f-szoros integrál képezendő. Az A állandó értéke 
ebben az esetben A = (2nÄei/w1)s /2(2^Äei/m2) , / s... (Inkei/mÉ?1*. A Lagrange-féle 
operá to r ebben az esetben ugyanezen probléma klasszikus Lagrange-függvényével 
egyezik meg, a k iadódó Schrödinger-egyenlet pedig az ezen Lagrange-függvényből 
nyerhető klasszikus Hamil ton-függvénynek felel meg. Tetszőleges más koordináta-
rendszerre vonatkozóan az egyenletek transzformáció út ján nyerhetők. Minthogy 
a fent iek felölelik mindazokat az eseteket, amelyekre a Schrödinger-egyenlet kísér-
letileg igazolást nyert , azt mondha t juk , hogy posztulátumaink alkalmasak mind-
annak leírására, amit a nem-relativisztikus kvantummechanika segítségével — el-
hanyagolva a spint — le lehetett írni. 
7. A hullámegyenlet diszkussziója 
A klasszikus határeset 
Ezzel teljessé vált az új és a régi megfogalmazás ekvivalenciájának kimutatása. 
Ebben a szakaszban néhány megjegyzést szeretnénk tenni az alapvető fontosságú 
(18) egyenletről. 
Ez az egyenlet megadja a hullámfüggvény megváltozását valamely kicsiny 
időköz folyamán. Fizikai értelmezését könnyű megadni ; az egyszerűen Huygens 
elvét fejezi ki az anyaghul lámokra vonatkozóan. A geometriai opt ikában a sugarak, 
amelyek valamely inhomogén közegben haladnak, a minimális idő Fermat-féle 
elvét teljesítik. Huygens elvét a hul lámopt ikában így fogalmazhat juk meg. Ha a 
hul lám amplitúdója ado t t felületen ismert , valamely közel fekvő pon tban az amli túdó 
fe l fogható mint a felület valamennyi pontjától eredő járulékok összege. Az egyes 
j á ru lékok fázisa azon idővel a rányosan késleltetett, amelyre a fénynek szüksége 
volna ahhoz, hogy a felületről el jusson az adott p o n t b a n a minimális időnek meg-
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felelő geometriai optikai sugár mentén. Analóg módon szemlélhető (22), a klasszikus 
vagy „geometr ia i" mechanika első Hamilton-féle elvéből, a legkisebb hatás elvéből 
kiindulva. Н а а ф hullám ampli túdója ismert adott „felületen", speciálisan azon a 
„felületen", amelyet az összes x alkot adot t t mellett, úgy ф értéke valamely közel-
fekvő p o n t b a n és a í + e i dőben összege a /-beli felület összes pontjaiból származó 
járulékoknak. Az egyes j á ru lékok fázisa a m a hatással arányosan késleltetett, amelyre 
az adott p o n t eléréséhez szükség volna, a felületről kiindulva, a klasszikus mechanika 
legkisebb hatásnak megfelelő pályája mentén [16]. 
Valójában Huygens elve az optikában nem helytálló. Helyét Kirchoff módosí tása 
foglalja el, mely azt kívánja, hogy mind az amplitúdót, mind annak derivált ját 
ismerni kell a szomszédos felületen. Ez a n n a k következménye, hogy az opt ika 
hullámegyenlete időben másodrendű. A kvantummechanika hullámegyenlete 
időben e l sőrendű; Huygens elve ennélfogva az anyaghul lámokra helytálló, ameny-
nyiben az idő t a hatással helyettesítjük. 
Összehasonlítható matematikai lag az egyenlet az eredeti megfogalmazások-
ban szereplő mennyiségekkel is. Schrödinger le írásmódjában a hullámfüggvény 
változását az időben 
- & - в ф < 3 0 
adja meg, melynek megoldása (időtől független H esetén tetszőleges a-ra) 
ф(х, t+s)= exp ( - 1еН/к)ф(x, t). (32) 
A (18) egyenlet ennélfogva az exp (— íeHjh) operátor t egy kis a-ra érvényes közelítő 
integráloperátor segítségével fejezi ki. 
Heisenberg nézőpontjából tekintve pl. a t időbeli helykoordinátát mint valamely 
x operátort f o g j u k fel. A későbbi t + a időpon tnak megfelelő x ' helyzet a t időbeli 
x-szel az 
x ' = e x p (ÍEH/A)X e x p - ( i s H / A ) ( 3 3 ) 
módon fe jezhető ki. Dirac t ranszformációelmélete lehetőséget nyújt arra, hogy a 
í + a időhöz tartozó i j / ( x ' , t + E) hullámfüggvényt az ál lapot reprezentánsának 
tekintsük egy olyan reprezentációban, amelyben x ' diagonális; ф(x, t) ugyanezt 
az állapotot abban a reprezentációban írja le, amelyben x diagonális. Kapcsola to t 
közöttük ennélfogva az (x'\x) t ranszformációs függvény teremt, mely e reprezentá-
ciókat a 
ф (x\ t + e) = j (x'\ x\ ф (x, t) dx 
képletnek megfelelően kapcsol ja össze. A (18) egyenlet ta r ta lma eszerint az, hogy 
megmutatja : kicsiny a-ra 
(x'\x)e = (l[A) exp (iS(x\ хЩ (34) 
írható, ahol S(x', x)-et (11) a d j a meg. 
Az (x'\x)e és exp( /5 (x ' , x)/h) között fennál ló szoros analógiára Dirac t öbb al-
kalommal r ámuta to t t [1]. Ténylegesen most lá t juk, hogy a két mennyiség kielégítő 
közelítésben arányosnak vehető. Dirac megjegyzései ki indulópont já t képezték 
jelen fejtegetéseinknek. Az észrevételek, melyeket а Й—0 klasszikus határesetre 
173 
6 1 0 R. P . F E Y N M A N 
való áttéréssel kapcsolatosan tett, igen szépek, és talán elnézi nekem az olvasó, 
ha itt azoka t röviden át tekintem. 
Először is megjegyezzük, hogy a hullámfüggvény az x" pontban és a t" időben 
megkapható az x' és t' ér tékeknek megfelelő hullámfüggvényből: 
ф(х", t") = lim j • • •J e x P i . Z S(xi+1, Xi) 
« i=0 Ф(х\ t') 
dx о dxt dxj-1 
a 
(35) 
itt x„ = x ' és xj = x",je = t" — t' (feltesszük, hogy a t' é sa t" i d ő között az integráció 
ta r tományára nincs kiróva korlátozás). Ez vagy (18) ismételt alkalmazásával lát-
ható be, vagy közvetlenül (15) segítségével. Tegyük fel a kérdés t : ha A—0, a köz-
benső xi koordináták mely értékei járulnak hozzá a legnagyobb mértékben az integ-
rálhoz? Ezek az értékek azok , amelyek valamely kísérletben a legnagyobb való-
szinűséggel adódnak , és így határesetben ezek határozzák m e g a klasszikus pályát. 
На A igen kicsiny, a kitevő valamennyi xt változónak igen gyorsan vál tozó függ-
vénye lesz. Amin t x ; változik, a kitevő pozi t ív és negatív járulékai közelítőleg le-
rontják egymást . A ta r tományt , melyben x f a legnagyobb mértékben j á ru l hozzá 
az integrálhoz, az jellemzi, hogy ott az exponensben álló fázis a legkevésbé változik 
Xj-vel (a stacionárius fázis módszere). Jelölje a kitevőben ál ló összeget 5 ; í r juk : 
j-1 
S = Z S(xi+1, x,). (36) 
A klasszikus pálya közelítőleg azon x ( p o n t o k o n halad át , amelyekben S vál tozása 
x;-vel kicsiny, ill. Ä—0 esetén zérus; a klasszikus pálya eszerint azokon a p o n t o k o n 
halad át, aho l ds/c>X; = 0 m i n d e n x ;-re. Az e — 0 határesetben (36) helyett (11) a lap ján 
írható: 
S = f L(x(t),x(t))dt. (37) 
Láthat juk: a klasszikus pá lyá t az jellemzi, hogy a (37) integrál nem szenved válto-
zást első rendben, ha a pá lyá t variáljuk. Ez Hamilton elve, mely közvetlenül elvezet 
a Lagrange-féle mozgásegyenlethez. 
8. Operátoralgebra 
Mátrixelemek 
Ha egyszer a hullámfüggvény és a Schrödinger-egyenlet meg van adva , termé-
szetesen az operátor- vagy mátrixalgebra egész apparátusa kiépíthető. Meglehetősen 
érdekesnek bizonyul azonban e fogalmakat némileg eltérő nyelven kifejezni, mely 
szorosabb kapcsolatban áll a posztulá tumok megfogalmazására fent használ t 
kifejezésmóddal. Ami az operátoralgebra kifejtését illeti, ezál ta l nem sokat nyerünk. 
Az eredmények egyszerűen átírását je lent ik az egyszerű operátoregyenleteknek 
egy valamivel bonyolultabb jelölésmódba. Másrészről a z o n b a n az új je lö lésmód 
és nézőpont igen hasznos egyes, a bevezetésben leírt a lkalmazások esetében. A z egyen-
letek a lak ja lehetővé teszi továbbá, hogy kiterjeszkedjünk az operá toroknak a szo-
kásosan vizsgáknál bővebb osztályára (pl. olyan operá torokra , melyek ké t vagy 
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t ö b b különböző időpontra vona tkozó mennyiségeket tar ta lmaznak) . Ha lehetséges 
valamiféle ál talánosítás a hatásfunkcionálok bővebb osztályára, úgy a leszármaz-
ta tandó képletek fontos szerepet fognak majd játszani . 
E kérdéseket a következő há rom szakaszban tárgyaljuk. Ebben a szakaszban 
főként definíciókat adunk meg. Definiálunk egy mennyiséget, melyet két á l lapotot 
összekötő á tmenet i elemnek nevezünk. Az lényegében véve egy mátrixelem. Ez a 
mátrixelem a z o n b a n nem ugyanazon időponthoz tartozó ф és x ál lapotokat köt 
össze, hanem két olyan á l lapotot , amelyek kü lönböző időpontoknak felelnek meg. 
A következő szakaszban levezetünk egy a lapvető összefüggést az átmeneti elemek 
között , melyből a koordináta és impulzus szokásos felcserélési szabályai megkap-
ha tok . Ugyanez az összefüggés megadja a Newton-egyenletek mátrixalakját is. 
Végül a 10. szakaszban a Hamil ton-operátor és az időtengely mentén végrehajtott 
eltolás operá to rának kapcsolatát tárgyaljuk. 
Azzal kezd jük , hogy m e g a d j u k az á tmenet i elem definícióját, kiindulva az 
ado t t ál lapotból valamely más ik állapotba vezető átmeneti valószínűségéből. Pon-
tosabban szólva feltesszük, hogy hasonló helyzettel állunk szemben, mint a (17) 
képlet levezetése esetében. Az R tartomány á l l jon a nél k o r á b b a n elhelyezkedő 
R' tar tományból , t' és t" közö t t az- egész térből , és t" után az R" tar tományból . 
Foglalkozzunk annak valószínűségével, hogy a rendszert, mely korábban F ' - ben 
helyezkedett el, később F"-ben találjuk meg. Ezt a valószínűséget (17) adja meg. 
Ebben a szakaszban azt vizsgáljuk meg, miképpen változik ez meg, ha a Lagrange-
függvény a lakjá t t' és t" között megváltoztatjuk. A 10. szakaszban azt fogjuk meg-
tárgyalni, hogy milyen a változás, ha az R' preparálásban vagy az F" kísérletben 
tör ténik változás. 
Az ál lapotot a t' i dőpon tban teljesen meghatározza az F ' preparálás. Azt 
jellemezhetjük egy ф(х'Д') hullámfüggvény segítségével, mely a (15) minta szerint 
kapható , az integrálás azonban itt csak a t' időpont ig ter jedhet . Hasonlóképpen 
a kísérletet je l lemző állapot (az R" tartomány) definiálható a (16)-ból adódó t") 
függvény segítségével, ahol az integrálás a t"-1 követő időkre ter jed ki. A t" idő-
ponthoz tar tozó ф(х",1") hullámfüggvény természetesen megkapha tó (15)-öt meg-
felelő módon felhasználva. Megkapha tó ф(х', / ' ) -ből is (35) segítségével. A (17) 
képlet szerint, ha abban t helyett t"-t írunk, a n n a k valószínűsége, hogy a kísérlet 
y-t adja, amennyiben a prepará lás eredménye ф volt, abszolútérték-négyzete az 
f X*(x", Т')ф{х", t")dx" mennyiségnek, melyet átmeneti ampl i túdónak fogunk 
nevezni. Ezt ^ -nek t" és ф-пек t' időpontbeli értékeivel kívánjuk kifejezni. Ezt (35) 
segítségével t ehe t jük meg. Eszerint annak valószínűsége, hogy a rendszert, mely a 
/ ' időpontban elvégzett prepará láskor а ф
Р
 á l lapotba került, később valamely 
t" időpontban a Xt állapotban talál juk, a 
(Xr 1 1 1 4 4 = i ™ / • J X*(*", t")exp (iS/h)ф(x', ... ^ r l d x . (38) 
átmeneti ampl i túdó abszolútérték-négyzete; itt a (36) rövidítést alkalmaztuk. 
A szokásos kvantummechanika nyelvén azt mondha t juk : h a a H Hamil ton-
operá tor á l landó, úgy ф(х, t") = exp [ - / ( / " — / ' ) H / Ä ] I / I ( X , / ' ) és így (38) az 
e x p [—i(t" — t')Н/Й] operátor mátrixeleme a /,» és ф,. állapotok közöt t . 
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L e g y e n F az k o o r d i n á t á k te tszőleges függvénye / ' < / ; < / " mellet t . Definiál-
juk F á t m e n e t i elemét a / ' - be l i ф és a / " -bé l i у á l l apo tok k ö z ö t t , az 5 h a t á s kifeje-
zésében a z x" = xj,x' = x0 választással é l v e : 
!»,.)* = lim [ . . . [ . 
c-'Oj J (Xr 4 1 ФЛ = H  ... / y* (x" , t")F(x0, xk, ...,Xj) X 
X e x p 
i J~1 
s(.xí+i> xí) 
« ; = о 
(39) 
, , , í/л'о í / x , - ! . 
Az e — 0 ha tá rese tben E a z x ( / ) pálya f u n k c i o n á l j a . 
N y o m b a n látni f o g j u k , miért f o n t o s a k az ilyen menny i ségek . Ezt k ö n n y e b b lesz 
megér ten i , ha most egy p i l l ana t ra m e g á l l u n k és m e g á l l a p í t j u k , minek fe le lnek meg 
e menny i ségek a szokásos jelölésben. T e g y ü k fel, hogy E egyszerűen x^-val egyenlő, 
ahol к v a l ame ly t = tk i d ő p o n t o t jelez. E k k o r (39) j o b b o l d a l á n az in tegrá lás x0-tól 
xk-í-ig e lvégezhető; ily m ó d o n ф(х
к
д) vagy exp [— /'(/ — / ' )Н /Й]4 - a d ó d i k . Ha-
s o n l ó k é p p e n a z x r r e v o n a t k o z ó integrál a / ) vagy {exp (—i(t" — t)-
•Н/Й]/ , , .}* eredményt a d j a . Eszerint xk 
<Z,"4I ФС)Б = [Х*Е-(-ТИ<Г-')ХЕ-«1»П«-0Ф1.С1Х = 
r (4°) 
= J у_Чх, t) хф (x, t) dx 
á tmene t i e leme megegyez ik x mát r ixe leméve l a t = tk i d ő p o n t b a n a z o n á l l a p o t o k 
közöt t , m e l y e k egyike a / ' -be l i 4 . - b ő l a l a k u l n a ki /-re, m á s i k a pedig a / i d ő p o n t -
ból k i i n d u l v a a /"-beli Xr~be fej lődnék. í g y tehát x ( / ) -nek e ké t á l l apo to t ös szekö tő 
má t r ixe l eme áll e lő t tünk . 
H a s o n l ó k é p p e n (39) a lap ján a F=xk+1 vá lasz tássa l xk+1 á t m e n e t i elemét 
képezve x ( / + a) má t r ixe lemét nyerjük. H a F=(xk+1 — xk)/e á tmenet i e l e m é t képez-
zük, ( x ( / + E) — X(/))/E v a g y ; ( H x - H x ) / í t mátr ixeleme a d ó d i k , min t a z (40) fel-
ha szná l á sáva l könnyen m e g m u t a t h a t ó . E z t nevezhet jük az x(t) sebesség mátr ix-
e lemének . 
T e g y ü k fel, hogy egy második p r o b l é m á t veszünk szemügyre , me ly az első-
től pl. a b b a n kü lönböz ik , hogy a p o t e n c i á l t valamely kicsiny U(x, / ) mennyiség 
h o z z á a d á s á v a l megnöve l tük . Ekkor a z ú j p r o b l é m á b a n S helyét a z S' = S+ 
+ 2 s U ( x i , D mennyiség fogla l ja el. E z t (38)-ba helyet tesí tve k a p j u k : 
i 
(Xr 111 Ф,Л = (.Xr i e x p 'Ï 2 U(x„
 ti) j ф,)а. (41) 
« í = 0 
Eszer in t a (39)-hez h a s o n l ó átmeneti e l e m e k a b b a n a z esetben j á t s z a n a k fon tos 
szerepet , a m i k o r E va lami fé leképpen a ha t á s k i fe jezésének ö S m eg v á l t o zá sáb ó l 
s z á r m a z i k . Nevezzük fizikai f u n k c i o n á l n a k azon E f u n k c i o n á l o k a t , a m e l y e k (eset-
leg közve t l enü l ) az S h a t á s variációja köve tkez tében f e l l é p ő vá l tozások segítségével 
d e f i n i á l h a t ó k . A fel tétel , hogy va lamely funkc ioná l fizikai legyen, n é m i k é p p ha-
sonló egy operá tor h e r m i t i k u s jellegét posz tu l á ló fe l té te lhez . A fizikai f u n k c i o n á l o k 
k o r l á t o z o t t osztályt k é p e z n e k , min thogy a ha t á snak a sebességekben k v a d r a t i k u s n a k 
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kell lennie. Va lame ly fizikai f u n k c i o n á i b ó l t o v á b b i a k k a p h a t ó k . Pl. 
<Xr 1*1 Ф.А' = (Xr I -Fexp J 2 U(x„ td I A"> s ; (42) 
ez (39)-ből nyerhető' . 
Mel lékesen (41) közve t l enü l egy f o n t o s pe r tu rbác iós kép le t re vezet. H a U 
hatása k ics iny , az exponenc iá l i s U szerint e l ső rendig m e n v e k i fe j the tő ; k a p j u k : 
(Xr 11 i ФФ = <Xr 111 Ф,)з + j (Xf I 2*U(Xi, ti) I ф,.). (43) 
Különösen f o n t o s az az ese t , amikor Xr o l y a n ál lapot , a m e l y b e n ф,. egyá l t a l án 
n e m volna m e g t a l á l h a t ó , h a a z U pe r tu rbác ió n e m volna j e len ( a z a z : | i /v)s = 0). 
Ekko r 
Xr\2*U(xt,td\*r)s\È (44) 
megadja a p e r t u r b á c i ó ál ta l e l ső rendben e lő idéze t t á tmene t valószínűségét . A szo-
kásos je lö lésse l : 
(Xr I 2eU(Xl, fi)| ф ф = / ( / x [ e -C7«H(."-»)U e -W«HC-' ' ) ф г dx) dt, 
i 
úgyhogy (44) az időtől f ü g g ő pe r tu rbác iók elméletéből m e g s z o k o t t k i fe jezésbe 
megy át [17]. 
9. Newton egyenletei 
A felcserélési összefüggés 
Ebben a szakaszban a z t f o g j u k találni , h o g y k ü l ö n b ö z ő f u n k c i o n á l o k a d h a t n a k 
azonos e r e d m é n y t , ha a z o k a t tetszőleges ké t á l l apo t t a l k ö z r e f o g j u k . A f u n k c i o n á l o k 
ilyen ekv iva lenc iá ja felel m e g az új nye lvben az operá toregyenle tekke l k i fe jezet t 
ál l í tásnak. 
H a F f ü g g az egyes k o o r d i n á t á k t ó l , de f in iá lha tó t e rmésze tesen a dF/dxk ú j 
funkc ioná l , me lye t va lamely ik xk vál tozó sze r in t d i f ferenciálva k a p u n k (0 < j ) . 
H a (Xt"\dFldxk\\}/,.)s-et (39) segítségével k i s z á m í t j u k , a j o b b o lda lon ál ló in tegrá l 
t a r t a lmazn i f o g j a dF/dxk-t. A z xk vál tozó ezen k ívül csak egy he lyen szerepel: F - b e n . 
í gy xk sze r in t parciál isan i n t eg rá lha tunk . A ki integrál t rész e l tűnik (fel tételezve 
a hu l l ámfüggvények e l tűnését a végtelenben) és az in tegrá lban a — F ( d / d x k ) exp (iS/h) 
mennyiség j e l e n i k meg. M i n t h o g y a z o n b a n d\dxk exp (iSjh) = (i\ti)(dSldxk)exp(iSjh), 
a j o b b o lda l — (ijh)F(dSjdxk) á tmenet i e lemével egyenlő, a zaz 
(45) 
E z az igen f o n t o s összefüggés m u t a t j a , hogy k é t k ü l ö n b ö z ő f u n k c i o n á l a d h a t j a u g y a n -
azt az e r e d m é n y t tetszőleges k é t á l lapot ta l képeze t t á tmene t i e lemre . Azt m o n d j u k , 
hogy a két f u n k c i o n á l ekviva lens , és a k ö z ö t t ü k fennál ló összefüggés t s z imbo l ikusan 
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így fe jezzük k i : 
h dF
 t dS 
i dxk s dxk ' 
(46) 
a t s z i m b ó l u m azt a t é n y t hangsú lyozza , h o g y két f u n k c i o n á l , mely a d o t t ha t á s 
mellett ekv iva lens , va lamely m á s ha tás m e l l e t t nem fe l t é t l enü l ekvivalens. N e m 
szükségszerű, hogy a (46) a l a t t szereplő' m e n n y i s é g e k megf igye lhe tő fizikai m e n n y i -
ségek l egyenek . Az ekviva lencia m i n d a z o n á l t a l fennáll. F e l h a s z n á l v a (36)-ot í r h a t ó : 
h OF 
i dxk 
dS(xk+1, xk) , dS(xk, xk-k) 
dxk dxk 
(47) 
Ez az egyenle t fennál l az e - b a n nullád- és e l s ő r e n d ű t a g o k r a , és köve tkeznek be lő lük 
az i m p u l z u s r a és a k o o r d i n á t á r a v o n a t k o z ó felcserélési összefüggések, v a l a m i n t 
a Newton-egyen le tek m á t r i x - a l a k b a n . 
A mi egyszerű egyd imenz iós p r o b l é m á n k esetében S(xi+1, x ;)-t a (15) kifejezés 
ad ja meg ; e sze r in t 
dS(xk+1, xk)ldxk = -m(xk+1-xk)/e, 
és 
dS(xk, xk.1)ldxk = + m(xk -xk_ ,)/£ - гV'(xk) ; 
ahol V'(x) a potenciál d e r i v á l t j á t vagyis a z e rő t jelöli. E k k o r (47) helyet t í r h a t ó : 
t f d f 
i dx. s 
к I  
F - m 
xk +1 xk 
e 
xk~xk-l 
— eV' (xk) (48) 
H a F n e m f ü g g a z x k v á l t o z ó t ó l , ez N e w t o n mozgásegyen le t é t a d j a . H a pl. F k o n s t a n s 
( m o n d j u k F = 1), (48)-ból e -na l osztva k a p j u k : 
0 T -
m xk~xk-l 
v'(xk). 
Eszerint a tömegszer az [ (x f c + 1 - x U / e - Í X f c - x ^ j j / E j / e gyo r su l á s te t sző leges két 
á l lapotot ö s s z e k ö t ő á tmene t i eleme egyenlő a — V'(xk) e r ő ugyanezen két á l l a p o t o t 
összekötő á t m e n e t i e lemével . Ez N e w t o n t ö r v é n y e m á t r i x - a l a k b a n ki fe jezve, mely 
a k v a n t u m m e c h a n i k á b a n is fennáll . 
Mi t ö r t é n i k , ha F f ü g g x r t ó l ? L e g y e n pl . F=xk. E k k o r (48)-ból dF/dxk = \ 
f e lhaszná lásáva l kap juk : 
Й l-vt+l CVfc- , I _ / r . . 
•eV (xk) 
vagy e l h a n y a g o l v a az e - b a n m a g a s a b b r e n d ű t agoka t : 
_m (xk-xk^ 
xk- xk • (49) 
Ahhoz , h o g y egy olyan egyenle te t , ami lyen (49), á t í r junk a h a g y o m á n y o s je lö lésbe , 
fel kell i s m e r n ü n k , mely m á t r i x felel m e g a z olyan m e n n y i s é g n e k , ami lyen xkxk+1. 
A (39) össze függés s zemügyre vétele a l a p j á n nyi lvánvaló, h o g y a m e n n y i b e n F-et 
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m o n d j u k f(xk)g(xk + x)-gyel választjuk egyenlőnek, a megfelelő ope rá to r (40)-ben 
ennek mátrixelemét kell képezni a ipr, állapotok között . Az xk+1 függvényének 
megfelelő operátorok az xk függvényének megfelelő operátoroktól balra fognak 
megjelenni, azaz: a tényezők sorrendje a mátrixoperátorok valamely szorzatában 
megfelel a funkcionált alkotó megfelelő tényezők időbeli sorrendjének. Eszerint, 
ha a funkcionál úgy í rható és ténylegesen úgy is van felírva, hogy minden egyes 
t agban a későbbi időpontoknak megfelelő tényezők a korábbi időpontokhoz tar-
tozó tényezőktől balra lépnek fel, úgy a megfelelő operá to r azonnal fel í rható, a funk-
cionálbeli sorrendet az operátorokra vonatkozóan is megtartva [18]. A funkcionál-
ban a tényezők sorrendjének nyilvánvalóan nincs jelentősége. A meghatározott 
sorrend választása csupán megkönnyíti a képletek át írását a megszokot t operátor-
jelölésbe. Ha a (49) egyenletet az á t í rás megkönnyítése érdekében a kívánt módon 
Írnánk fel, a bal oldal második t a g j á b a n a tényezőket fordított sorrendbe kellene 
í rnunk. Látjuk tehát, hogy ez az egyenlet a 
összefüggésnek felel meg, ahol az m i operátorra a p jelölést a lkalmaztuk. 
A funkcionálok és a megfelelő operátorok kapcsolatát a fent iekben a tényezők 
időbeli sorrendje segítségével definiáltuk. Megjegyzendő, hogy e szabályhoz különös 
gondossággal kell ragaszkodnunk, ha a sebességeket vagy magasabb rendű deri-
vál takat tartalmazó mennyiségek lépnek fel. Az (x)2 operátort képviselő funkcionál 
va ló jában (xx + 1 — xf)jv(xk — x t_ x) /e , nem pedig [ (x k + 1 — xx)/e]2. Az u tóbbi mennyi-
ség s — 0 esetén úgy divergál mint l /e . Ez belátható (49) alatt a második tagot az 
£ időközzel későbbi időponthoz tar tozó xk + 1-m(xk + 1—xk)/e-nal helyettesítve. 
Ez az egyenletet nem változtatja meg, ami az £-ban nulladrendű tagokat illeti. 
Ily m ó d o n (fi-nal osztva) kapjuk: 
Ez megadja azt a korábban közölt eredményt, mely szerint a pálya két szomszédos 
p o n t j a segítségével képezett (xx + 1— XX)/E „sebesség" négyzetének középértékéből 
vont négyzetgyök s ~ i nagyságrendű. 
N e m megfelelő tehát a kinetikus energia funkcionál já t mondjuk egyszerűen az 
a l akban felírni, minthogy ez a mennyiség £—0 esetén végtelenné válik. Ténylegesen 
ez nem valamely megfigyelhető fizikai mennyiséget képviselő funkcionál . 
A kinetikus energia fizikai funkcionál ját megkaphat juk, szemügyre véve az 
átmenet i ampl i túdónak a részecsketömeg megváltoztatása folytán fellépő elsőrendű 
megváltozását. Változtassuk meg m-et m( 1 -f <5)-ra, egy rövid, m o n d j u k s hosszúságú, 
a tk környezetébe eső időtartam fo lyamán. A hatás megváltozása \ôem[(xk+l — xk)le]2, 
melynek deriváltja (51)-hez hasonló kifejezést szolgáltat. A ha tás mellett meg-
vál toztat ja m változása a </xx-nak megfelelő A normálási állandót is. Az állandó 
(27гЙ£//ш)~*-г01 (2nhEÍjm(\ +á ) )~*- re változik, a megváltozás tehát ú-ban első 
e - (Í/í) -1 - i) H ? e - (un ) EH Д x ) e - cuh) (t - о H . 
px — xp = hji 
(50) 
i / n [ ( x k + x -X t ) /£ ] 2 (51) 
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rendig 2<5(2лЙ£г'//и)~+ A tömeg megváltozásának teljes hatása (38) alatt <5-ban 
elsőrendig 
(h"\i ősim[(xk+1 - xk)ls]2/h <5|i/v>. 
Várha tó , hogy az e időn át t a r tó ö nagyságrendű változás nagyságrendben <5e-ra 
rug. Osztva óei/h-sal, a kinetikus energia funkcionál já t eképpen def iniá lhat juk: 
К. E. =i m[(xk + 1-xk)/E]2 + h/2£i. (52) 
Ez £—0 esetén (50)-nek megfelelően véges. Felhasználva azt az egyenletet, mely 
(48)-ból áll elő, h a abban F-et m(xk+1 — xk)/e-nal helyettesítjük, meg lehet muta tn i , 
hogy az (52) kifejezés (e nagyságrendig) egyenlő a 
' > Xk — Xjfc-j 
l » ) i e 
kifejezéssel. Eszerint a sebességek hatványait ta r ta lmazó fizikai funkcionálok a 
legkönnyebben oly m ó d o n nyerhetők, hogy e ha tványokat a sebességek szorzatával 
helyettesítjük, melyben az egyes tényezők kissé eltérő időpontokhoz tar toznak. 
10. A Hamilton-operator 
Az impulzus 
A Hamil ton-operátor a kvantummechanika szokásos megfogalmazásában 
centrál is fontosságú. Ebben a szakaszban az ezen operá tornak megfelelő funkcionál t 
f o g j u k tanulmányozni. Azon n y o m b a n definiálhatnánk a Hamil ton-funkcionál t , 
hozzáadva a kinetikus energia (52) vagy (53) funkcionál já t a potenciális energiához. 
Ez a módszer mesterkélt és nem t á r j a fel a Hamil ton-operá tor , valamint az idő 
k ö z ö t t fennálló fon to s kapcsolatot. A Hamil ton-operá tornak megfelelő funkcionál t 
az á l lapot időbeli eltoláskor fellépő megváltozása segítségével fogjuk definiálni. 
Ebből a célból egy rövid ki térőt kell tennünk, rámuta tva arra, hogy az időt 
n e m szükséges egyenlő közökre felosztani. Nyilvánvalóan bármily t; pi l lanatokat 
választva kielégítő felosztást n y e r ü n k ; határá tmenetkor a legnagyobb ti + 1 — t, 
időköznek kell zérushoz tartania. Az S teljes hatás most az 
S= 2S(xl+1,tl+1;x„td (54) 
i 
összeg alakjában ál l í tható elő, ahol 
fi + l 
= f L{x(t),x(tj)dP, (55) 
ti 
az integrált a / r be l i és a tf+ 
beli x i + 1 között a klasszikus pálya mentén kell ké-
pezni. Egyszerű egydimenziós példánk esetére elegendő pontossággal k a p j u k : 
S(*l+1, ti+1; Xi, J = j™ - F(xi+1)J (fi+1-td; (56) 
a dXi szerint képzett integrálhoz t a r tozó normálási á l landó a =(2nÄ/(ii + 1 
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I m m á r megvizsgálhatjuk H kapcsolatát az állapot időbeli eltoláskor fellépő meg-
változásával. Vegyük szemügyre а фф) á l lapotot , melyet az R ' tér idő- tar tomány de-
finiál. Gondo l juk el most , hogy a t időben szemügyre veszünk egy másik ál lapotot , 
ФАОА, melyet egy másik R'ö tar tomány definiál. Tegyük fel, hogy az R's t a r tomány 
pontosan azonos i?'-vel, azzal a különbséggel, hogy ó időközzel korábban helyez-
kedik el, azaz : egészében el van tolva <5-val a múlt i rányában. A berendezés, mely 
az £^-ban helyet foglaló rendszert preparál ja , megegyezik az A'-nek megfelelő 
berendezéssel, de <5 időközzel hamarabb lép működésbe. H a L explicite függ az 
időtől, azt is eltolásnak kell alávetnünk, azaz : а ф0 leszármaztatására használt 
Ls a i/i-nek megfelelő L-ből úgy nyerhető, hogy a t időt r + «5-val helyettesítjük. 
Vessük fel a kérdést: miben különbözik а ф0 állapot ф-tőll Annak valószínűsége, 
hogy a rendszert valamely rögzített R" t a r tományban talál juk, R' és R'ö esetében 
különböző. Vegyük szemügyre az ezen ô eltolás által megváltoztatot t <y| 1 A M 
átmeneti elemet. Ezt az eltolást oly módon vehetjük figyelembe, hogy az i ^ k indexű 
ti értékeket <5-val csökkentjük, mellett pedig trt változatlanul hagy juk ; a t 
időpont feküdjék a tk+1 és tk által határol t közben [19]. Ez a változás az (55)-tel 
definiált S(xi+1, ti+1; xt, /,)-1 nem érinti mindaddig, amíg ti+1 és í ; azonos értékkel 
változik meg. Másrészről azonban S(xk+1, tk+1, xk, tk) megváltozik S(xk+1, tk+1; 
xk,tk — Syra. A dxk szerint képezett integrál 1 \A kons tansa is megváltozik 
(2nhi(tk + 1 — tk + ô)lm)-*-re. E változások ha tása <5-ban elsőrendig, 
<X 111 - <Z 111 Ф»)ги = j <x W , (57) 
a Hk Hamilton-féle funkcionál t itt 
d s (Xk +1; tk + l> Xk, A) 
dtk ' 2i(tk+1 — tk) 
JJ _ lk + l, Л к , lkJ 2 « (5%) 
definiálja. Az utolsó tag az 1/4-ban fellépő változás fo lyamánya és biztosítja, hogy 
Hk véges marad jon , ha e ^ O . Az (56) kifejezést behelyettesítve kapjuk: 
m I [ A + i Xk 
2\ i tk+i ~tk. ' . - H ^ I + s e ^ ü + ' W 
ami éppen a kinetikus energia (52) funkcionál jának és a V(xk + X) potenciális energiának 
az összege. 
А ф
д
(х, t) hullámfüggvény természetesen ugyanazt az ál lapotot írja le, amelyet 
ф(x, t) ö idővel később fog leírni. így (57) szoros kapcsolatban áll a (31) operátor-
egyenlettel. 
Megvizsgálhatjuk az időbeli eltolás által a x végállapotban előidézett változá-
sokat is. Természetesen semmi újat nem kapunk így, min thogy csak / és ф relatív 
e l to lódásának van jelentősége. Ily módon a 
t i _ dS(xk+1, tk+1; xk, tk) h  
3ífc+1 +2 i(tk+1-tk) 
alternatív kifejezést kapjuk. Ez (58)-tól csupán e nagyságrendű tagokban különbözik. 
Valamely funkcionál változásának időbeli „sebességét" oly módon számít-
hat juk ki, hogy a kezdeti és a végállapot együttes eltolásának hatását vesszük szem-
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ügyre. Ez ugyanarra vezet, min tha a funkcionálnak valamely későbbi időpontban 
számítanánk ki az átmeneti elemét. Eredményül a 
h
 f = H f - f H 
i 
operátor-egyenlet analogonját kapjuk . 
A pk impulzus-funkciónál hasonlóképpen definiálható a térbeli eltolás okoz ta 
változást szemügyre véve: 
(X 111 «A>s - (X 111 *a)sa = <X I A | Ф)в • 
А ф
л
 állapot preparálása az R'A tar tomány segítségével tö r tén t , mely azonos az 
R' t a r tománnyal ; csak éppen ahhoz képest A távolságra el van tolva a térben. 
(A Lagrange-fiiggvényt, ha az explicite függ x-től , a /-nél korább i időkre meg kell 
vál tozta tnunk: LA=L(x, x — A)-val kell helyettesítenünk.) K a p j u k [20]: 
dS(xk + 1, xk) dS(xk+1,xk) 
Pk = ä = a • 
dxk+1 óxk 
Minthogy ф
А
(х, t) egyenlő ф(х — А, ?)-vel, ezzel p t -nak , valamint a hullámfüggvény 
x szerint képezett deriváltjának szoros kapcsolata megállapítást nyert. 
Az impulzusmomentum-operá torok hasonló kapcsolatban állnak az elfor-
gatásokkal. 
Az S(x i + i> ' i + ii xh '>) függvény deriváltja li+1 szerint H{ definíciójában lép fel. 
Az x i + 1 szerint képezett derivált p r t definiálja. Azonban 5 ( x i + 1 , /f + 1 ; x f , t,) de-
riváltja t i + 1 szerint kapcsolatban áll az x í + 1 szerint képezett derivált tal ; az (55)-tel 
definiált S(xt+1, ti+1; x,, /,) függvény ugyanis teljesíti a Hamil ton—Jacobi-egyen-
letet. A Hamilton—Jacobi-egyenlet eszerint Hrt p, segítségével fejezi ki. Más sza-
vakkal : azt a tényt jut ta t ja kifejezésre, hogy valamely állapot időbeli és térbeli 
eltolása között kapcsolat áll fenn. Ez a gondolat közvetlenül elvezet a Schrödinger-
egyenlet leszármaztatásához, mely sokkal elegánsabb, mint az a levezetés, amellyel 
a (30) egyenletre ju tot tunk. 
11. A megfogalmazás elégtelenségei 
Az itt ado t t megfogalmazás több fogyatékosságban szenved. A matematikai 
fogalmak, melyekre szükségünk van, újak. Ez idő szerint az egyenletek jelentésének 
megvilágítása céljából itt szükség van az idő természetellenes és kényelmetlen fel-
osztására. Jelentékeny javítás é rhe tő el a funkcionálok matemat ikai elméletének 
jelöléseit felhasználva. Úgy gondol tuk azonban , hogy elméletünknek ebben az 
első kifejtésében ezt jobb elkerülni. Szükség van ezen kívül a r ra is, hogy a funkcio-
nálok x(t) argumentum-függvényeinek terében alkalmas mértéket vezessünk be [10]. 
Fizikai szempontból sem teljes a megfogalmazás. A kvantummechanika egyik 
legfontosabb jellegzetessége az unitér transzformációkkal szemben mutatot t in-
variancia. Ezek a klasszikus mechanika kanonikus t ranszformációinak felelnek 
meg. A jelen megfogalmazásról, minthogy az a szokásos megfogalmazásokkal 
ekvivalens, matematikailag k imuta tha tó , hogy az invariáns ezen t ranszformációkkal 
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szemben. A megfoga lmazás a z o n b a n nem teszi fizikailag ny i lvánva lóvá az i nva r i an -
ciát. Ez a f o g y a t k o z á s m e g h a t á r o z o t t m ó d o n mu ta tkoz ik meg . N e m i s m e r t e t t ü n k 
közvetlen e l j á r á s t a he lykoo rd iná t ákon kívül m á s mennyiség mérésére. V a l a m e l y 
részecske i m p u l z u s á n a k m é r é s e pl. e lvégezhető m á s részecskéken végzett he lymérés 
ú t ján . A t ényá l l á s t elemezve eredményül k i a d ó d i k az impu lzusmérés és a h u l l á m -
függvény F o u r i e r - t r a n s z f o r m á l t j a között f e n n á l l ó kapcsola t . Ez a z o n b a n eléggé 
kerülő út a h h o z , hogy egy i lyen fontos f i z ika i e redményhez el jussunk. V á r h a t ó , 
hogy a p o s z t u l á t u m o k á l t a l ános í tha tók oly m ó d o n , hogy a z „R t é r i d ő - t a r t o m á n y -
ban ha ladó p á l y á k " foga lma he lyé t az „R o s z t á l y b a tar tozó p á l y á k " vagy az „R t u l a j -
donságú p á l y á k " fogalma f o g l a l j a el. H iányz ik a z o n b a n a n n a k á l ta lános m e g f o g a l -
mazása, h o g y mely t u l a j d o n s á g o k milyen f iz ika i mérésnek fe le lnek meg. 
12. Egy lehetséges általánosítás 
A m e g f o g a l m a z á s egy nyi lvánvaló á l t a l ános í t á s t sugall. Lé teznek o lyan é rdekes 
klasszikus p r o b l é m á k , me lyek eleget tesznek a legkisebb h a t á s elvének, de ame lyek 
esetében a h a t á s nem í r h a t ó fel mint a h e l y k o o r d i n á t á k és a sebességek va lamely 
függvényének integrál ja . A h a t á s b a n felléphet pl . a gyorsulás. Vagy ha pl. a kö l c sön -
hatások n e m ins tan tán j e l l egűek , szerepelhet benne két k ü l ö n b ö z ő i d ő p o n t h o z 
tar tozó k o o r d i n á t á k szorza ta , az f x(t)x(t + T)dt minta szer int . A h a t á s e k k o r 
nem b o n t h a t ó fel kicsiny j á r u l é k o k összegére , mint (10) a l a t t . Ennek f o l y t á n az 
állapot l e í r á s á r a nem áll rendelkezésre hu l l ámfüggvény . Mindazoná l t a l def iniá l -
ha tó az R' t a r t o m á n y b ó l v a l a m e l y más R" t a r t o m á n y b a v e z e t ő á tmenet i va lósz ínű -
ség. A {lr\F\\jjátmeneti e l emek e lméle tének nagy része á tv ihe tő erre az esetre . 
Egyszerűen beveze tünk egy (R"\F\Rjs s z i m b ó l u m o t a (39)-hez hason ló egyenlet 
segítségével, a h o v á azonban ф és / helyére a (19) , (20) kifejezéseket helyet tes í t jük be, 
S pedig e k k o r az á l t a l á n o s a b b hatás ki fe jezését jelenti. A Hamil ton- fé le , v a l a m i n t 
az impu lzus - funkc ióná l a 10. szakasz m i n t á j á r a def in iá lha tó . Tovább i részle tek 
ta lá lhatók a szerző d isszer tác ió jában [21]. 
13. Alkalmazás a téroszcillátorok kiküszöbölésére 
M e g f o g a l m a z á s u n k egy je l lemző v o n á s a , hogy a t é r időbe l i összefüggésekről 
madár táv la t i képe t képes n y ú j t a n i . Mie lő t t a z x r k r e in t eg rá lnánk va lamely , a 
(39)-hez h a s o n l ó kifejezésben, az olyan a l a k b a n áll e lő t tünk , hogy a b b a kü lön fé l e 
F f u n k c i o n á l o k a t he lye t tes í the tünk be. T a n u l m á n y o z h a t j u k , h o g y a k v a n t u m m e c h a -
nikai r e n d s z e r b e n k ü l ö n b ö z ő időkben l e j á t s z ó d ó f o l y a m a t o k mily m ó d o n á l lnak 
egymással összefüggésben. A b b ó l a célból, h o g y ezen kevéssé ha t á rozo t t észre-
vételeket h a t á r o z o t t a b b á t e g y ü k , egy példát t á rgya lunk . 
A k la s sz ikus e l ek t rod inamikában pl. a t e r e k , melyek ké t töl tés k ö l c s ö n h a t á s á t 
í r ják le, oszc i l l á to rok rendsze re a lak jában á l l í t h a t ó k elő. E z e n oszci l lá torok m o z g á s -
egyenleteit m e g o l d h a t j u k és a z oszc i l lá torokat lényegében véve k i k ü s z ö b ö l h e t j ü k 
(L iena rd—Wieche r t -po tenc iá lok ) . A nyert k ö l c s ö n h a t á s az egyik részecske egyik 
időpontbel i é s a másik részecske egy m á s i k időpontbe l i mozgása közö t t létesít 
összefüggést. A k v a n t u m e l e k t r o d i n a m i k á b a n a te re t ugyancsak oszci l lá torok r end -
szere a l a k j á b a n állítjuk elő. A z oszcil látorok m o z g á s á t a z o n b a n nem t u d j u k n y o m o n 
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követni, s az oszcillátorokat nem tudjuk kiküszöbölni. Igaz, hogy a longitudinális 
hullámokat képviselő oszcillátorok kiküszöbölhetők. Eredményül az ins tantán 
elektrosztatikus kölcsönhatást kapjuk. Ez a kiküszöbölés, mely az elektrosztatikus 
kölcsönhatásra vezet, igen tanulságos, minthogy igen világosan mutatja az önkölcsön-
hatással kapcsolatos nehézségeket. Ténylegesen azok oly vi lágosan jelentkeznek, hogy 
semmi kétségünk nem lehet, amikor e ldönt jük , melyek a helytelen, e lhagyandó 
tagok. Az egész eljárás n e m relativisztikusan-invariáns, és nem az az elhagyott 
tag sem. Igen kívánatos vo lna , ha a transzverzális hu l l ámoka t képviselő oszcillá-
torokat is ki lehetne küszöbölni . Ez a szokásos kvantummechanikában csaknem 
leküzdhetetlen problémát je lent . Azt vár juk , hogy valamely a részecske mozgása 
adott i dőpon tban függ b mozgásától valamely korábbi időpontban és megfordítva. 
А ф(х
а
,х
ь
; t) hullámfüggvény azonban a két részecske viselkedését csak egyazon 
időpontban képes leírni. N i n c s rá mód, hogy nyomon kövessük, miképpen vé-
gezte mozgását b a múl tban , és miként határozza meg ezáltal a viselkedését. Az 
egyetlen m ó d erre az, hogy megadjuk az oszcillátorok rendszerének á l lapotá t a 
t időpontban ; ez tölti be az „emlékezet" szerepét, mely számon tartja b (és a) 
múltbeli viselkedését. 
Az itt ado t t megfogalmazás lehetővé teszi, hogy megold juk valamennyi osz-
cillátor mozgásproblémájá t , s az oszcillátorokat kiküszöböljük a részecskéket 
leíró egyenletekből. Ezt könnyen meg lehet tenni. Egyszerűen meg kell o ldanunk 
az oszcillátorok mozgásproblémáját , még mielőtt a részecskék egyes xt vál tozóira 
integrálnánk. Az integrálás az x,-kre az, ami a múltbeli történéseknek egyetlen 
állapotfüggvénybe való tömörí tésére vezet. Éppen ez az, ami t el kívánunk kerülni. 
Az eredmény természetesen függ az oszcillátor kezdeti és végállapotától. H a ezeket 
megadtuk, ii/c,-)-re egy (38)-hoz hasonló egyenletet kapunk, mely azonban 
exp (iS/h) mellett további tényezőként egy csak a részecskék pályáit leíró koordi-
nátáktól f ü g g ő g funkcionál t is tartalmaz. 
Azt, hogy mindez miképpen történik, egy igen egyszerű példán világítjuk meg. 
Vegyünk szemügyre egy részecskét, melynek koordinátáját x(t), Lagrange-függ-
vényét L(x, x) jelölje. A részecske álljon kölcsönhatásban egy oszcillátorral, mely-
nek koordiná tá ja q(t), Lagrange-függvénye \(q2 — w2q2) ; a kölcsönhatást a rend-
szer Lagrange-függvényében a y(x, t)q(t) t ag ír ja le. Itt y(.v, t) tetszőleges függvénye 
a részecske koordinátá jának és az időnek [22]. Tegyük fel, hogy azon á tmenet való-
színűségét kívánjuk ismerni, mely a részecske t' időbeli ф,- hullámfüggvényével 
és az n oszcil látor-kvantumszámmal jellemzett állapotból azon t" időbeli á l lapotba 
vezet, amelyben a részecskét yt„ írja le, az oszcillátor pedig az /н-edik szinten foglal 
helyet. Ezt a , . . . 
(х,"<рт\цфе фп/sp + so + si = 
= / • • • / < w x * ' ( Д ) e x P j ( s r + s ° + Д)"Ar• (*o)<pnЫ d } ... (61) 
dxj-! dq.-T 
'"' a a
 dx
avj 
mennyiség abszolútérték-négyzete szolgáltatja. Itt (pn(q) az n állapotban t a r tózkodó 
oszcillátor hullámfüggvénye, sp a részecskéhez tartozó 
s-1 
2 Sp(xí + 1 , Xi) i = 0 
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hatás, melyet úgy számítunk ki, mintha az oszcillátor nem volna jelen, 
о _ y l í £ f g i - E i - g . ) 2 «ю2 2 
s
° - á [2 {—г j 2~ 1 
az egyedül az oszcillátorhoz tartozó hatás, 
j-1 
si = 2 a 4i 
i = 0 
pedig [hol = / x , , /,)] a részecske és az oszcillátor kölcsönhatásának megfelelő' 
hatást jelöli . Az oszcillátorhoz tartozó a normálási á l l andó értéke (2л:ег/Й)~*. 
Az exponenciális a # r k t ő l kvadratikusan f ü g g . így az qt vál tozókra 0 < / < ; mellett 
az integrálás könnyen elvégezhető. A Gauss- t ípusú integrálok egy sorozatá t kell 
kiszámítanunk. 
Az integráció eredménye: (Ittih sin соГ/со)-* exp i(Sp + Q(qj, q0))/h, ahol 
T=t" — t', Q(qj,q0) pedig a gerjesztett ha rmon ikus oszcillátornak megfelelő klasz-
szikus h a t á s (lásd [15]). Részletesen: 
t" 
Q(lj, q0) = [ ( c o s ыТ) ( í j + ql)-2q,qa+1J- J у (?) sin co(t - ?') dt + 
i t 
+ / у ( 0 sin co(t" — t)dt--L J J y ( t ) y ( s ) sin « ( ? " - ? ) sin со (s-t')dsdt 
со 
t' t' t' 
Ennek fe l í rása úgy történt , mintha y(t) a t i d ő folytonos függvénye volna. A z integ-
rálokat va ló jában Riemann-összegekre kellene fe lbontanunk és y(?;)-1 a y(xt, ?f) 
mennyiséggel kell helyettesítenünk. Eszerint Q függ a részecske valamennyi idő-
ponthoz t a r t ozó koordinátái tól y(xh / ,)-n keresztül, va lamint az oszcillátor / ' és 
?"-beli koordinátái tól . A (61) mennyiség eszerint így í r h a t ó : 
(XL"<PM 111 «PNXP + SO + S, = 
= f . . J x H x j ) G m „ exp M*o) ~ - dxj = ( X r |GmJ ф,)8р. 
Ez már csak a részecske koordinátáitól f ü g g ; Gm„-et a 
Gmn = ( 2 n i h sin coT/ca)-* JJcp*(qj) exp (iQ(qj, qa)/h)cpn(qQ) dq} dq0 
képlet a d j a meg. 
A n a l ó g módon el járva meg lehet mu ta tn i , hogy az elektromágneses tér ösz-
szes oszcillátora kiküszöbölhető a töl tések mozgásának leírásából. 
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14. Statisztikus mechanika 
Spin és re la t iv i tás 
A mérése lméle t és a k v a n t u m s t a t i s z t i k a problémái t g y a k r a n leegyszerűsíti , 
h a azokat a z itt leírt n é z ő p o n t b ó l szemlél jük. Valamely p e r t u r b á l ó m é r ő e s z k ö z 
befolyása pl . e lvben ugyanúgy ki in tegrá lható , m i n t ahogy az t az oszcillátor esetében 
részletesen megcs iná l tuk . A statisztikus sű rűségmát r ix meglehe tősen nyi lvánva ló 
és hasznos m ó d o n á l t a l ános í tha tó . Ehhez az á l t a l ános í t á shoz (38) abszo lú té r t ék -
négyzetének vizsgálata vezet . A nyert kifejezés hason ló (38)-hoz, de a vá l t ozók két 
dxt, dx/ s o r o z a t á r a v o n a t k o z ó integrációt t a r t a lmaz . Az exponenciá l is kifejezés 
helyét exp i(S — Sjjh f og la l j a el, ahol S' ugyano lyan a l a k ú függvénye x[ -nek , 
mint S az Xj-nek. Erre pl. a k k o r van szükség, h a a té roszc i l lá torok k iküszöbölésé-
nek e redményét aka r juk le í rni , ahol is m o n d j u k az oszc i l lá torok végál lapota nincs 
megha tá rozva , és csupán az m végá l lapo tokra képezett összegre van szükségünk . 
A spint b e lehet f o r m á l i s a n vezetni. A Pauli-féle spinegyenlete t a köve tkező-
képpen k a p h a t j u k meg: A vek to rpo tenc iá l t t a r t a l m a z ó 
e e 
2 c ( * / + 1 - Х | ) - А ( х , ) + 2C ( x i + 1 - N) • A (x f + J 
kölcsönhatás i t ago t a ( 1 3 ) - b e l i - S ( x f + l J x , ) -ben az 
e / e 
2c ' (X i+ i -X; ) ) • A(x,-)) + ~2~ (w • A ( x ; + 1 ) ) (a • ( x i + 1 - x , ) ) 
kifejezéssel helyet tes í t jük. I t t A a vek torpo tenc iá l , x i + 1 és x ; a részecske ti + l , ill. 
tt i dőpon thoz t a r t o z ó he lyvek to ra , a pedig a sp in Pauli-féle vek to rmá t r ixa . А ф 
mennyiséget m o s t a J] exp iS(xi + l , х,)/Й a l a k b a n kell k i f e j e z n ü n k ; ez k ü l ö n b ö z i k 
az S ( x í + 1 , x , ) - k összegének exponenciá l is kifejezésétől . így t ehá t Ф m o s t spin-
mátr ix . 
A K le in—Gordon- f é l e relat iviszt ikus egyenle te t is m e g k a p h a t j u k f o r m á l i s a n , 
ha a pálya je l lemzőihez h o z z á t e s z ü n k egy negyed ik k o o r d i n á t á t . Ekko r a „ p á l y á t " 
valamely т p a r a m é t e r négy x(p)(x) függvénye h a t á r o z z a meg. A x p a r amé te r e-nyi 
lépésenként h a l a d előre, min t a z e lőzőkben a t vál tozó. A z х ( 1 , (т) , x ( 2 ) ( r ) , х ( 3 )(т) 
mennyiségek a t é r k o o r d i n á t á k , x , 4 ) ( r ) pedig az idő. A Lagrange- függvény 
i ' [(dxfidxf + (e/c) (,dx"ldx)Aß], 
я = 1 
aho l Ap a négyespotenciá l , s a z összeg p = U 2, 3 indexű t a g j a i ellentétes előjellel 
veendők. A t pa raméte r tő l pe r iod ikusan f ü g g ő hu l l ámfüggvény t keresve meg-
m u t a t h a t ó , h o g y ennek a K l e i n — G o r d o n - e g y e n l e t e t kell kielégítenie. A Di rac-
egyenlet a K l e i n — G o r d o n - e g y e n l e t esetében haszná l t Lagrange- függvény m ó d o s í -
t á s a útján n y e r h e t ő ; ez a m ó d o s í t á s ana lóg azzal , amelyet a nemrela t iv isz t ikus 
Lagrange- függvényen kellett e lvégeznünk, h o g y a Paul i -egyenletet nyer jük . Köz -
vetlen e r e d m é n y k é n t a m e g s z o k o t t D i r ac -ope rá to r négyzete a d ó d i k . 
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A sp inne l és a re la t ivi tással kapcso la tos ezen e r e d m é n y e k tisztán f o r m á l i s 
je l legűek és n e m j á ru lnak h o z z á ezen egyenle tek mélyebb megér téséhez . A D i r a c -
egyenlet l e s z á r m a z t a t á s á r a v a n n a k más u t a k , me lyek k i lá tás t n y ú j t a n a k e f o n t o s 
és szépséges egyenlet v i l á g o s a b b fizikai é r te lmezésére . 
A szerző ősz in tén értékeli P r o f . és Mrs. H. С. Corben, v a l a m i n t Prof . H. A. Bethe 
segítőkész t a n á c s a i t . Szeretne t o v á b b á köszöne t e t m o n d a n i J. A. Wheelerneк s z á m o s 
eszmecseréért , melyet vele e m u n k a korai s z a k a s z á b a n fo ly t a to t t . 
F o r d í t o t t a : Györgyi Géza 
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fogalmazásának tanulmányozásához. Elgondolásainak kiterjesztését, mely felöleli az általánosabb 
hatásfüggvények esetét, doktori disszertációjában dolgozta ki („The principle of least action in 
quantum mechanics", Princeton University, 1942). 
[22] Nem okoz problémát az általánosítás arra az esetre, amikor y fiigg a részecske x sebes-
ségétől. 
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